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Специальные приближения множеств решений

Б.С. Добронец∗

Аннотация. В статье рассматриваются специальные приближения множеств реше-
ний задач с интервальными входными данными. Приближения основаны на объеди-
нении геометрических тел, определяемых вектором параметров. Приведены примеры
приближения множества решений для системы линейных алгебраических уравнений
и задачи Коши для системы ОДУ.

1. Введение

Интервальная математика традиционно использует для приближения мно-
жеств решений интервальные вектора или n-мерные параллелепипеды, со сто-
ронами параллельными координатным осям.

Интервальные вектора часто дают лишь весьма приближенное представле-
ние о виде множества решения. Невозможность представить достаточно точно
множество решений снижает эффективность применения интервальных ме-
тодов и приводит к таким эффектам как “эффект упаковывания” (wrapping
effect). Это приводит к неоправданно сильному расширению трубки решений
задач Коши для систем ОДУ. В настоящее время существует постоянная по-
требность в повышении точности приближений множеств решений.

Стремление избежать подобных эффектов приводит к использованию ал-
горитмов, которые для приближения множеств решений применяют различ-
ные геометрические тела: шары, эллипсоиды, параллелепипеды, многогранни-
ки и т. п.

В работе [2] рассмотрены приближения областями, зависящими от пара-
метров, в частности – параллелепипедами. В [3] специальные приближения
представлены как объединения геометрических объектов – шаров и паралле-
лепипедов. В работе [4] рассмотрены приближения множеств решений систем
ОДУ эллипсоидами.

В данной работе продолжаются исследования по построению специальных
приближений для множеств решений задач с интервальными входными дан-
ными. Множества решений аппроксимируются объединением геометрических
тел вдоль некоторой гладкой кривой. Такие приближения, с одной стороны, да-
ют достаточную простоту представления и с другой – обладают достаточной
гибкостью.

Рассмотрим примеры геометрических тел Ω из Rn. Шары – наиболее про-
стые из геометрических тел, они характеризуются своим центром x0 ∈ Rn и
радиусом R, эллипсоиды задаются так же своим центром и симметричной,
положительно определенной матрицей A, параллелепипеды однозначно опре-
деляются одной из вершин x0 и ребрами xi. Таким образом, для задания шара
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необходим n+1 параметр, для эллипсоида – n+n(n+1)/2 параметр и соответ-
ственно для параллелепипеда – n(n + 1) параметр. Далее x0 будем называть
точкой привязки геометрического тела.

Таким образом, будем считать, что положение геометрического тела опре-
деляется точкой привязки и некоторым вектором параметров p ∈ Rm.

Рассмотрим один из возможных вариантов приближения множеств реше-
ний из Rn в виде объединения Ω(z, r) из Rn−1

X ⊆
⋃
η

Ω
(
z(η), r(η)

)
.

Здесь z ∈ Rn – гладкая параметрическая кривая, значения z(η) определяют
точки привязки. Для однозначного задания будем считать, что Ω(z(η), r(η))
лежит в гиперплоскости Γ: (x−z(η), ν(η)), в частности можно положить ν(η) =
z′(η).

Функции z, r, в зависимости от представления, характеризуются своими
наборами параметров. Таким образом, определим множество Ω(p):

Ω(p) =
⋃
η

Ω
(
z(η), r(η)

)
,

где p ∈ Rm – вектор параметров.

2. Построение приближений

В каждом конкретном случае выбор геометрического тала Ω(z, r) и кривой
z определяется геометрическим видом X , свойствами аппроксимации и про-
стотой использования.

Таким образом, на первом шаге зададим параметрическую кривую z(η) ∈
Rn, η ∈ [η1, η2]. Зафиксируем η и построим плоскость Γ: (x − z(η), ν), где ν =
x′0(η) — вектор касательный к кривой z. Далее на плоскости Γ зададим систему
координат с началом в точке z(η) и базисными векторами ei(η). Пусть Xη =
X ∩ Γ и определим тело Ω(z, r) с параметрами r, такое что Ω(z, r) ⊇ Xη.

Безусловно, это самая важная часть процедуры построения приближений
и ее конкретная реализация зависит от исходной задачи. В частности, при
приближении множеств решений систем линейных алгебраических уравнений,
можно пользоваться известными свойствами этих множеств.

Рассмотрим интервальную систему линейных алгебраических уравнений

Ax = b, (1)

где A ∈ Rn×n, a b ∈ Rn. Предположим так же, что интервальная матрица
системы (1) регулярна.

Решением задачи (1) будем называть множество

X = {x | Ax = b, A ∈ A, b ∈ b}.

Множество X может быть описано следующим образом [1]:
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X = {x | x ∈ Rn, Ax ∩ b 6= ∅} (2)

или
{x | x ∈ Rn, 0 ∈ Ax− b}.

Для простоты изложения, предположим, что X полностью содержится в од-
ном квадранте и X ⊂ R3. В качестве геометрических тел выберем круги. Для
определения радиуса круга введем на Γ полярную систему координат (r, ϕ).
Тогда z1 = r cos ϕ, z2 = r sinϕ и x = z1e1 + z2e2. Фиксировав ϕ, найдем
верхнюю границу r̄(ϕ), при котором выполнено условие (2). Далее определим
R(η) = max[0,2π] r̄(ϕ) и K(η) : |z| ≤ R(η).

Таким образом, пара (R(η), z(η)) будет определять параметрическое мно-
жество Ω(z,R) =

⋃
η K(η) ⊇ X .

Несколько иначе выглядит построение множества Ω(z, r) для для задачи
Коши для систем ОДУ.

Рассмотрим следующую систему:

x′i = fi(t, x, k), i = 1, . . . , n, t ∈ (0, l),
x(0) = x0,

(3)

где x0 ∈ Rn – вектор начальных значений, x0 ∈ x0; k ∈ Rm – вектор парамет-
ров, k ∈ k; x ∈ Rn – вектор неизвестных.

Далее будем считать, что x есть функция t, k, x0:

x = x(t, k, x0). (4)

Обозначим через X (t) множество решений системы ОДУ

X (t) = {x(t, k, x0) | x0 ∈ x0, k ∈ k}.

Рассмотрим задачу оценки в фазовом пространстве множества решений
X (t) системы обыкновенных дифференциальных уравнений множеством
Ω(p(t)).

Будем считать, что начальное состояние системы (3) можно представить
x(0) ⊆ Ω(p(0)). Предположим, что в некоторый момент времени t нам извест-
но множество Ω(p(t)), содержащее множество решений X (t) исходной системы
ОДУ. Рассмотрим задачу построения множества Ω(p(t + τ)):

Ω(p(t + τ)) ⊇ X (t + τ).

Построим приближенно X τ (t + τ), используя методы численного интегрирова-
ния, например, метод Эйлера:

X τ (t+τ,k, x0) ⊇ {xτ (t+τ) | xτ (t+τ) = x(t)+τf(t, x(t), k), x(t) ∈ Ω(p(t)), k ∈ k},

Ясно, что в данном случае граница X τ (t+τ) отличается от истинной на величи-
ну, не превышающую O(τ2). Таким образом, зная Ω(p(t)) в некоторый момент
времени t, можно построить Ω(p(t + τ)).

Существует известный произвол при построении таких множеств, обычно
их строят таким образом, чтобы они имели наименьший объем.

Если ∀ t, τ > 0 известны векторы p(t) и p(t + τ), описывающие поведение
Ω(p(t), то можно предельным переходом построить систему ОДУ, описываю-
щую поведение p:
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p′i(t) = lim
τ→0

(pi(t + τ)− pi(t))/τ = g(t, p).

Таким образом,
p′ = g(t, p), p(0) = p0. (5)

3. Примеры

Пример 1. Пусть необходимо решить систему интервальных линейных ал-
гебраических уравнений Ax = b:

A =

 2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 2

 , b =

 [0, 2]
0

[0, 2]

 . (6)

Как нетрудно убедиться, минимальный интервальный вектор, содержащий
множество ее решений – x = ([0, 2], [0, 2], [0, 2])T .

Множество решений данной системы можно описать следующим образом.
Определим параметрическую кривую z: x1

x2

x3

 =

 2
2
2

 t, t ∈ [0, 1].

Круги в нашем случае вырождаются в отрезки, точка привязки – середина
отрезка. Радиусы определяются следующим образом:

R(t) =
{

2t, t ∈ [0, 1/3],
−t + 1, t ∈ [1/3, 1].

Множество решений системы (6) лежит в плоскости векторов e1 = (2, 2, 2),
e2 = (−1, 0, 1) и может быть представлено в следующем виде:
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Пример 2. Рассмотрим в качестве еще одного примера линейную систему
ОДУ с интервальным параметром k:

x′1 = kx2, x′2 = −kx1, k ∈ k = [1, 2],
x(0) = x0 ∈ [−ε, +ε]× [1− ε, 1 + ε].

Для построения множества Ω(z, r) перейдем в полярную систему координат.
В качестве параметрической кривой z выберем r = const, ϕ ∈ [ϕ,ϕ], геомет-
рические тела – отрезки перпендикулярные z, точки привязки – их середины.
Представим

Ω
(
ϕ(0), r(0)

)
= [ϕ

0
, ϕ0]× [r0, r0 ].

Система ОДУ для R, r, ϕ, ϕ выглядит следующим образом:

R′ = 0, r′ = 0, ϕ′ = k, ϕ′ = k,

с начальными данными

R(0) = (r0 − r0)/2, r(0) = (r0 + r0)/2,

ϕ(0) = ϕ
0
, ϕ(0) = ϕ0.

Таким образом, хотя полученное представление множества решений отличает-
ся от оптимального, эффект упаковывания полностью отсутствует.
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