
Èíòåðâàëüíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ

ðàñ÷åòà óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ

ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì

À.À.Èáðàãèìîâ, alim-ibragimov@mail.ru

Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò Óçáåêèñòàíà
Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ
30 ìàÿ � 4 èþíÿ 2011ã.

À.À.Èáðàãèìîâ, alim-ibragimov@mail.ru Èíòåðâàëüíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ ðàñ÷åòà ...



Ââåäåíèå

Ðàñ÷åòû óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì è ýêñïëóàòàöèåé ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóþòñÿ

I ïðè ïëàíèðîâàíèè ðåæèìîâ;

I â îïåðàòèâíîì óïðàâëåíèè ÝÑ;

I ñëóæàò áàçîé äëÿ âûïîëíåíèÿ îïòèìèçàöèè;

I àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè è íàäåæíîñòè.

Áîëüøèíñòâî ðàçðàáîòàííûõ è èñïîëüçóåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäîâ äëÿ
ðàñ÷¼òà ðåæèìîâ è ïîòåðü ýëåêòðîýíåðãèè (ÝÝ) â ñåòÿõ âñåõ ñòóïåíåé
íàïðÿæåíèÿ îñíîâàíû íà äåòåðìèíèðîâàííîì ïðåäñòàâëåíèè èñõîäíîé
èíôîðìàöèè, ò.å. èñïîëüçóþò òå èëè èíûå äîïóùåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè, èìåþùàÿñÿ
èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ îáëàäàåò íåîïðåäåë¼ííîñòüþ (ÿâëÿåòñÿ
íåïîëíîé èëè îãðàíè÷åííî äîñòîâåðíîé), â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèçóþòñÿ çàäàíèåì
èíòåðâàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòîâ è ðåæèìîâ ðàáîòû,
îáóñëîâëåííûì èõ åñòåñòâåííûì ðàçáðîñîì, âàðèàöèåé â ïðîöåññå
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ïîãðåøíîñòÿìè èçìåðåíèé ðåæèìîâ èëè äðóãèìè
ôàêòîðàìè.
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Àêòóàëüíîñòü

Ïðèìåíåíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ èëè âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ
ðàñ÷¼òà ðåæèìîâ è ïîòåðü ÝÝ íå ó÷èòûâàåò óêàçàííûå âûøå îñîáåííîñòè
èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ, ïîëó÷àåìûå â âèäå
äåòåðìèíèðîâàííûõ çíà÷åíèé òàêæå íå îòðàæàþò âîçìîæíûå äèàïàçîíû
èçìåíåíèÿ ðåæèìíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðèìåíåíèå æå âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ áîëüøîãî îáú¼ìà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ è
ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ ìîäåëåé, ÷òî ñàìî ïî ñåáå âûçûâàåò èçâåñòíóþ
íåîïðåäåë¼ííîñòü. Ïîýòîìó îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ
ðàñ÷¼òà ðåæèìîâ è ïîòåðü äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïåðåäà÷è è
ðàñïðåäåëåíèÿ ÝÝ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ èõ àäàïòàöèÿ ê
ñóùåñòâóþùåé èíôîðìàöèîííîé îáåñïå÷åííîñòè ðàñ÷¼òîâ â ýíåðãîñèñòåìå èëè â
êàæäîì ýëåêòðîñåòåâîì ïðåäïðèÿòèè. Îäíèì èç ïóòåé òàêîãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Èíòåðâàëüíûé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò âíåñòè ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðîãîñòü â ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ, ó÷èòûâàþùèõ èíòåðâàëüíóþ íåîïðåäåëåííîñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ðåæèìà ÝÑ.
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Ðàáîòû ïî ïðèëîæåíèþ àïïàðàòà èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà
â òåîðèè ÝÖ

Ïðèìåíåíèå èíòåðâàëüíîãî àïïàðàòà â òåîðèè ÝÖ íå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íîâîé
ìåòîäîëîãèåé, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî ýòîé òåìå èìåþòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî
ðàáîò èññëåäîâàòåëåé èç ðàçíûõ ñòðàí ìèðà, íàïðèìåð

I Kolev L.V. Interval methods for circuit analysis. Singapore•New
Jersey•London•Hong-Kong, World Scienti�c. 1993.

I Êèíøò Í.Â., Êàö Ì.À. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç â çàäà÷àõ òåîðèè
ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé. Ýëåêòðè÷åñòâî. 1999. �10. Ñ. 45�57.

I Barboza L.V., Dimuro G.P., Reiser R.H.S. Interval Mathematics Applied
to the Load Flow Analysis. Proc. of the 17-th IMACS World Congress Scienti�c
Computation, Applied Mathematics and Simulation. Paris, France, 2005.

I Wang Z., Alvarado F.L. Interval Arithmetic in Power Flow Analysis.
Transactions on Power Systems vol. 7, n3, p. 1341-1349, 1992.

I Ìàíóñîâ Â.Â., Ìîèñååâ Ñ.Ì., Ïåðêîâ Ñ.Ä. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç
ðåæèìîâ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì. Èçâ. âóçîâ. Ýëåêòðîìåõàíèêà �9, 1998.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñâÿçûâàþùèõ òîêè è íàïðÿæåíèÿ â
óçëàõ ñåòè:

n∑
j=1

aijxj =
si

ẋi
− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n. (1)

Çäåñü
aij � ýëåìåíòû êîìïëåêñíîé ìàòðèöû ñîáñòâåííûõ è âçàèìíûõ ïðîâîäèìîñòåé
ñèñòåìû;
si � çíà÷åíèå ìîùíîñòè â i-îì óçëå;
xi � âåêòîð-ñòîëáåö íàïðÿæåíèé óçëîâ, à ẋi � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëî
äëÿ xi;
ai0 � ìàòðèöà-ñòîëáåö ïðîâîäèìîñòåé âåòâåé ñâÿçè áàëàíñèðóþùåãî óçëà ñ
îñòàëüíûìè óçëàìè;
x0 � íàïðÿæåíèÿ áàëàíñèðóþùåãî óçëà.
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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå â êà÷åñòâå êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ ÷àùå âñåãî
èñïîëüçóþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûå è êðóãîâûå êîìïëåêñíûå èíòåðâàëû.
Ñîîòâåòñòâóþùèå èõ ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ICrect è ICcirc. Íèæå ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàëû òîëüêî èç ICrect è äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè
îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ïðîñòî IC:

a = {a = a1 + ia2 ∈ C | a1 ∈ a1, a2 ∈ a2}

äëÿ âåùåñòâåííûõ èíòåðâàëîâ a1,a2 ∈ IR.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü a = a1 + ia2 ∈ IC. Òîãäà âåëè÷èíà |a| = |a1|+ |a2| íàçûâàåòñÿ
àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé èëè ìîäóëåì èíòåðâàëà a.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü a = a1 + ia2 ∈ IC. Òî øèðèíîé èíòåðâàëà a áóäåì íàçûâàò âåëè÷èíó

wida = wida1 +wida2.
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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ââåäåì Õàóñäîðôîâà ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå ICn.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü a = [a1, a2], b = [b1, b2] ∈ IR. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè a è b
ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dist (a, b) := max{|a1 − b1|, |a2 − b2|}.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü x = [x1, x2],y = [y1, y2] ∈ IRn. Òîãäà ìåòðèêà íà ìíîãîìåðíîì

èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ âåêòîðîâ x è y îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

dist (x,y) := max{‖ x1 − y1 ‖, ‖ x2 − y2 ‖},

ãäå ‖ · ‖ � àáñîëþòíàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà íà Rn.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü x = x1 + ix2,y = y1 + iy2 ∈ ICn. Òîãäà ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå ICn äëÿ

âåêòîðîâ x è y îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

dist (x,y) := dist (x1,y1) + dist (x2,y2).
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Èíòåðâàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òåïåðü çàïèøåì ñèñòåìó (1) â èíòåðâàëüíîì âèäå, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò
ðåæèìíûì ïàðàìåòðàì ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ:

n∑
j=1

aijxj =
si

ẋi
− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n, (2)

èëè

ẋi

n∑
j=0

aijxj = si, i = 1, 2, . . . , n. (3)

Îáîçíà÷àÿ ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåé ñèñòåìû ÷åðåç F (a, x), ìîæåì çàïèñàòü å¼ â
êðàòêîì âèäå êàê

F (a, x) = s äëÿ a ∈ a, s ∈ s. (4)

Äëÿ ñèñòåìû (3) îáúåäèíåííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íàçûâàþò ìíîæåñòâî

Ξ(F,a, s) = {x ∈ C|(∃a ∈ a)(∃s ∈ s)(F (a, x) = s)}, (5)

è íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó åãî âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, íàøåé öåëþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå, ïî-âîçìîæíîñòè, íàëó÷øåãî
(ò.å. íàèìåíüøåãî ïî âêëþ÷åíèþ) èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà, îãðàíè÷èâàþùåãî
ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(F,a, s).
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Èíòåðâàëüíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà

1. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè. Îí îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

aiix
(k+1)
i +

n∑
j=1, j 6=i

aijx
(k)
j =

si

ẋi
(k)
− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n, (6)

â êîòîðîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 /∈ aii. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè 0 ∈ aii, ïóò¼ì
ïåðåñòàíîâêè óðàâíåíèé ñèñòåìû ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû íåîñîáåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû íå ñîäåðæàëè íóëÿ. Äàëåå ðàñ÷¼ò
ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

x
(k+1)
i := x

(k)
i ∩ a−1

ii

(
n∑

j=1, j 6=i

aijx
(k)
j +

si

ẋ
(k)
i

− ai0x0

)
, i = 1, 2, . . . , n, (7)

ãäå x
(k)
i è x

(k+1)
i � çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà ðåøåíèÿ x,

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè k-é è (k + 1)-é èòåðàöèÿõ.
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2. Ìåòîä îáðàòíîé èòåðàöèè.

Èòåðàöèîííàÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

n∑
j=1

aijx
(k)
j =

si

ẋ
(k+1)
i

− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n, (8)

à çàòåì ðàñ÷¼ò ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

x
(k+1)
i := x

(k)
i ∩ ṡi

(
n∑

j=0

ȧij ẋ
(k)
j

)−1

, x
(k)
0 = x0, i = 1, 2, . . . , n. (9)
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3. Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû.

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

n∑
j=1

aijx
(k+1)
j =

si

ẋ
(k)
i

− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n, (10)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ÷¼ò ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

x(k+1) := A−1y(k), (11)

ãäå A =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann


, y(k) =



s1/ẋ
(k)
1 − a10x0

s2/ẋ
(k)
2 − a20x0

...

sn/ẋ
(k)
n − an0x0


.

Èòåðàöèîííûé ðàñ÷¼ò ïðîäîëæàåòñÿ ïî ôîðìóëàì (7),(9),(11), ïîêà íå
âûïîëíèòñÿ óñëîâèå dist(x(k),x(k−1)) < ε, ãäå ε � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü.
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Èññëåäîâàíèå íà ñõîäèìîñòü

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû îïèðàåìñÿ íà ïîíÿòèå íîðìû èíòåðâàëüíûõ
âåêòîðîâ è ìàòðèö. Âåêòîðíàÿ íîðìà áóäåò ïðîèçâîëüíîé, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî
‖x‖ = ‖ẋ‖ äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x ∈ ICn. Ìàòðè÷íàÿ íîðìà
îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî, êàê ïîä÷èí¼ííàÿ íîðìà

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖
‖x‖

Ïðè óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà âåêòîðíóþ íîðìó, äëÿ ëþáîé äèàãîíàëüíîé
èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû D áóäåì èìåòü ‖D‖ = maxi |dii|.
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1. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.

Îáîçíà÷èì z(k) = x(k) − x. Òîãäà â ñèëó (6), èìååì

z
(k+1)
i = x

(k+1)
i − xi = −

n∑
j=1, j 6=i

aij

aii
(x

(k)
j − xj)−

si

aiiẋiẋ
(k)
i

(ẋ
(k)
i − ẋi),

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå

z(k+1) = Bz(k) +D
(k)
1 ż(k), (12)

B = −


0 a12

a11
· · · a1n

a11a21
a22

0 · · · a2n
a22

...
...

. . .
...

an1
ann

an2
ann

· · · 0

 ,

D
(k)
1 = −



s1

a11ẋ1ẋ
(k)
1

0 · · · 0

0 s2

a22ẋ2ẋ
(k)
2

· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · sn

annẋnẋ
(k)
n

 .
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Äðóãîé ïîäõîä

Èç ñèñòåìû (2) çàïèñûâàåì óðàâíåíèþ

xk+1
i =

n∑
j=1, j 6=i

aijx
(k)
j +

si

ẋ
(k)
i x

(k)
i

x
(k)
i − ai0x0, i = 1, 2, . . . , n,

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå èìååì èòåðàöèîííóþ ôîðìóëó x(k+1) = (B+D)x(k) + c0,
ãäå c0 = (a10x0, a20x0, . . . , an0x0)> è

B = −


0 a12

a11
· · · a1n

a11a21
a22

0 · · · a2n
a22

...
...

. . .
...

an1
ann

an2
ann

· · · 0

 ,

D
(k)
1 =



s1

ẋ1x
(k)
1

0 · · · 0

0 s2

ẋ2x
(k)
2

· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · sn

ẋnx
(k)
n

 .
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Òåîðåìà ñõîäèìîñòè

Óòâåðæäåíèåì, ñõîäèìîñòè ñîçäàííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ,
ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà: Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

x(k+1) = (B +D)x(k) + c0, k = 0, 1, 2, . . . ,

ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì x(0) ∈ ICn ñõîäèòñÿ ê

åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå x∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ρ(|B|+ |D|) < 1.
Ãäå ρ(·) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû |B|+ |D|.
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Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.

Èñïîëüçóÿ (12) è ó÷èòûâàÿ ‖z‖ = ‖ż‖, ìû èìååì

‖z(k+1)‖ ≤ (‖B‖+ ‖D(k)
1 ‖)‖z

(k)‖,

è ìåòîä áóäåò ñõîäèòñÿ, åñëè ‖B‖+ ‖D(k)
1 ‖ ≤ q < 1 ïðè âñåõ k.

Äëÿ îöåíêè íîðìû èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû B ïðèãîäíû ëþáûå ñïîñîáû,
èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

D
(k)
1 = max

1≤i≤n

∣∣∣∣∣ si

aiiẋiẋ
(k)
i

∣∣∣∣∣.
Â ïðîöåññå ñ÷åòà å¼ ìîæíî ïðèíèìàòü ïðèáëèæåííî ðàâíîé

D
(k)
1 = max

1≤i≤n

|si|
|aii| |x

(k)
i |2

.
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2. Ìåòîä îáðàòíîé èòåðàöèè.

Èç (8) ñëåäóåò

Ax(k) −Ax =

((
s

ẋ(k+1)
− a0x0

)
−
(

s

ẋ
− a0x0

))
,

ïîýòîìó

A
(
x(k) − x

)
= −

s

ẋẋ(k+1)
(ẋ(k+1) − ẋ).

Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü

Az(k) = −D(k+1)
2 ż(k+1), òàê ÷òî ż(k+1) = −

(
D

(k+1)
2

)−1
Az(k),

ãäå z(k) è A èìåþò ïðåæíåå çíà÷åíèå è

D
(k)
2 =



s1

ẋ1ẋ
(k)
1

0 · · · 0

0 s2

ẋ2ẋ
(k)
2

· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · sn

ẋnẋ
(k)
n

 .

‖z(k+1)‖ ≤ ‖A‖‖
(
D

(k+1)
2

)−1‖‖z(k)‖.
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3. Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåìè æå îáîçíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ïðîñòîé è îáðàòíîé èòåðàöèè. Èìååì Az(k+1) = −D(k)
2 ż(k),

èëè z(k+1) = −A−1D
(k)
2 ż(k). Îòñþäà ‖z(k+1)‖ ≤ ‖A−1‖‖D(k)

2 ‖‖z(k)‖.
Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìû òàêæå èìååì îäíó ôèêñèðîâàííóþ ìàòðèöó A è

îäíó ïåðåìåííóþ ìàòðèöó D
(k)
2 èëè D

(k+1)
2 . Åñëè ìàòðèöû D

(k)
2 è D

(k+1)
2

áëèçêè äðóã ê äðóãó â ïîñëåäíèõ ìåòîäàõ, òî ñõîäèìîñòü îäíîãî èç ìåòîäîâ áóäåò
îçíà÷àòü ðàñõîäèìîñòü äðóãîãî, è íàîáîðîò.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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