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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
Ïëàí

1 Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåé
Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Åéíøòåéíà
Î cõîäñòâå èäåé ...

2 Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5
Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
Âíåøíåå ñõîäñòâî Í.Ç.Øîðà ñ À. Ýéíøòåéíîì

ïîäìåòèë Æ.-Ô. Ýììåíåããåð (óíèâåðñèòåò Ôðèáóðãà, Øâåéöàðèÿ). Îí áûë
èíèöèàòîðîì ôîòîãðàôèè, ôðàãìåíò èç êîòîðîé ïðèâåäåí íà ñëàéäå.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
Ôîòîãðàôèÿ ñäåëàíà â ìóçåé-êâàðòèðå À. Åéíøòåéíà, Áåðí, 1997 ãîä.

Ýòó ôîòîãðàôèþ Í.Ç. ïîëîæèë íà ìîé ðàáî÷èé ñòîë â 1997 ãîäó. Ïðè
ýòîì îí óëûáíóëñÿ è ìíîãîçíà÷èòåëüíî ïðîìîë÷àë. ß ñìîã ïðîèçíåñòè
òîëüêî ½À âîò è åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ...“, âñïîìèíàÿ íàø ðàçãîâîð
1995 ãîäà. Îí åùå ðàç óëûáíóëñÿ è ñíîâà ìíîãîçíà÷èòåëüíî ïðîìîë÷àë.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
È åùå î âíåøíåé ñõîæåñòè ... íî óæå ïîìîëîæå ...

Àëüáåðò Åéíøòåéí â Áåðëèíå. Íàóì Øîð â Êèåâå.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
Î ñõîäñòâå èäåé ... èëè î ðàçãîâîðå 1995 ãîäà.

×òî îáùåãî?

ìåæäó

ôîðìóëîé Åéíøòåéíà äëÿ ýíåðãèè â ðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêå

E =
m0√
1− v2

c2

c2, ãäå m =
m0√
1− v2

c2

è

îïåðàòîðîì Øîðà äëÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

Rα(ξ) = I + (α2 − 1)ξξT , ãäå α > 1.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
×óòü ïîäðîáíåå îá îïåðàöèè ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ...

Îïåðàöèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé
ôîðìå ïðåäñòàâèì:

Rα(ξ) = In + (α− 1)ξξT , ξ ∈ En, ‖ξ‖ = 1, α > 1,

ãäå (·)T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, α
� êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, ξ � íàïðàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ.

Ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåòñÿ
îïåðàòîð Rβ(ξ), îáðàòíûé ê îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Rα(ξ).
Îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Rβ(ξ) = R−1
α (ξ) = In + (β − 1)ξξT , β =

1

α
< 1

è â ìåòîäàõ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
½ñæàòèÿ“ ïðîñòðàíñòâà ñóáãðàäèåíòîâ.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
Î ðàññòîÿíèÿõ â äâóõ ïðîñòðàíñòâàõ (ïðîñòåéøèé ñëó÷àé), α > 1

Ïóñòü P = {x ∈ En : (x− x0, ξ) = d0} � ãèïåðïëîñêîñòü â èñõîäíîì ïðîñò-
ðàíñòâå X = En (ðèñ. a). Â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Y = Rα(ξ)X
åé ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü P ′ = {y ∈ En : (y − y0, ξ) = d} (ðèñ. b).

d0 � ðàññòîÿíèå äî P è d � ðàññòîÿíèå äî P ′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d = d0 × α =
d0

β
=

d0√
1− (1− β2)

= ïî÷òè =
d0√

1− v2/c2
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
Òîò æå ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, íî êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ α < 1

Ïóñòü P = {x ∈ En : (x− x0, ξ) = d0} � ãèïåðïëîñêîñòü â èñõîäíîì ïðîñò-
ðàíñòâå X = En (ðèñ. a). Â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Y = Rα(ξ)X
åé ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü P ′ = {y ∈ En : (y − y0, ξ) = d} (ðèñ. b).

d0 � ðàññòîÿíèå äî P è d � ðàññòîÿíèå äî P ′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d = d0 × α = d0

√
1− (1− α2) = ïî÷òè = d0

√
1− v2/c2
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
Î ðàññòîÿíèÿõ äî ãèïåðïëîñêîñòåé â îáùåì ñëó÷àå

Ïóñòü P = {x ∈ En : (x− x0, η) = d0} � ãèïåðïëîñêîñòü â èñõîäíîì ïðîñò-
ðàíñòâå X = En (ðèñ. a). Â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Y = Rα(ξ)X
åé ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü P ′ = {y ∈ En : (y − y0, η′) = d} (ðèñ. b).

d0 � ðàññòîÿíèå äî P è d � ðàññòîÿíèå äî P ′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d =
d0

‖Rβ(ξ)η‖ =
d0√

1 + (β2 − 1)(ξ, η)2
è η′ = Rβ(ξ)η

‖Rβ(ξ)η‖

10/32 Ñòåöþê Ï.È. Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ îâðàæíûõ ôóíêöèé



Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
×òî ýòî äàåò äëÿ ñóáãðàäèåíòíûõ ïðîöåññîâ?

Íîðìàëè ê ãèïåðïëîñêîñòÿì P ′ è P ñâÿçàíû ôîðìóëîé η′ = Rβ(ξ)η

‖Rβ(ξ)η‖

à çíà÷èò, âûáðàâ ïîäõîäÿùèå íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì êîýôôèöèåíòû, ìîæíî òàê ïðåîáðàçîâàòü òåêóùåå ïðîñòðàíñòâî
ïåðåìåííûõ, ÷òîáû â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
óëó÷øàëèñü òå èëè èíûå ñâîéñòâà ñóáãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà.
!!! î÷åíü ïîõîæå íà èñïîëüçîâàíèå Åéíøòåéíîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà !!!

Íà ýòîì ïðèíöèïå îñíîâàíû r-àëãîðèòìû è ìåòîä amsg2p, êîòîðûå èìåþò
óñêîðåííóþ ñõîäèìîñòü äëÿ îâðàæíûõ è ñóùåñòâåííî îâðàæíûõ âûïóêëûõ
ôóíêöèé. (see http://conf.nsc.ru/niknik-90/reportview/37828).
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è ÅéíøòåéíàÎ cõîäñòâå èäåé ...
Ïðèìåð óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè äëÿ ñóùåñòâåííî îâðàæíîé ôóíêöèè.

Ñóùåñòâåííî îâðàæíàÿ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

f2(x1, x2) = max
{
x2

1 + (2x2 − 2)2 − 3, x2
1 + (x2 + 1)2

}
âûðîæäåíà â òî÷êå ìèíèìóìà x? = (0, 0), f? = 1.

Ìåòîä Ïîëÿêà (10000 èòåðàöèé) Ìåòîä amsg2p (30 èòåðàöèé)

12/32 Ñòåöþê Ï.È. Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ îâðàæíûõ ôóíêöèé



Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
Îá r-àëãîðèòìàõ Í.Ç.Øîðà

r-Àëãîðèòìû � ñåìåéñòâî ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñ ðàñòÿæåíèåì
ïðîñòðàíñòâà, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ f∗r è x∗r â çàäà÷å

íàéòè f∗r ≈ f∗ = min
x∈Rn

f(x) è x∗r ≈ x∗ = argmin
x∈Rn

f(x), (1)

ãäå f(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (êàê íåãëàäêàÿ, òàê è ãëàäêàÿ).
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà r-àëãîðèòìîâ òàêîâà

xk+1 = xk − hkBk
BT

k ∂f(xk)

‖BT
k ∂f(xk)‖

, hk ≥ h∗k, (2)

h∗k = argmin
h≥0

f

(
xk − hkBk

BT
k ∂f(xk)

‖BT
k ∂f(xk)‖

)

rk = ∂f(xk+1)−∂f(xk), ξk =
BT

k rk

‖BT
k rk‖

, (3)

Bk+1 = BkRβk (ξk), k = 0, 1, 2, . . . , (4)
Çäåñü ∂f(x) � ñóáãðàäèåíò (ãðàäèåíò) ôóíêöèè f(x)
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
Îá r-àëãîðèòìàõ Í.Ç.Øîðà (ïðîäîëæåíèå)

r-Àëãîðèòìû áàçèðóþòñÿ íà ïðîöåäóðå òî÷íîãî (ïðèáëèæåííîãî) ïîèñêà
ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ è îáåñïå÷èâàþò ìîíîòîííîñòü (èëè ïî÷òè
ìîíîòîííîñòü) ïî çíà÷åíèÿì ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè.

r-Àëãîðèòìû èñïîëüçóþò îïåðàöèþ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â
íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòîâ (âòîðîé
ñóáãðàäèåíò âû÷èñëåí â òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè ïåðâîãî
àíòèñóáãðàäèåíòà).

r(α)-Àëãîðèòì � âàðèàíò r-àëãîðèòìîâ ñ ïîñòîÿííûì íà êàæäîé èòåðàöèè
êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà α (α>1) è àäàïòèâíîé
ðåãóëèðîâêîé øàãà â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â
ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
Î ïàðàìåòðàõ r(α)-àëãîðèòìà

Àäàïòèâíàÿ ðåãóëèðîâêà øàãà ðåàëèçóåò ñïóñê â íàïðàâëåíèè
íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
ïåðåìåííûõ è äåëàåò ýòî ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ h0, q1, nh, q2. Çäåñü h0

� âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî øàãà (èñïîëüçóåòñÿ íà 1-é èòåðàöèè, íà êàæäîé
ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè ýòà âåëè÷èíà óòî÷íÿåòñÿ); q1 � êîýôôèöèåíò
óìåíüøåíèÿ øàãà (q1≤1), åñëè óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ñïóñêà ïî íàïðàâëåíèþ
âûïîëíÿåòñÿ çà îäèí øàã; q2 � êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ øàãà (q2≥1);
íàòóðàëüíîå ÷èñëî nh çàäàåò ÷èñëî øàãîâ îäíîìåðíîãî ñïóñêà (nh > 1),
÷åðåç êàæäûå èç êîòîðûõ øàã áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â q2 ðàç.

Ïàðàìåòðû εx è εg îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ çàâåðøåíèÿ r(α)-àëãîðèòìà:
ìåòîä îñòàíàâëèâàåòñÿ â òî÷êå xk+1, åñëè âûïîëíåíî ‖xk+1 − xk‖ ≤ εx

(îñòàíîâ ïî àðãóìåíòó); ìåòîä îñòàíàâëèâàåòñÿ â òî÷êå xk+1, åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå ‖gf (xk+1)‖ ≤ εg (îñòàíîâ ïî íîðìå ñóáãðàäèåíòà,
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé). Àâàðèéíîå çàâåðøåíèå ìåòîäà
ñâÿçàíî ëèáî ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåîãðàíè÷åíà ñíèçó, ëèáî h0

ñëèøêîì ìàë è åãî òðåáóåòñÿ óâåëè÷èòü.
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×òî äåëàåò octave-ôóíêöèÿ ralgb5?

Octave-ôóíêöèÿ ralgb5 ðåàëèçóåò r(α)-àëãîðèòì. Îíà èñïîëüçóåò
ïîäãîòîâëåííóþ ïîëüçîâàòåëåì octave-ôóíêöèþ
function [f,g] = calcfg(x),
êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè f = f(x) è å¼ ñóáãðàäèåíòà
g = ∂f(x) â òî÷êå x.
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Âõîä è âûõîä octave-ôóíêöèè ralgb5

Octave-ôóíêöèÿ ralgb5 èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû

% Âõîäíûå ïàðàìåòðû:
% calcfg -- èìÿ ôóíêöèè âèäà calcfg(x) äëÿ âû÷èñëåíèÿ f è g
% x -- íà÷àëüíàÿ òî÷êà x(n) (íà âûõîäå ïîðòèòñÿ)
% alpha -- êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
% h0, nh, q1, q2 -- ïàðàìåòðû àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêè øàãà
% epsx, epsg, maxitn -- ïàðàìåòðû îñòàíîâà
% Âûõîäíûå ïàðàìåòðû:
% xr -- íàéäåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè xr(n)
% fr -- çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìèíèìóìà
% itn -- ÷èñëî çàòðà÷åííûõ èòåðàöèé
% ncalls -- ÷èñëî âûçîâîâ ôóíêöèè calcfg
% istop -- êîä îñòàíîâà (2 = epsg, 3 = epsx, 4 = maxitn, 5 = error)
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Êîä octave-ôóíêöèè ralgb5

# ralgb5 -- Octave-function for Shor's r-algorithmfunction [xr,fr,itn,ncalls,istop]=ralgb5(calcfg,x,alpha,h0,q1,q2,nh,epsg,epsx,maxitn);itn=0; hs=h0; B=eye(length(x)); xr=x; # row001ncalls = 1; [fr,g0] = calcfg(xr); # row002printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d ncalls %4d\n", # row003itn, fr, fr, 0, ncalls);if(norm(g0) < epsg) istop = 2; return; endif # row004for (itn = 1:maxitn) # row005dx = B * (g1 = B' * g0)/norm(g1); # row006d = 1; ls = 0; ddx = 0; # row007while (d > 0) # row008x -= hs * dx; ddx += hs * norm(dx); # row009ncalls ++; [f, g1] = calcfg(x); # row010if (f < fr) fr = f; xr = x; endif # row011if(norm(g1) < epsg) istop = 2; return; endif # row012ls ++; (mod(ls,nh)==0) && (hs *= q2); # row013if(ls > 500) istop = 5; return; endif # row014d = dx' * g1; # row015endwhile # row016(ls == 1) && (hs *= q1); # row017printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d ncalls %4d\n", # row018itn, f, fr, ls, ncalls);if(ddx < epsx) istop = 3; return; endif # row019xi = (dg = B' * (g1 - g0) )/norm(dg); # row020B += (1 / alpha - 1) * B * xi * xi'; # row021g0 = g1; # row022endfor # row023istop = 4; # row024endfunction
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Octave-ôóíêöèÿ ralgb5 ... rows(001-004,024)

# ralgb5 -- Octave-function for Shor's r-algorithm
function [xr,fr,itn,ncalls,istop]=ralgb5(calcfg,x,alpha,h0,q1,

q2,nh,epsg,epsx,maxitn);
itn=0; hs=h0; B=eye(length(x)); xr=x; # row001
ncalls = 1; [fr,g0] = calcfg(xr); # row002
printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d ncalls %4d\n", # row003

itn, fr, fr, 0, ncalls);
if(norm(g0) < epsg) istop = 2; return; endif # row004
for (itn = 1:maxitn) # row005

... ... row006 -- row022 ... ... ........

endfor # row023
istop = 4; # row024
endfunction
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Octave-ôóíêöèÿ ralgb5 ... rows(005-023)

for (itn = 1:maxitn) # row005
dx = B * (g1 = B' * g0)/norm(g1); # row006
d = 1; ls = 0; ddx = 0; # row007
while (d > 0) # row008

x -= hs * dx; ddx += hs * norm(dx); # row009
ncalls ++; [f, g1] = calcfg(x); # row010
if (f < fr) fr = f; xr = x; endif # row011
if(norm(g1) < epsg) istop = 2; return; endif # row012
ls ++; (mod(ls,nh)==0) && (hs *= q2); # row013
if(ls > 500) istop = 5; return; endif # row014
d = dx' * g1; # row015

endwhile # row016
(ls == 1) && (hs *= q1); # row017
printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d ncalls %4d\n", # row018

itn, f, fr, ls, ncalls);
if(ddx < epsx) istop = 3; return; endif # row019
xi = (dg = B' * (g1 - g0) )/norm(dg); # row020
B += (1 / alpha - 1) * B * xi * xi'; # row021
g0 = g1; # row022

endfor # row023
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Âûáîð ïàðàìåòðîâ äëÿ îctave-ôóíêöèè ralgb5

Ïðè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùèé âûáîð
ïàðàìåòðîâ: α = 2÷ 3, h0 = 1.0, q1 = 1.0, q2 = 1.1÷ 1.2, nh = 2÷ 3. Åñëè
èçâåñòíà àïðèîðíàÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè x0 äî òî÷êè
ìèíèìóìà x∗, òî íà÷àëüíûé øàã h0 öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü ïîðÿäêà
‖x0 − x∗‖. Ïðè ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé ðåêîìåíäóåìûå ïàðàìåòðû
òàêèå æå, çà èñêëþ÷åíèåì q1 (q1 = 0.8÷ 0.95).

Ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ, êàê ïðàâèëî, ÷èñëî ñïóñêîâ ïî
íàïðàâëåíèþ ðåäêî ïðåâîñõîäèò äâà, à çà n øàãîâ òî÷íîñòü ïî ôóíêöèè
óëó÷øàåòñÿ â òðè-ïÿòü ðàç. Ïàðàìåòðû îñòàíîâà εx, εg ∼ 10−6 ÷ 10−5 ïðè
ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè äàæå ñóùåñòâåííî îâðàæíîé ñòðóêòóðû
îáåñïå÷èâàåò íàõîæäåíèå x∗r ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè, äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê
îïòèìàëüíîìó. Ïðè ýòîì îáû÷íî

f(x∗r)− f(x∗)

|f(x∗)|+ 1
∼ 10−6 ÷ 10−5 � äëÿ íåãëàäêèõ

è
f(x∗r)− f(x∗)

|f(x∗)|+ 1
∼ 10−12 ÷ 10−10 � äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé,

÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ìíîãî÷èñëåííûõ òåñòîâûõ è ðåàëüíûõ
ðàñ÷åòîâ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìåòîä amsg2p ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

íàéòè x? = argmin
x∈Rn

f(x), ãäå f(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (5)

ïðè óñëîâèÿõ:
1) f? � èçâåñòíî, f? = f(x?), x? ∈ X?;
2) ∀x ∈ Rn è ∀x? ∈ X? âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x− x?, ∂f(x)) ≥ γ(f(x)− f?), ãäå γ ≥ 1. (6)

Çäåñü ∂f(x) � ñóáãðàäèåíò (ãðàäèåíò) ôóíêöèè f(x)
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Ìåòîä amsg2p

åñòü ñóáãðàäèåíòíûì ìåòîäîì ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà

xk+1 = xk − hkBk
BT

k ∂f(xk)

‖BT
k ∂f(xk)‖

, hk =
γ(f(xk)− f∗)

‖BT
k ∂f(xk)‖

, (7)

Bk+1 = BkT−1(ξ, η) èëè Bk+1 = Bk, k = 0, 1, 2, . . . , (8)

½ams“ óêàçûâàåò íà ñïîñîá ðåãóëèðîâêè øàãà. Âïåðâûå AMS-øàã
èñïîëüçîâàëè S. Agmon è T. S. Motzkin, I. J. Schoenberg â 1954 ãîäó â
ðåëàêñàöèîííîì ìåòîäå äëÿ íàõîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ðåøåíèé
ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

½g2p“ óêàçûâàåò íà èñïîëüçîâàíèå AMS-øàãà â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ,
ïðåîáðàçîâàííîì ñ ïîìîùüþ äâóõ ïîñëåäíèõ ñóáãðàäèåíòîâ (g2) è
àãðåãàòíîãî âåêòîðà (p)
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Îäíîðàíãîâûé ýëëèïñîèäàëüíûé îïåðàòîð

Ëèíåéíûé îïåðàòîð èç Rn â Rn

T1(ξ, η) = I− 1

1−(ξ, η)2

((
1−
√

1− (ξ, η)2
)

η−(ξ, η)ξ
)

ηT . (9)

Çäåñü ξ, η ∈ Rn � âåêòîðû, òàêèå ÷òî ‖ξ‖ = 1,‖η‖ = 1 è (ξ, η)2 6= 1, I �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n.

Ñòåöþê Ï.È. Îðòîãîíàëèçóþùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû â âûïóêëîì
ïðîãðàììèðîâàíèè (×àñòü I) // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. �
1997. � N3. � C.97�119.

Ïðåîáðàçóåò â øàð ñïåöèàëüíûé ýëëèïñîèä, îïèñàííûé âîêðóã òåëà W ,
êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ øàðà è äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð øàðà.
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Òåëî W è Ñïåöèàëüíûé ýëëèïñîèä

Òåëî W ïîëó÷åíî êàê ïåðåñå÷åíèå
øàðà è äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ñïåöèàëüíûé ýëëèïñîèä ñîäåðæèò

W è èìååò ìèíèìàëüíûé îáüåì.
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Ñïåöèàëüíûé ýëëèïñîèä äî è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ñïåöèàëüíûé ýëëèïñîèä
â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
ñòàíîâèòñÿ øàðîì
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Àëãîðèòì-ôóíêöèÿ äëÿ ìåòîäà amsg2p

Aëãîðèòì-ôóíêöèÿ amsg2p: (x∗ε , k∗ε)=amsg2p(x0, ε, f
∗, γ)

Íà èòåðàöèè k=0 èìååì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 ∈ Rn è äîñòàòî÷íî
ìàëîå ε>0. Âû÷èñëèì f(x0) è ∂f(x0). Åñëè f(x0)−f∗≤ε, òî x∗ε=x0, k∗ε=0
è îêîí÷àíèå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Èíà÷å ïîëîæèì h0=
γ(f(x0)−f∗)

‖∂f(x0)‖
, ξ0=

∂f(x0)

‖∂f(x0)‖
∈Rn, p0=0∈Rn, B0=In �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè.

Ïóñòü íà k-é èòåðàöèè ïîëó÷åíû xk ∈ Rn, hk, ξk ∈ Rn, pk ∈ Rn, Bk �
ìàòðèöà n×n. Äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè âûïîëíèì ïï. 1�5.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
Aëãîðèòì-ôóíêöèÿ amsg2p: ï. 1-3

1. Âû÷èñëèì î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå

xk+1 = xk − hkBkξk.

2. Âû÷èñëèì f(xk+1) è ∂f(xk+1). Åñëè f(xk+1)−f∗≤ε, òî x∗ε=xk+1,
k∗ε=k+1 è îêîí÷àíèå àëãîðèòìà. Èíà÷å ïîëîæèì

ξk+1 =
BT

k ∂f(xk+1)

‖BT
k ∂f(xk+1)‖

, hk+1 =
γ(f(xk+1)− f∗)

‖BT
k ∂f(xk+1)‖

.

3. Âû÷èñëèì λ1 = −pT
k ξk+1 è λ2 = −ξT

k ξk+1. Ïîëîæèì

pk+1 =



λ1√
λ2

1 + λ2
2

pk +
λ2√

λ2
1 + λ2

2

ξk, åñëè λ1 > 0 è λ2 > 0,

pk, åñëè λ1 > 0 è λ2 ≤ 0,

ξk, åñëè λ1 ≤ 0 è λ2 > 0,

0, åñëè λ1 ≤ 0 è λ2 ≤ 0.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
Aëãîðèòì-ôóíêöèÿ amsg2p: ï. 4-5

4. Âû÷èñëèì µk = pT
k+1ξk+1. Åñëè −1 < µk < 0, òî âû÷èñëèì

Bk+1=Bk+ (Bkη) ξT
k+1, ãäå η=

(
1√

1−µ2
k

−1

)
ξk+1−

µk√
1−µ2

k

pk+1.

è ïåðåñ÷èòàåì

hk+1 =
hk+1√
1− µ2

k

, pk+1 =
1√

1− µ2
k

(pk+1 − µkξk+1)

Èíà÷å ïîëîæèì Bk+1 = Bk è pk+1 = 0.

5. Ïåðåéäåì ê íîâîé èòåðàöèè ñ xk+1, hk+1, ξk+1, pk+1, Bk+1.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
Âûâîäû

Ïðèâåäåííûå àëãîðèòìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè íåãëàäêèõ
çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïðèëîæåíèé. Òàê êàê ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ
î÷åíü áûñòðî èçìåíÿþùèìñÿ ãðàäèåíòîì áëèçêà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê
íåãëàäêîé ôóíêöèè, òî íàøè àëãîðèòìû îáëàäàþò óñêîðåííîé
ñõîäèìîñòüþ ïðè îïòèìèçàöèè îâðàæíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé.
Ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ îáîèõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ ëåãêî
ïîääàþòñÿ ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêå, ÷òî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè èõ
ðåàëèçàöèè íà ïàðàëëåëüíûõ ÝÂÌ.
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
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Îá îäíîé èñòîðèè ñ ôîòîãðàôèåéÑóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû è octave-ôóíêöèÿ ralgb5Ìåòîä amsg2p è åãî àëãîðèòì-ôóíêöèÿ
Âîïðîñû?

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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