
Óòî÷íåíèå ãðàíèö ðåøåíèéñèñòåì èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèéìåòîäîì èíòåðâàëüíîãîàíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòèÅ.Ë. �îùèíàÕàêàññêèé òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, ã. Àáàêàí� �èëèàë Ñèáèðñêîãî Ôåäåðàëüíîãî ÓíèâåðñèòåòàÀííîòàöèÿ�àññìîòðåí ìåòîä èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ÌÈÀ×) äëÿ óòî÷íå-íèÿ ãðàíèö ðåøåíèé ñèñòåì èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìèîò ïàðàìåòðîâ.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÈíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, íàçûâàåòñÿñèñòåìà âèäà
A(k) · x = b(k), (1)ãäå A(k) � ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, b(k) � n-âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè, ïðè÷¼ì ýëåìåíòûìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè çàâèñÿò îò m èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, k ∈ k = (k1, k2, . . . , km),òî åñòü, ki = [ki, ki].Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Ξ =
{
x ∈ R

n | A(k) · x = b(k) äëÿ íåêîòîðûõ ki = [ki, ki], i = 1, . . . , m
}
, (2)îáðàçðâàííîå âñåâîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ìàòðè-öåé è ïðàâîé ÷àñòüþ, êîòîðûå êîòîðûå ïðîáåãàþò ìàòðèöà A(k) è âåêòîð b(k). Íàøà çàäà÷àñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè åãî âíåøíþþ îöåíêó (ïî-âîçìîæíîñòè, íàèáîëåå òî÷íóþ).Èíòåðâàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïðÿìûå è èòåðàöèîííûå.Çäåñü ýòî äåëåíèå áîëåå óñëîâíîå, ïîñêîëüêó êàæäîå ïðèáëèæåíèå èòåðàöèîííîãî àëãî-ðèòìà îáû÷íî äàåò äâóñòîðîííåå ðåøåíèå è, òàêèì îáðàçîì, îòâåò ïîëó÷àåòñÿ êàæäûé ðàççà êîíå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèé. Áîëåå òîãî, ñ ó÷åòîì îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ è âëèÿíèÿ îøèáîêîêðóãëåíèÿ ðåàëüíàÿ ðàáîòà èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà îáû÷íî çàêàí÷èâàåòñÿ çà êîíå÷íîå÷èñëî èòåðàöèé òîæäåñòâåííûì ïîâòîðåíèåì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâèñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé èëè áîëåå îáùèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íàòåîðåìå Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ïðè ðåøåíèè èíòåðâàëüíûõ çàäà÷ ÷àñòî èñïîëü-çóåòñÿ àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè, òî åñòü èññëåäóåòñÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îòäåëüíûõèíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòü ðåøåíèÿ. �àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé èíòåðâàëüíîéçàäà÷è. 1



2 Îáùèé ñëó÷àéÏóñòü äàíî íåêîòîðîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
L(u, k) = 0 (3)ãäå u � íåèçâåñòíîå ðåøåíèå, k ∈ k = (k1, k2, . . . , km) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ. Ïðåäïîëîæèì,÷òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ðåøåíèÿ
u = T (k) (4)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà T , êî-òîðîå íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ñèñòåìû (3). Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì èñêàòüâåðõíþþ ãðàíèöó ìíîæåñòâà ðåøåíèé � u. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð ïàðàìåòðîâ

k∗ ∈ k, òàêîé ÷òî u = T (k∗). Ïðåäëàãàåìûé íàìè àëãîðèòì óòî÷íåíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëü-íîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: èùåì âåêòîð òàêîé, ÷òî k∗ ∈ k, øèðèíà âåêòîðà k∗äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé. Àëãîðèòì óòî÷íåíèÿ k∗Íà÷àëüíûé øàã:Çàäàåì k∗ := k̃. Çäåñü
k̃j :=





kj , åñëè u′

j ≥ 0

kj , åñëè u′

j ≤ 0

kj , åñëè 0 ∈ u′

j ,ãäå
u′

j =
∂u

∂kj

=
∂T

∂kj

(k), j = 1, . . . , mÏîñëåäóþùèå øàãè:DO WHILE ( ∃j : wid k̃j 6= 0 and 0 6∈ uj )1. u′

j := ∂T
∂k∗

(k), j = 1, . . . , m2. k̃j :=





kj , åñëè u′

j ≥ 0

kj , åñëè u′

j ≤ 0

kj , åñëè 0 ∈ u′

j ,3. k∗ := k̃END DOÅñëè øèðèíà âåêòîðà k∗ íóëåâàÿ, òî íàéäåíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðåøåíèÿ u = T (k∗).Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü íèæíþþ ãðàíèöó ðåøåíèÿ.2



3 Ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèéñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâÏóñòü A · x = b, ãäå A = (aij) � äàííàÿ íàì âåùåñòâåííàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà,êîý��èöèåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà k = (k1, k2, . . . , km) è b = (bi) � äàííûéèíòåðâàëüíûé âåêòîð. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñòðîèì ñíà-÷àëà èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû A1

r è A2

r è èíòåðâàëüíûå âåêòîðû b1

r è b2

r ñîãëàñíî ïðàâèëàì:
A1

r =





aij(kr), åñëè ∂x
∂kr

≥ 0

aij(kr), åñëè ∂x
∂kr

≤ 0

aij, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (5)
A2

r =





aij(kr), åñëè ∂x
∂kr

≥ 0

aij(kr), åñëè ∂x
∂kr

≤ 0

aij, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (6)
b1

r =





bi(kr), åñëè ∂x
∂kr

≥ 0

bi(kr), åñëè ∂x
∂kr

≤ 0

bi, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (7)
b2

r =





bi(kr), åñëè ∂x
∂kr

≥ 0

bi(kr), åñëè ∂x
∂kr

≤ 0

bi, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. (8)Òåïåðü íóæíî ðåøèòü äâå ñèñòåìû:
A1

ryr = b1

r (9)è
A2

rzr = b2

r, (10)ãäå r-àÿ êîìïîíåíòà yr ñîäåðæèò íèæíþþ ãðàíèöó r-îé êîìïîíåíòû xr èç x, à zr ñîäåðæèòâåðõíþþ ãðàíèöó x. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, ðåøèì óðàâíåíèÿ (9) è(10) äëÿ r = 1, . . . , n, íàéäÿ âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû êàæäîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâàðåøåíèé xr è xr.4 Ïðèëîæåíèÿ�àññìîòðèì êðàåâóþ äè��åðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äè�-�óçèè:
Lu = (−pu′)′ + qu = f, 0 < x < 1,

u(0) = 0,

u(1) = 0,

(11)ãäå p ∈ [p, p], q ∈ [q, q], p > 0, q > 0 � èíòåðâàëüíûå êîíñòàíòû à f(x) � íåïðåðûâíàÿ�óíêöèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî å¼ çíà÷åíèÿ íå èçâåñòíû òî÷íî.3



Àïïðîêñèìèðóÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ òðåõòî÷å÷íûì ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì íà ðàâíîìåð-íîì øàáëîíå, ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñåòêå ω = {x = ih}, i = 0, n:
−p(yi+1 − 2yi + yi−1)

h2
+ qyi = fi. (12)�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ðàçìåðà (n − 1) × (n − 1)

A =




2p

h2 + q − p

h2 0 0 · · · 0 0

− p

h2

2p

h2 + q − p

h2 0 · · · 0 0

0 − p

h2

2p

h2 + q − p

h2 · · · 0 0... ... . . . . . . . . . ... ...
0 0 · · · − p

h2

2p

h2 + q − p

h2 0

0 0 · · · 0 − p

h2

2p

h2 + q − p

h2

0 0 · · · 0 0 − p

h2

2p

h2 + q




.

Âìåñòî (12) ìîæíî çàïèñàòü
Ay = f , (13)ãäå y = (y1, . . . , yn), f = (f1, . . . , fn). Òàêèå èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé ñ òð¼õäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè óäîáíî ðåøàòü èíòåðâàëüíûì ìåòîäîìïðîãîíêè [4℄.Äëÿ èëëþñòðàöèè íàøèõ ïîñòðîåíèé ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ÷èñëåííûé ïðèìåð ñ çà-äà÷åé

Lu = (−pu′)′ + qu = f, 0 < x < 1

u(0) = 0, u(1) = 0,

p ∈ [2, 4], q ∈ [1, 2], f ∈ [1, 2].Âû÷èñëèì âíåøíèå îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìåòîäîì èíòåðâàëüíîé ïðîãîíêè è ñ ïî-ìîùüþ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà óòî÷íåíèÿ (ÌÈÀ×). Äëÿ ýòîãî â ñèñòåìå ïðîãðàììèðî-âàíèÿ Delphi 7 íàìè áûëà ñîçäàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ äàëà ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:Èíòåðâàëüíàÿ ïðîãîíêà � x = ([0.49, 2.00], [0.52, 2.01], [0.52, 2.01], [0.52, 1.94])⊤ÌÈÀ× � x = ([0.98, 0.98], [0.99, 1.02], [0.52, 1.96], [0.97, 1.00])⊤.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àëå�åëüä �., Õåðöáåðãåð Þ. Ââåäåíèå â èíòåðâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ. � Ìîñêâà:Ìèð, 1987. � 356 ñ.[2℄ Äîáðîíåö Á.Ñ. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòåìàòèêà. � Êðàñíîÿðñê: Êðàñíîÿðñêèé ãîñ. óí-ò,2004. � 216 ñ.[3℄ Äîáðîíåö Á.Ñ., �îùèíà Å.Ë. Ïðèëîæåíèå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíî-ñòè // Âû÷èñëèòåëüíûå Òåõíîëîãèè. � 2002. � Ò. 7, �1. � Ñ. 75�82.[4℄ Êàëìûêîâ Ñ.À., Øîêèí Þ.È., Þëäàøåâ Ç.Õ. Ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.� Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1986. 4


