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Îáîçíà÷åíèÿ è ñîêðàùåíèÿ

4

= � çíàê ðàâåíñòâà ïî îïðåäåëåíèþ;

2 � çíàê îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ëåììû è ò.ï.;

IR

n

� n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;

> � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ;

(x; y) = x

>

y � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x; y 2 IR

n

;

kxk = (x; x)

1=2

� åâêëèäîâà íîðìà x 2 IR

n

;

kxk

1

= max

1�i�n

jx

i

j � äðóãàÿ íîðìà âåêòîðà x = (x

1

; : : : ; x

n

)

>

;

e

i

= (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)

>

2 IR

n

� i-é åäèíè÷íûé îðò â IR

n

(åäèíèöà

ñòîèò íà i-ì ìåñòå);

e � âåêòîð e = (1; 1; : : : ; 1)

>

2 IR

n

, à òàêæå ÷èñëî e;

Nrvx = kxk

�1

x � ðåçóëüòàò íîðìèðîâàíèÿ âåêòîðà x 2 IR

n

, x 6= 0;

rankF � ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ F = ff

�

g

M

�=1

, f

�

2 IR

n

;

IR

n�m

� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ n�m-ìàòðèö;

A = fa

j

i

g = fa

1

: : : a

m

g 2 IR

n�m

� ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè a

j

i

, i =

1; : : : ; n, j = 1; : : : ;m, è ñî ñòîëáöàìè a

j

(âåðõíèì èíäåêñîì íóìåðóþòñÿ

ñòîëáöû, íèæíèì � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ);

detA � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = fa

j

i

g 2 IR

n�n

;

trA =

P

n

i=1

a

i

i

� ñëåä ìàòðèöû A = fa

j

i

g 2 IR

n�n

;

Æ

j

i

� ñèìâîëû Êðîíåêåðà: Æ

j

i

= 1, åñëè i = j, è Æ

j

i

= 0, åñëè i 6= j

(i; j = 1; : : : ; n);

I = fÆ

j

i

g, I

n

� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â IR

n�n

;

0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà (âåêòîð) ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè k � l;

M

n�n

0

= fA 2 IR

n�n

j detA 6= 0g � ìíîæåñòâî âñåõ íåîñîáûõ ìàòðèö

èç IR

n�n

;
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M

n�n

00

= fA 2M

n�n

0

j det(I �A) 6= 0g;

M

n�n

�

= fA 2 IR

n�n

j detA 6= 0; ka

i

k = 1; i = 1; : : : ; ng � ìíîæåñòâî

âñåõ íåîñîáûõ n�n-ìàòðèö ñî ñòîëáöàìè åäèíè÷íîé äëèíû;

A � B, A < B � íåðàâåíñòâà òàêîãî òèïà äëÿ A;B 2 IR

n�m

ïîíèìà-

þòñÿ ïîêîìïîíåíòíî;

diag �, diag f�

i

g � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû äèàãîíàëè êîòî-

ðîé ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè �

i

âåêòîðà � 2 IR

n

;

A

_

� ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà ê A [101℄, òàê ÷òî A

�1

= A

_

= detA;

AbsA � ìàòðèöà àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A = fa

j

i

g:

AbsA = fja

j

i

jg;

AbA � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A = fa

j

i

g ïóòåì çàìåíû âñåõ ýëåìåí-

òîâ êðîìå äèàãîíàëüíûõ èõ àáñîëþòíûìè âåëè÷èíàìè: (Ab A)

i

i

= a

i

i

ïðè

i = 1; : : : ; n, è (Ab A)

j

i

= ja

j

i

j ïðè i 6= j, i; j = 1; : : : ; n;

OrtA � ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà èç íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, ïî-

ëó÷àþùèõñÿ â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè (ñ íîðìèðîâàíèåì) �ðàììà-

Øìèäòà [101, ñ. 70℄ ñòîëáöîâ a

i

, i = 1; : : : ;m, ìàòðèöû A 2 IR

n�m

, è

OrtA = 0 2 IR

n�1

äëÿ A = 0;

fp

?i

g

n

i=1

� ñèñòåìà âåêòîðîâ, áèîðòîãîíàëüíûõ ê fp

i

g

n

i=1

, òî åñòü

(p

?i

; p

j

) = 0, j = 1; : : : ; n, j 6= i; (p

?i

; p

i

) > 0; kp

?i

k = 1 (i = 1; : : : ; n);

P

?

� ìàòðèöà: P

?

= fp

?1

� � � p

?n

g äëÿ P = fp

1

� � � p

n

g 2 M

n�n

�

;


onv IR

n

� ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ IR

n

;

�(ljX ) = supf(x; l)j x 2 Xg, l 2 IR

n

, � îïîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà

X � IR

n

ïî íàïðàâëåíèþ l;

intX � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà X � IR

n

[129℄;


lX ;X � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X � IR

n

;

�X � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê X � IR

n

;


oX � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà X � IR

n

[129℄;

dimX � ðàçìåðíîñòü âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X � IR

n

[129℄;

LinX � íåñóùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîæåñòâà X � IR

n

[129℄;

Lin fv

i

g

m

i=1

� ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû v

i

;
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L

?

� îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L;

B(
; r) � øàð ñ öåíòðîì 
 è ðàäèóñîì r â IR

n

è â ëèíåéíîì íîðìèðî-

âàííîì ïðîñòðàíñòâå;

h

+

(X ;Y) = minf
 � 0 j X � Y + 
 B(0; 1)g � õàóñäîð�îâî ïîëóðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè X , Y â IR

n

è â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå;

h(X ;Y)=maxfh

+

(X ;Y); h

+

(Y ;X )g=maxfj�(ljX )��(ljY)j j klk�1g �

õàóñäîð�îâî ðàññòîÿíèå [225, ñ.48,53℄;

o(�)� âåëè÷èíà èëè ìàòðèöà âûñøåãî ïîðÿäêà, ÷åì áåñêîíå÷íî ìàëàÿ

âåëè÷èíà �: �

�1

o(�)! 0 ïðè � ! 0;

X � Y + o(�) äëÿ X ;Y � IR

n

îçíà÷àåò, ÷òî X � Y + o

1

(�)B(0; 1),

�

�1

o

1

(�)! 0 ïðè � ! 0;

X = Y + o(�) îçíà÷àåò, ÷òî X � Y + o(�) è Y � X + o(�);

fx 2 X jRg � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x 2 X , îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì R;

S

fX

�

j � 2 �g (

T

fX

�

j � 2 �g) � îáúåäèíåíèå (ïåðåñå÷åíèå) ìíîæåñòâ

X

�

ïî âñåì � 2 �;

+,

_

� � çíàêè ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììû (ñóììû Ìèíêîâñêîãî) è ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ (ñ. 36);

�


,

+


,

\


, ℄ � çíàêè îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè â IR

n+1

(ñ. 83);

P=P(p; P ; �)=P (P; 


(�)

; 


(+)

) � ïàðàëëåëåïèïåä â IR

n

(ñ. 30, 35);

P = P [p;

�

P ℄ � ïàðàëëåëîòîï â IR

n

(ñ. 32);

� = �(
; s; �) � ãèïåðïîëîñà â IR

n

(ñ. 30);

S = S(
; S; �;m) � ïîëîñà â IR

n

(ñ. 30);

volP � �óíêöèîíàë îáúåìà (ñ. 37);

vol

l

P � îáúåì l�ïàðàëëåëåïèïåäà (ñ. 37);

P

+

V

(Q) � âíåøíèé ïàðàëëåëåïèïåä äëÿ Q � IR

n

(ñ. 39);

P

�

v;V;�

(Q) � âíóòðåííèé ïàðàëëåëåïèïåä äëÿ Q � IR

n

(ñ. 42);

P

�

v;V

(Q) � âíóòðåííèé ïàðàëëåëåïèïåä äëÿ Q =

T

�

j=1

�

j

(ñ. 45);

P

�

�

(1)

;�

(2)

(Q)� âíóòðåííèé ïàðàëëåëîòîï äëÿ ìíîæåñòâQ = P

(1)

+P

(2)

è Q = (P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

, ãäå P

(k)

� ïàðàëëåëîòîïû (ñ. 57, 69);
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P

�

�

(P) � âíóòðåííèé ïàðàëëåëîòîï äëÿ P (ñ. 58);

V

0

� ìíîæåñòâî ìàòðèö, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì, óêàçàííûì íà ñ. 97;

V

i

, i = 1; 2; 3, � ìíîæåñòâà ìàòðèö îðèåíòàöèè, ââîäèìûå ïðè àï-

ïðîêñèìàöèè ñóììû ïàðàëëåëåïèïåäîâ (ñ. 51);

V

i

, i = 4; 5; 6, � ìíîæåñòâà ìàòðèö îðèåíòàöèè, ââîäèìûå ïðè ïîñòðî-

åíèè âíåøíèõ îöåíîê äëÿ Q =

T

�

j=1

�

j

(ñ. 47, 47);

G

r�n

, G � ìíîæåñòâà ìàòðèö, ââîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ âíó-

òðåííèõ àïïðîêñèìàöèé ñóììû ïàðàëëåëîòîïîâ (ñ. 57, 113);

� = �(fP

b

;�

b

g; fP

t

;�

t

g) � ïîëèòîï � â IR

n+1

(ñ. 85);

Z

+

V

(Z) � âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ ìíîæåñòâà Z � IR

n+1

(ñ. 86);

�

+

g

(�)

;g

(+)

(Z) � âíåøíÿÿ îöåíêà â âèäå ïîëèòîïà � äëÿ ìíîæåñòâà Z �

IR

n+1

ñïåöèàëüíîãî âèäà (ñ. 87);

M(W ) � ìîùíîñòü (÷èñëî ýëåìåíòîâ) êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà W ;

C

r

k

=

k!

r!(k�r)!

� ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé èç k ýëåìåíòîâ ïî r;

X n Y = fxj x 2 X; x =2 Y g � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ðàçíîñòü;

sign z � �óíêöèÿ çíàêà ÷èñëà: ðàâíà �1, 0, 1 ñîîòâåòñòâåííî ïðè

z < 0, z = 0, z > 0;

[a℄ � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a;

Argmin , Argmax � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è;

'(�) � �óíêöèÿ ' (â îòëè÷èå îò çíà÷åíèÿ '(t) äàííîé �óíêöèè);

�f(x

0

) � ñóáäè��åðåíöèàë âûïóêëîé �óíêöèè f(x), x 2 IR

n

, â òî÷êå

x

0

[129℄;

D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â IR

r

;

Q

Æ�

= f(x; t)j x 2 D; t 2 (Æ; �)g � öèëèíäð â IR

r+1

;

< u; v >

V

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V ;

kuk

V

� íîðìà ýëåìåíòà u â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V ;

L

2

(D) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (êëàññîâ) �óíêöèé, èçìåðèìûõ

(ïî Ëåáåãó) íà D, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < u; v >

L

2

(D)

=

R

D

u(x)�

v(x) dx. Â ãë. V îáû÷íî äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

(u; v) = (u(�); v(�)) =< u; v >

L

2

(D)

, kuk = kuk

L

2

(D)

;
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u

x

i

, u

x

i

x

j

� ïðîèçâîäíûå (êëàññè÷åñêèå è îáîáùåííûå)

�u

�x

i

,

�

2

u

�x

i

�x

j

;

W

1

2

(D)� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà [100℄, ñîñòîèò èç ýëåìåí-

òîâ u 2 L

2

(D), èìåþùèõ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûå ïî D îáîáùåííûå

ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà; ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåì îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì < u; v >

W

1

2

(D)

=

R

D

(uv +

P

r

i=1

u

x

i

v

x

i

)dx, u; v 2W

1

2

(D);

W

1

2;0

(Q

0�

) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà W

1

2

(Q

0�

), ïëîòíûì ìíî-

æåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå �óíêöèè, ðàâíûå íóëþ âáëèçè

S

0�

= f(x; t)jx 2 �D; t 2 (0; �)g � áîêîâîé ïîâåðõíîñòè Q

0�

[100℄;

W

1;0

2

(Q

0�

) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

u(x; t) 2 L

2

(Q

0�

), èìåþùèõ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûå ïî Q

0�

îáîáùåí-

íûå ïðîèçâîäíûå u

x

i

(i=1; : : : ; r); ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåì îïðåäå-

ëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì [100℄ < u; v >

W

1;0

2

(Q

0�

)

=

R

Q

0�

(uv +

P

r

i=1

u

x

i

v

x

i

)dxdt;

Æ

W

1;0

2

(Q

0�

) � ïîäïðîñòðàíñòâî W

1;0

2

(Q

0�

), ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êî-

òîðîì ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå �óíêöèè, ðàâíûå íóëþ âáëèçè S

0�

[100℄;

L

r

1

(a; b) � ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ r-ìåðíûõ �óíê-

öèé w(t), t 2 [a; b℄, ñ íîðìîé kw(�)k

L

r

1

(a;b)

= vraimaxf(w(t)

>

w(t))

1=2

; t 2

[a; b℄g [88℄;

V

m

� ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ �óíêöèé (ñì. �17);

L

m

,M

n

Æ�

� îïåðàòîðû äèñêðåòèçàöèè (�17);

R

m

, S

n

Æ�

� îïåðàòîðû âîñïîëíåíèÿ (�17);

Const , C � îáîçíà÷åíèå äëÿ êîíñòàíòû. Â ãë. V òàê îáîçíà÷àþòñÿ

êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåííîé

ñèñòåìû (íàïðèìåð, îò êîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèè, ïðîìåæóòêà è îïå-

ðàòîðà íàáëþäåíèÿ, ïàðàìåòðîâ îãðàíè÷åíèé) è íå çàâèñÿùèå îò øàãîâ

äèñêðåòèçàöèè, à òàêæå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâûõ ÷àñòåé;

8; 9 � ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû âñåîáùíîñòè ("äëÿ âñåõ") è ñóùåñòâîâà-

íèÿ ("ñóùåñòâóåò");

);() � ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè ñëåäîâàíèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòè;

ÎÄÓ � îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ;

ÌÄ � ìíîæåñòâî(à) äîñòèæèìîñòè;

ÔÎ � �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ.
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Ââåäåíèå

�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïîëèýäðàëüíûõ

àïïðîêñèìàöèé äëÿ òðóáîê òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèìå-

íåíèþ ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ è

îöåíèâàíèÿ.

Ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ òðóáîê òðàåêòîðèé (ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé,

îïèñûâàþùèõ, íàïðèìåð, äèíàìèêó ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, ðàçðåøè-

ìîñòè, èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé) ìîæíî íàçâàòü îäíîé èç �óíäàìåí-

òàëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ê íåîáõîäèìîñòè

èçó÷åíèÿ òðóáîê òðàåêòîðèé (â ÷àñòíîñòè, òðóáîê âûæèâàþùèõ òðà-

åêòîðèé, òðóáîê ðàçðåøèìîñòè) ïðèâîäÿò ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ, òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð, ñâÿçàííûå ñ èñ-

ñëåäîâàíèåì ñëîæíûõ ðåàëüíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû (ìåõàíè÷å-

ñêèõ, òåõíîëîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, ýêîëîãè÷åñêèõ, áèî-ìåäèöèíñêèõ

è äð.), â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íåäîîïðåäåëåííîñòü â èõ îïèñàíèè. Ê

íåäîîïðåäåëåííîñòè ìîãóò ïðèâîäèòü, íàïðèìåð, íåïîëíîòà èí�îðìà-

öèè î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, íåêîíòðîëèðóåìûå âîçìóùàþùèå

ñèëû, ïîìåõè ïðè èçìåðåíèè äàííûõ, íåòî÷íîñòè â çàäàíèè ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëè (êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèé) è ò.ä. Ïðè ãàðàíòèðîâàííîì

ïîäõîäå, ïðèíÿòîì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïèñàíèå

íåäîîïðåäåëåííîñòåé èìååò âèä âêëþ÷åíèé, îãðàíè÷èâàþùèõ âîçìîæ-

íûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ïðèíàäëåæíîñòüþ çàäàííûì ìíî-

æåñòâàì. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, åñëè ïîñòðîåíî íåêîòîðîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå (òðóáêà òðàåêòîðèé). �àðàíòèðîâàííûé ïîäõîä áûë èíèöèèðî-
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âàí èññëåäîâàíèÿìè Í.Í.Êðàñîâñêîãî [76�78℄ è äàëåå ñèñòåìàòè÷åñêè

ðàçâèò À.Á.Êóðæàíñêèì [86�93, 196, 201℄, Þ.Ñ.Îñèïîâûì [81, 117, 218℄,

À.È.Ñóááîòèíûì [80,140℄, èõ ñîòðóäíèêàìè è ó÷åíèêàìè. Ïðèíöèïèàëü-

íûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ, îöåíèâàíèÿ è

èäåíòè�èêàöèè, ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ íåïîë-

íîé èí�îðìàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñèñòåì áûëè ïîëó÷åíû àâòîðà-

ìè ðàáîò [2�5,7,17,24,26�29,33�35,38,51,58,75,82,83,96,97,106,110,115,

120, 130, 135, 136, 142, 145, 148, 157, 164, 167�169, 176, 180, 197, 198, 208, 210,

212,224,226,235℄ è äð.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óïîìÿíóòûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé âûâåäåíû

ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, �îðìà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âû-

áðàííîé �îðìå îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ X � IR

n

. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü

ñëåäóþùèå �îðìû îïèñàíèÿ: ïîòî÷å÷íàÿ (çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïðÿìîì ïå-

ðå÷èñëåíèè òî÷åê, êîòîðûå ñîäåðæèò X ); ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà òèïà

X = fxjB(x) � 0g, çàäàþùåãî ìíîæåñòâî óðîâíÿ íåêîòîðîé �óíêöèè

(íàïðèìåð, ïîäõîäÿùåé �óíêöèè öåíû, �óíêöèè Ìèíêîâñêîãî); ñ ïîìî-

ùüþ îïîðíûõ �óíêöèé (îïîðíûõ îòîáðàæåíèé â íåâûïóêëîì ñëó÷àå);

ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãðàíèöû. Äëÿ ñèñòåì ñ ãåîìåò-

ðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè ïåðâîé �îðìå ñîîòâåòñòâóåò ýâîëþöèîííîå

óðàâíåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì ðåêóððåíò-

íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðåñ÷åòà ìíîæåñòâ îò ïðåäûäóùåãî ìîìåíòà ê

ñëåäóþùåìó, à äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì � òàê íàçûâàåìîå óðàâ-

íåíèå èíòåãðàëüíîé âîðîíêè. Ïîñëåäíåå åñòü ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå,

ñâÿçûâàþùåå (â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèÿ èëè "ïîëóðàññòîÿíèÿ" Õàóñäîð�à)

áëèçêèå ïî âðåìåíè çíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ, è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îáûêíîâåí-

íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ). �åøåíèåì óðàâíåíèÿ èíòå-

ãðàëüíîé âîðîíêè ñëóæèò ìíîãîçíà÷íûé èíòåãðàë, ñâîäÿùèéñÿ â ðàçíûõ

çàäà÷àõ ê èíòåãðàëó Àóìàíà [165℄, àëüòåðíèðîâàííîìó èíòåãðàëó Ïîí-

òðÿãèíà [124, 125℄, êîíâîëþöèîííîìó èíòåãðàëó [98℄ èëè îáîáùåíîìó

èíòåãðàëó èç [95℄. Ïðè âòîðîì îïèñàíèè ìíîæåñòâà óðàâíåíèå âûïè-
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ñûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé â òåðìèíàõ �óíêöèè B(x). Â ÷àñò-

íîñòè, �óíêöèÿ öåíû â äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåìàõ, èìåþùàÿ ñìûñë

îïòèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåëè, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �àìèëüòîíà-

ßêîáè-Áåëëìàíà-Àéçåêñà ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Äëÿ îïîðíîãî îòî-

áðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñîïðÿæåííîì

ïðîñòðàíñòâå. Èçâåñòíî íåñêîëüêî òèïîâ óðàâíåíèé äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî îïèñàíèÿ ãðàíèöû. Âûâîäó è èçó÷åíèþ óïîìÿíóòûõ óðàâíåíèé ïîñâÿ-

ùåíî áîëüøîå ÷èñëî òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, èç êîòîðûõ îòìåòèì

ðàáîòû [14,19, 32, 38, 55, 79, 95, 98,108,111,118,123,139,142,144,173,220℄.

Îäíàêî òî÷íîå ðåøåíèå óêàçàííûõ óðàâíåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòà-

òî÷íî çàòðóäíèòåëüíûì. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîò-

êå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òðóáîê òðàåêòîðèé, èõ àïïðîêñèìà-

öèè. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ

óðàâíåíèé äëÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïî ñâîåé âàæíîñòè ìîæíî ñðàâíèòü,

íàïðèìåð, ñ ðàçðàáîòêîé ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñèñòåì ÎÄÓ èëè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïîäõîäîâ ê ñîçäàíèþ óïîìÿíóòûõ ÷èñëåííûõ ìåòî-

äîâ. �àññìàòðèâàÿ èõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àï-

ïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ, óñëîâíî ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå áîëü-

øèå ãðóïïû ìåòîäîâ. Â ïåðâóþ îòíåñåì ìåòîäû, êîòîðûå îñíîâûâàþòñÿ

íà àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ ìíîãîãðàííèêàìè (÷àñòî âíåøíèìè è/èëè

âíóòðåííèìè, à èíîãäà è íå îáëàäàþùèìè óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè) ñ

áîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí è ãðàíåé [15,16,18,20,31,44,45,47,50,56,85,103,

109,116,141,143,146,155,158,160,162,170,178,212,231℄. Äëÿ ñèñòåì âûñîêîé

ðàçìåðíîñòè ýòè ìåòîäû ìîãóò ïîòðåáîâàòü âåñüìà áîëüøîãî îáúåìà âû-

÷èñëåíèé. Äëÿ íåâûïóêëîãî ñëó÷àÿ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàí-

íûå íà àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ íåâûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè [217℄,

íà ïðåäñòàâëåíèè ìíîæåñòâ â âèäå êîíå÷íîãî íàáîðà ñâîèõ âûïóêëûõ ñå-

÷åíèé è àïïðîêñèìàöèè ïîñëåäíèõ âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè [83,84℄.

11



Â äðóãóþ ãðóïïó ìîæíî îòíåñòè ìåòîäû, îñíîâàííûå íà àïïðîêñèìàöèè

ìíîæåñòâ îáúåäèíåíèåì òî÷åê ("ïèêñåëîâ") [37, 107, 119, 223, 227℄. Îíè

ïðèìåíèìû è äëÿ íåâûïóêëîãî ñëó÷àÿ, íî òîæå ìîãóò ïîòðåáîâàòü áîëü-

øîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé è ïàìÿòè. Ñóùåñòâóåò è ÿâëåíèå "ðàñøèðÿþ-

ùåéñÿ ñåòêè" (÷åì áîëüøå ìíîæåñòâî, òåì áîëüøå òî÷åê íåîáõîäèìî äëÿ

åãî àïïðîêñèìàöèè).

Åùå îäèí ïîäõîä ñîñòîèò â àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ êëàññîì áîëåå

ïðîñòûõ îáëàñòåé íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé �îðìû (íàïðèìåð, ýëëèï-

ñîèäàìè, ïàðàëëåëåïèïåäàìè). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî

ðàçâèò ìåòîä ýëëèïñîèäîâ, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü âíåøíèå è âíóòðåí-

íèå îöåíêè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, â òîì ÷èñëå îïòèìàëüíûå è ëîêàëüíî-

îïòèìàëüíûå â íåêîòîðîì ñìûñëå. Åãî ðàçðàáîòêå ïîñâÿùåíû ðàáîòû

[6, 9, 21, 43, 52�54, 112�114, 121, 133, 153, 155, 156, 161, 169, 175, 177, 184, 206,

215,216,219,221,224,226,228,229,232,234,235℄ è äð.

À.Á.Êóðæàíñêèé âíåñ ïðèíöèïèàëüíûå èçìåíåíèÿ â ñõåìó ýëëèïñî-

èäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé. Èì ïðåäëîæåíî àïïðîêñèìèðîâàòü èñêîìóþ

òðóáêó öåëûìè ñåìåéñòâàìè âíåøíèõ è âíóòðåííèõ òðóáîê, îáðàçîâàí-

íûõ îáëàñòÿìè �èêñèðîâàííîé �îðìû (ýëëèïñîèäàìè, ïàðàëëåëåïèïå-

äàìè). Ñåìåéñòâà ââîäÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñ-

ïå÷èòü, ïî âîçìîæíîñòè, òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé (ïóòåì ïåðåñå-

÷åíèÿ âíåøíèõ èëè îáúåäèíåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê), à ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, ÷òîáû êàæäàÿ êîíêðåòíàÿ òðóáêà íàõîäèëàñü ñ ïîìîùüþ ýâîëþöè-

îííûõ óðàâíåíèé íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ (÷òî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè

äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé). Ïåðâîíà÷àëüíî ýòîò ïîäõîä áûë ðàçâèò

äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ [199�203℄. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè

äåëàåòñÿ ïîïûòêà åãî ðàçâèòèÿ (ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîé òåõíèêè) äëÿ

ïîëèýäðàëüíîãî (ïàðàëëåëåïèïåäî- è ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íîãî) îöåíèâà-

íèÿ.

Âîïðîñû îöåíèâàíèÿ èñêîìûõ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëåïèïå-

äîâ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå â ðàáîòàõ [22, 42, 88, 91, 166, 171, 172, 174,
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185, 209, 211, 212, 230�233℄ è íåêîòîðûõ äðóãèõ. Çäåñü çíà÷èòåëüíûå óñè-

ëèÿ óäåëåíû íàõîæäåíèþ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê, ÿâëÿþùèõ-

ñÿ îïòèìàëüíûìè (â ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå) èëè "ïîñëåäîâàòåëüíî" -

îïòèìàëüíûìè (â äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå) â êàêîì-ëèáî ñìûñëå, íà-

ïðèìåð, â ñìûñëå îáúåìà èëè ðàäèóñà [22, 42, 166, 171, 172, 185, 212, 232,

233℄, à òàêæå ïîñòðîåíèþ âíåøíèõ îöåíîê â âèäå îðòîãîíàëüíûõ ïàðàë-

ëåëåïèïåäîâ, ïðåèìóùåñòâåííî ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàò-

íûì ïëîñêîñòÿì ("áîêñîâ") [88,91,166,174,209,211,212,230,231℄. Ïðè ýòîì

ðåøåíèå çàäà÷è ÷àñòî ïðåäëàãàåòñÿ íå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, à â âèäå ðå-

øåíèÿ îäíîé èëè 2n ñòàòè÷åñêèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, äëÿ íàõîæäåíèÿ âíåøíåé îïòèìàëüíîé ïî îáúåìó

îöåíêè ïåðåñå÷åíèÿ íåâûðîæäåííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ãèïåðïîëîñîé è

ñóììû íåâûðîæäåííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ îòðåçêîì) ðåøåíèå áûëî íàé-

äåíî â ÿâíîì âèäå [172,233℄. Ñòðîèëèñü òàêæå [194,195℄ âíåøíèå îöåíêè

â âèäå çîíîòîïîâ [225℄ � ïîëèòîïîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñóììó q

(q � n) îòðåçêîâ.

Ïîêîîðäèíàòíûå îöåíêè ("áîêñû", â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçû-

âàåìûå òàêæå áðóñàìè èëè èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè) ïîëó÷àþò òàêæå

ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíûõ îïåðàöèé, èñïîëüçóåìûõ â èíòåðâàëüíîì àíà-

ëèçå. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç [1,49℄ � ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçâèâàþùàÿñÿ

îáëàñòü ìàòåìàòèêè, èìåþùàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ î÷åíü îáøèðíóþ áè-

áëèîãðà�èþ, à ïåðâîé ìîíîãðà�èåé íà ýòó òåìó áûëà êíèãà R.E.Moore

[213℄, âûøåäøàÿ â 1966 ã. �ÿä àâòîðîâ èñïîëüçîâàë ìåòîäû èíòåðâàëüíî-

ãî àíàëèçà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, îöåíèâàíèÿ è èäåíòè�èêàöèè

[36,41, 46, 48, 57, 152,159,183,204,207℄.

Ñëåäóåò îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ

òðóáîê òðàåêòîðèé îöåíêè, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíûõ âû-

÷èñëåíèé, ìîãóò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì ãðóáûìè â ñèëó èçâåñòíîãî â èí-

òåðâàëüíîì àíàëèçå "ý��åêòà îáåðòûâàíèÿ" (wrapping e�e
t) (ñì., íà-

ïðèìåð, [179℄, [49, ñ.177℄, [214℄), è òàêèå îöåíêè íàèáîëåå ïîëåçíû äëÿ
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ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ñèëüíûìè ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè [57℄. Äðóãîå

ïðèìåíåíèå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äëÿ èñêîìûõ

ìíîæåñòâ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê â âèäå ïîäïîêðûòèé ("çàìîùå-

íèé", äîñëîâíî, "subpavings") � îáúåäèíåíèé íåïåðåêðûâàþùèõñÿ "áîê-

ñîâ". Ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè äëÿ

ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ î÷åíü ìíîãî âû÷èñëå-

íèé è ïàìÿòè. Ïîýòîìó, êàê ïðèçíàþò ñàìè àâòîðû [183℄, òàêèå ìåòîäû

ïîäõîäÿò áîëüøå äëÿ ñèñòåì íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè.

Îáðàùàÿñü ê òåìå äèññåðòàöèè, ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå

â íåé òðóáêè òðàåêòîðèé îáëàäàþò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, âõî-

äÿùèì â îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ñìûñëå

Å.À.Áàðáàøèíà è E.Roxin [8, 222℄. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî òðåáîâàòü âû-

ïîëíåíèÿ àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà äëÿ îöåíîê. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâ-

êà çàäà÷è èñêëþ÷àåò èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð îïòèìèçàöèè

ââèäó òðåáîâàíèé äèíàìèêè è ìíîãîçíà÷íîñòè. Óïîìÿíóòàÿ ïîñòàíîâ-

êà ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùåé ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ îöåíèâàíèÿ è ñèíòåçà

óïðàâëåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè [88,201℄.

Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû. Îíà ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, øåñòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 22 ðàçäåëà (ïàðàãðà�à), çàêëþ÷åíèÿ, òðåõ

ïðèëîæåíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà "ïîëèýäðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ". Ýòèì òåð-

ìèíîì ìû íàçûâàåì àïïàðàò äëÿ ðàáîòû ñ ìíîæåñòâàìè â ðàìêàõ âû-

áðàííîãî êëàññà îáëàñòåé � ïàðàëëåëåïèïåäîâ (è èíîãäà áîëåå øèðîêî-

ãî êëàññà � ïàðàëëåëîòîïîâ). Óïîìÿíóòûé àïïàðàò ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñ

öåëüþ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèýäðàëüíûõ àï-

ïðîêñèìàöèé òðóáîê òðàåêòîðèé â çàäà÷àõ ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ

è îöåíèâàíèÿ è â ýòîì ñìûñëå â íåêîòîðîé ñòåïåíè ïîäîáåí ðàçâèòîìó

â [201℄ ýëëèïñîèäàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ (÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ âûáðàííûé

òåðìèí). �àçðàáàòûâàåìîå "ïîëèýäðàëüíîå èñ÷èñëåíèå" ìîæåò ðàññìà-

òðèâàòüñÿ è êàê íåêîòîðîå ðàçâèòèå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, ïðè êîòî-

14



ðîì áàçîâûìè ìíîæåñòâàìè ñëóæàò íå èíòåðâàëüíûå âåêòîðû, à ïðî-

èçâîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ

ïîëåçíûì äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, ÷åì òå, êîòîðûå ðàñ-

ñìîòðåíû â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ (â ÷àñòíîñòè, â îáëàñòÿõ, îòíîñÿùèõñÿ

ê îïòèìèçàöèè, àïïðîêñèìàöèè, èäåíòè�èêàöèè è äð.).

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ìîòèâàöèè ââîäèìûõ êîíñòðóêöèé â ãëàâó I âêëþ÷åí

� 1, ãäå íà ïðèìåðå ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì äàíû ïîñòàíîâêè íåêîòîðûõ

çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíè-

åì òðóáîê òðàåêòîðèé. Çäåñü ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ìíîãî-

çíà÷íûõ �óíêöèé X [�℄. Òàê, òðóáêà òðàåêòîðèé èëè òðóáêà äîñòèæèìî-

ñòè îïèñûâàåò ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè (ÌÄ) X [k℄

� ìíîæåñòâ òåõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû â

ìîìåíò k 2 f1; : : : ; Ng èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ

âõîäíûõ âîçäåéñòâèé (óïðàâëåíèé èëè âîçìóùåíèé), ïîä÷èíåííûõ çà-

äàííûì îãðàíè÷åíèÿì. Åñëè íà òðàåêòîðèè ñèñòåìû íàëîæåíî äîïîëíè-

òåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà êîîðäèíàòû � �àçîâîå îãðàíè÷åíèå (ÔÎ), òî òî

òðóáêà äîñòèæèìîñòè èçâåñòíà òàêæå êàê òðóáêà âûæèâàþùèõ òðàåê-

òîðèé (òðàåêòîðèé, íå íàðóøàþùèõ ÔÎ). Äëÿ çàäà÷ ãàðàíòèðîâàííîãî

îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ òàêîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå âîçíèêàåò åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì. Îíî îïèñûâàåò äèíàìèêó èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé

� ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, ñîâìåñòèìûõ ñ äàííûìè èçìåðåíèé è àïðèîðíû-

ìè îãðàíè÷åíèÿìè [88℄.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé è ìíîæå-

ñòâà âõîäíûõ âîçäåéñòâèé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè (ãåîìåòðè÷åñêèå

"æåñòêèå" îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ/âîçìóùåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëå-

ëåïèïåäàìè, à ÔÎ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàë-

ëåëåïèïåäû èëè ïîëîñû. Ïàðàëëåëåïèïåäîì P(p; P ; �) â IR

n

ñ öåíòðîì

p 2 IR

n

, íåîñîáîé ìàòðèöåé îðèåíòàöèè P = fp

1

� � � p

n

g 2 IR

n�n

è âåëè-

÷èíàìè "ïîëóîñåé" �

i

� 0 íàçûâàåì ìíîæåñòâî P = P(p; P ; �) = fxjx =

p +

n

P

i=1

p

i

�

i

�

i

; j�

i

j � 1; i=1; : : : ; ng. Ïîëîñîé S íàçûâàåì ïåðåñå÷åíèå m
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(m � n) ãèïåðïîëîñ ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íîðìàëÿìè (ïðè m = n

ïîëîñà ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåä). Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè

âíåøíèõ P

+

[�℄ è âíóòðåííèõ P

�

[�℄ ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ îöåíîê äëÿ

X [�℄: P

�

[k℄ � X [k℄ � P

+

[k℄, îáëàäàþùèõ îáîáùåííûì ïîëóãðóïïîâûì

[201℄ è ýâîëþöèîííûì [155℄ ñâîéñòâàìè (ÿâëÿþùèìèñÿ àíàëîãàìè ïî-

ëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà äëÿ ÌÄ), è, áîëåå òîãî, î ââåäåíèè íåêîòîðûõ

ñåìåéñòâ òàêèõ òðóáîê, îáåñïå÷èâàþùèõ òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

X [k℄ =

\

P

+

[k℄; (0.1)

X [k℄ =

[

P

�

[k℄ (0.2)

ïîñðåäñòâîì ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ è îáúåäèíåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê.

Èíîãäà âíóòðåííèå îöåíêè óäîáíåå èñêàòü â âèäå ïàðàëëåëîòîïîâ � çîíî-

òîïîâ ñ ÷èñëîì ñëàãàåìûõ îòðåçêîâ q = n. Äëÿ �îðìàëèçàöèè åñòåñòâåí-

íîãî æåëàíèÿ ñòðîèòü îöåíêè òàê, ÷òîáû îíè áûëè "êàê ìîæíî áëèæå"

ê èñêîìûì ìíîæåñòâàì, ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ òóãèõ [202, 203℄, êàñàþùèõ-

ñÿ è íåóëó÷øàåìûõ ïî âêëþ÷åíèþ [201℄ îöåíîê. Â ÷àñòíîñòè, âíåøíþþ

(âíóòðåííþþ) îöåíêó P ìíîæåñòâà Q 2 
onv IR

n

íàçûâàåì òóãîé (â íà-

ïðàâëåíèè l), åñëè çíà÷åíèÿ îïîðíîé �óíêöèè ìíîæåñòâ P è Q íà âåê-

òîðàõ �l ñîâïàäàþò. Âíåøíþþ îöåíêó íàçûâàåì êàñàþùåéñÿ, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ òóãîé â íàïðàâëåíèè n âåêòîðîâ, áèîðòîãîíàëüíûõ ê fp

i

g

n

i=1

.

Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñåìåéñòâàõ îöåíîê îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî áîëü-

øèì èëè äàæå áåñêîíå÷íûì, òî, îãðàíè÷èâàÿñü êàêèì-ëèáî êîíå÷íûì

ïîäìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü âíåøíèå è âíóòðåííèå àï-

ïðîêñèìàöèè èñêîìûõ ìíîæåñòâ. Çàäàâøèñü êàêèì-ëèáî êðèòåðèåì îï-

òèìàëüíîñòè, ìîæíî èñêàòü îïòèìàëüíóþ îöåíêó èñêîìîãî ìíîæåñòâà.

Êàê ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ðåêóððåíòíûõ �îðìóë [51℄, ïîñòðîåíèå îöå-

íîê äëÿ ââåäåííûõ òðóáîê îñíîâûâàåòñÿ íà âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíûõ

îïåðàöèé íàä ïàðàëëåëåïèïåäàìè: à�èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãåîìåòðè-

÷åñêîé ñóììû, ïåðåñå÷åíèÿ. �åçóëüòàò òàêîé îïåðàöèè ìîæåò íå áûòü

ïàðàëëåëåïèïåäîì è â ýòîì ñëó÷àå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäà-

ìè ñíàðóæè è èçíóòðè. Îñòàëüíûå ïÿòü ïàðàãðà�îâ ãëàâû I ïîñâÿùåíû
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ðàçðàáîòêå òåõíèêè àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ (â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûõ

â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ óïîìÿíóòûõ è íåêîòîðûõ äðóãèõ îïåðàöèé) ñ

ïîìîùüþ îáëàñòåé âûáðàííîãî êëàññà. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâ-

íîå, ïîä îöåíêàìè áóäåì ïîíèìàòü ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå îöåíêè. Âñå

ïðåäëàãàåìûå íèæå îöåíêè çàâèñÿò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ è ìîãóò

áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû ïî ÿâíûì �îðìóëàì (çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöèàëü-

íî îãîâàðèâàåìûõ ñëó÷àåâ).

Â �2 ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà îöåíîê

äëÿ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Q 2 
onv IR

n

. Äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî Q 2 
onv IR

n

(âûïóêëîãî ïîëèòîïà Q) ââåäåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ

(âíóòðåííèõ) îöåíîê P

+

(P

�

), îáåñïå÷èâàþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ

Q =

\

P

+

; (0.3)

Q =

[

P

�

: (0.4)

Âíåøíèå îöåíêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìè îðèåíòàöèè, ñòðî-

ÿòñÿ â ÿâíîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé îïîðíîé �óíêöèè Q è

ÿâëÿþòñÿ êàñàþùèìèñÿ. Äëÿ âíóòðåííèõ îöåíîê òàêîé îäíîçíà÷íîñòè

íåò, è êàæäîìó âûáðàííîìó öåíòðó è ìàòðèöå îðèåíòàöèè ñîîòâåòñòâóåò

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåëè÷èí ïîëóîñåé, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé ëèíåé-

íûõ íåðàâåíñòâ. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå íåóëó÷-

øàåìîñòü ïî âêëþ÷åíèþ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê. Ïðè çàäàííûõ

öåíòðå è ìàòðèöå îðèåíòàöèè óêàçàí ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ âåëè-

÷èí ïîëóîñåé âíóòðåííèõ îöåíîê â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Îáñóæäàþòñÿ

íåêîòîðûå �óíêöèîíàëû, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñðàâíåíèÿ

ïàðàëëåëåïèïåäîâ è, çíà÷èò, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè îöåíîê.

�3 ïîñâÿùåí àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Q, ÿâëÿþùåãîñÿ ñóììîé

íåñêîëüêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ââåäåíî íåñêîëüêî ñåìåéñòâ âíåøíèõ è

âíóòðåííèõ îöåíîê, îáåñïå÷èâàþùèõ (0.3), (0.4). �àññìîòðåíà çàäà÷à î

íàõîæäåíèè äëÿ ñóììû äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ âíåøíåé îöåíêè íàè-

ìåíüøåãî îáúåìà. Â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç ñëàãàåìûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ

íåâûðîæäåí, à äðóãîé ìàë, åå ðåøåíèå íàéäåíî â ÿâíîì âèäå.
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Â �4 ñòðîÿòñÿ îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå èñ-

ïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè

_

� ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè. Îòìå÷åíî, ÷òî ãåî-

ìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ïàðàëëåëåïèïåäà è ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Y 2


onv IR

n

åñòü ëèáî ïàðàëëåëåïèïåä, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ââåäåíû ñå-

ìåéñòâà âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê äëÿ ìíîæåñòâà (P

(1)

+P

(2)

)

_

�P

(3)

,

ãäå P

(k)

� ïàðàëëåëåïèïåäû, è ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî

ïðåäñòàâëåíèå (0.4) ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðîâàíî. Äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà P

(1)

íåâûðîæäåí, à P

(2)

è P

(3)

"ìàëû", â ÿâíîì âèäå íàéäåíà

âíåøíÿÿ îöåíêà, èìåþùàÿ íàèìåíüøèé îáúåì.

�5 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ îöåíîê äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ Q = P

(1)

T

S

(2)

ïà-

ðàëëåëåïèïåäà è ïîëîñû. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà S

(2)

åñòü ïàðàëëåëåïèïåä,

ðàññìîòðåíû äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ âíåøíèõ îöåíîê, îáåñïå-

÷èâàþùèõ (0.3). Ïåðâûé îñíîâûâàåòñÿ íà ñâåäåíèè (ïóòåì ââåäåíèÿ ìà-

òðè÷íûõ ïàðàìåòðîâ [75,201℄) îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ê èçó÷åííîé ðàíåå

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, âòîðîé � íà òîì �àêòå, ÷òî ïåðå-

ñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè îðèåíòàöèè ñíîâà

åñòü ïàðàëëåëåïèïåä. Äàëåå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà S

(2)

� ãèïåðïîëî-

ñà. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî âíåøíÿÿ îöåíêà ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé îðèåíòà-

öèè ìîæåò áûòü íåñëîæíî íàéäåíà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà; â ÿâíîì âè-

äå íàéäåíî íåñêîëüêî êàñàþùèõñÿ îöåíîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåöèàëüíî

âûáðàííûì ìàòðèöàì îðèåíòàöèè; óêàçàíû îöåíêè, èìåþùèå íàèìåíü-

øèé îáúåì. Ïîñëåäíèå äâà óòâåðæäåíèÿ îáîáùàþò ðåçóëüòàòû [233℄ íà

ñëó÷àé intQ = ;. Îïèñàíû ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âè-

äå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé Q, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü âíóòðåííèå îöåíêè,

ââåäåííûå â � 5, â ÿâíîì âèäå.

Â �6 ñòðîÿòñÿ "ýëåìåíòàðíûå" îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâ, âîçíèêàþùèõ

â ãë. VI. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ àïïðîêñèìàöèè âûïóêëîé îáîëî÷êè

îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïàðàëëåëîòîïîâ è ââîäÿòñÿ ñåìåéñòâà îöåíîê, îáåñïå-

÷èâàþùèå (0.3), (0.4). Çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà Z â ïðîñòðàí-

ñòâå IR

n+1

, çàäàííûå ñâîèìè ñå÷åíèÿìè ïî ïîñëåäíåé êîîðäèíàòå. Ââåäå-
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íû ÷åòûðå îïåðàöèè ñ òàêèìè ìíîæåñòâîì. Ïåðâûå òðè: A

�


Z, Z

+


a è

Z

\


Y (óìíîæåíèå íà ìàòðèöó A 2 IR

n�n

, ñëîæåíèå ñ âåêòîðîì a 2 IR

n

,

ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì Y � IR

n

) äåéñòâóþò íåçàâèñèìî íà êàæäîå

ñå÷åíèå, à ïîñëåäíÿÿ � Z ℄ R, R � IR

n

, � êîìáèíèðóåò îïåðàöèè ñóì-

ìû Ìèíêîâñêîãî è îáúåäèíåíèÿ ïî ñå÷åíèÿì. Â êà÷åñòâå âíåøíèõ îöåíîê

ìíîæåñòâ â IR

n+1

áåðóòñÿ ïîëèòîïû �, îïðåäåëÿåìûå ñâîèìè "íèæíèì" è

"âåðõíèì" ñå÷åíèÿìè ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè âûïóêëîé îáîëî÷êè, ïðè÷åì

ñå÷åíèÿ ýòè � ïàðàëëåëåïèïåäû ñ îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè îðèåíòàöèè.

Ïðè ýòîì "ïðîìåæóòî÷íûå" ñå÷åíèÿ � òîæå îêàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëåïè-

ïåäàìè. Ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ îöåíîê äëÿ ìíîæåñòâ âèäà �℄P ,

ãäå P � ïàðàëëåëîòîï, è �

\


S , ãäå S � ïàðàëëåëåïèïåä ëèáî ãèïåðïîëî-

ñà â IR

n

. Ïàðàìåòðàìè îöåíîê âûñòóïàþò ìàòðèöû îðèåíòàöèè ñå÷åíèé

è 2n âåêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ "áîêîâûå ãðàíè".

Âî âòîðîé ãëàâå ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû äâóñòîðîííåé àïïðîêñèìà-

öèè ÌÄ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíè-

ÿìè íà âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ è áåç ÔÎ. Åñëè íå ñêàçàíî äðóãîå, ââåäåííûå

ñåìåéñòâà îöåíîê îáåñïå÷èâàþò ñîîòíîøåíèÿ (0.1), (0.2).

�7 ïîñâÿùåí ìíîãîøàãîâûì ñèñòåìàì. Ââåäåíû òðè êîíå÷íûõ ñåìåé-

ñòâà òóãèõ âíåøíèõ îöåíîê â âèäå îðòîãîíàëüíûõ èëè íåîðòîãîíàëüíûõ

ïàðàëëåëåïèïåäîâ; îöåíêè èç ïîñëåäíåãî ñåìåéñòâà îêàçûâàþòñÿ êàñàþ-

ùèìèñÿ, à ïðè k=N � ìèíèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ. Òðóáêè P

+

[�℄ èç

ââåäåííûõ ñåìåéñòâ óäîâëåòâîðÿþò ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì, âêëþ÷à-

þùèì íà êàæäîì øàãå èçó÷åííóþ ðàíåå îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ âíåøíåé

îöåíêè äëÿ ñóììû äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, è îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðó-

ãà ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö îðèåíòàöèè. Òàêèì îáðàçîì, îòêàç îò

�èêñèðîâàííûõ åäèíè÷íûõ ìàòðèö îðèåíòàöèè ïîçâîëÿåò îñëàáèòü ý�-

�åêò "îáåðòûâàíèÿ" èç èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Ïîñòðîåíû êàñàþùèåñÿ

îöåíêè, ïðèìåíèìûå è â ñëó÷àå áîëåå îáùèõ îãðàíè÷èâàþùèõ ìíîæåñòâ.

Äàëåå ââåäåíî íåñêîëüêî êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ âíóòðåííèõ îöåíîê. Äîêà-

çàíî, ÷òî îöåíêè îäíîãî èç ñåìåéñòâ ÿâëÿþòñÿ òóãèìè, à ïðè k = N � è
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ìàêñèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ. Îäíàêî â ñèñòåìàõ, ïîëó÷àþùèõñÿ äèñ-

êðåòèçàöèåé ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, îöåíêè òàêîãî òèïà ìîãóò

ïîëó÷èòüñÿ "äëèííûìè óçêèìè". Ïîýòîìó ââåäåíî òàêæå áîëåå øèðîêîå

ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ îöåíîê; â íåì âûäåëåíû

òóãèå.

Â �8 èçó÷åíû àïïðîêñèìàöèè ÌÄ X (t) äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì. Ïðè çàäàííîé äèíàìèêå ìàòðèö îðèåíòàöèè âûâåäåíû ÎÄÓ

äëÿ öåíòðîâ è âåëè÷èí ïîëóîñåé ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

(t), ÿâëÿþùèõ-

ñÿ âíåøíèìè îöåíêàìè äëÿ X (t). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå (ìàòðèöû îðèåíòà-

öèè � åäèíè÷íûå, îãðàíè÷èâàþùèå ìíîæåñòâà � "áîêñû" ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò) îöåíêè ïðåâðàùàþòñÿ â ïðèâåäåííûå â [230℄. Ïîêà-

çàíî, ÷òî åñëè ìàòðèöû îðèåíòàöèè óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèñòå-

ìå ÎÄÓ ñ ìàòðèöåé èç èñõîäíîé ñèñòåìû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè

îêàçûâàþòñÿ êàñàþùèìèñÿ äëÿ X (t) è (0.1) äîñòèãàåòñÿ âàðüèðîâàíèåì

(áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ìàòðèö îðèåíòàöèè. Ïðè-

âîäÿòñÿ ÎÄÓ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó òóãèõ âíóòðåííèõ îöåíîê P

�

(t)

äëÿ X (t); ïðè ýòîì X (t) (â ñëó÷àå intX (t) 6= ;) ïðåäñòàâèìî â âèäå

çàìûêàíèÿ îáúåäèíåíèÿ îöåíîê P

�

(t), âçÿòîãî ïî ìàòðè÷íîìó ïàðàìåò-

ðó, îïðåäåëÿþùåìó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ P

�

(0). Ââåäåíî òàêæå ñåìåéñòâî

âíóòðåííèõ ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ îöåíîê äëÿ X (t), ïàðàìåòðèçîâàííîå

ìàòðè÷íîé �óíêöèåé �(�), êîòîðàÿ âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü ÎÄÓ, îïèñû-

âàþùèõ äèíàìèêó ïàðàìåòðîâ P

�

(�). Ñðåäè ìíîæåñòâà îöåíîê âûäåëåíû

òóãèå, è ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé

�(�), îáåñïå÷èâàþùèõ íåâûðîæäåííîñòü îöåíîê. �àññìîòðåíà çàäà÷à îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ðîëü óïðàâëåíèÿ èãðàåò �(�)) î íàõîæäåíèè âî

ââåäåííîì ñåìåéñòâå òðóáêè P

�

(�) ñ íàèáîëüøèì â ñìûñëå îáúåìà ñå-

÷åíèåì â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè, è äëÿ íåå âûïèñàíî íåîáõîäèìîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â �îðìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [126℄.

�9 ïîñâÿùåí âîïðîñàì ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ÌÄ. Âíà÷àëå

ïðåäëàãàåìûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ
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èõ ý��åêòèâíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíû îöåíêè ÷èñëà îïåðàöèé äëÿ

òî÷íîãî íàõîæäåíèÿ X [N ℄ â âèäå (0.1) è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ N

ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü áîëåå ý��åêòèâíû ïî ÷èñëó îïå-

ðàöèé, ÷åì èçâåñòíûé àëãîðèòì [103℄, ãäå ÌÄ èùåòñÿ â âèäå ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ýòîò âûèãðûø îáóñëîâëåí ñïåöèàëüíûì âèäîì îãðà-

íè÷èâàþùèõ ìíîæåñòâ (ýòî ïàðàëëåëåïèïåäû, à íå ïðîèçâîëüíûå âûïóê-

ëûå ïîëèòîïû, êàê â [103℄). �ÿä àëãîðèòìîâ ðåàëèçîâàí â âèäå ïàêåòà

ïðîãðàìì (ToolBox'à) BOXES â ñèñòåìå MATLAB 5 (êðàòêèå ñâåäåíèÿ î

íåì ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè B), à ðÿä � â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå C

äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà ÌÂÑ-100. Äàåòñÿ

åå êðàòêîå îïèñàíèå è îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ý��åêòèâíîñòè ðàñïàðàë-

ëåëèâàíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ,

àíàëîãè÷íûõ ðàññìîòðåííûì â [155,201℄.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû îöåíêè ÌÄ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì ñ ÔÎ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. �àçðàáîòàííûå àëãîðèòìû

ïðèìåíèìû äëÿ àïïðîêñèìàöèè èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé â çàäà÷àõ ãà-

ðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ ïðè íåòî÷íûõ äèñêðåòíûõ èçìåðåíèÿõ. Ââî-

äèìûå ñåìåéñòâà îöåíîê îïÿòü îáåñïå÷èâàþò (0.1), (0.2).

�10 ïîñâÿùåí ìíîãîøàãîâûì ñèñòåìàì. Ïðè ïîñòðîåíèè ïåðâîãî (áåñ-

êîíå÷íîãî) ñåìåéñòâà âíåøíèõ òðóáîê P

+

[�℄ èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä [75,

201℄, îñíîâûâàþùèéñÿ íà ñíÿòèè ÔÎ (ïóòåì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ) è ïî-

ñëåäóþùåì èñïîëüçîâàíèè êîíñòðóêöèé èç �7. Ïðè ïîñòðîåíèè äâóõ äðó-

ãèõ ñåìåéñòâ âíåøíèõ îöåíîê (êîãäà ÔÎ èìåþò âèä ïàðàëëåëåïèïåäîâ

è ïîëîñ) èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè èç �5 äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ è ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ãèïåðïîëîñîé ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì

ïåðåñå÷åíèå â (0.1) äîñòàòî÷íî áðàòü ïî êîíå÷íîìó (íî î÷åíü áîëüøî-

ìó) ìíîæåñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàòðèö îðèåíòàöèè. Óêàçàíî, êàê â

ñëó÷àå intX [N ℄ = ; ìîæíî âûáèðàòü ìàòðèöû îðèåíòàöèè, ÷òîáû èìåòü

âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü îöåíêè â âèäå âûðîæäåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Äàëåå ââåäåíû ñåìåéñòâà âíóòðåííèõ òðóáîê P

�

[�℄. Ìîæíî çàìåòèòü, îä-
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íàêî, ÷òî ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ íå èñêëþ÷àåòñÿ è ñëó÷àé,

êîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà, îöåíêè ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ ïóñòûìè, à

áðàòü äëÿ îáåñïå÷åíèÿ (0.2) îáúåäèíåíèå ïî âñåâîçìîæíûì öåíòðàì íå

î÷åíü êîíñòðóêòèâíî. Â �11 ââîäÿòñÿ ñåìåéñòâà îöåíîê P

�

(�) äëÿ òðóáîê

äîñòèæèìîñòè X (�) ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ÔÎ â ìîìåíòû t

k

,

k = 0; : : : ; N




. Ïðè t 2 (t

k

; t

k+1

℄ ïàðàìåòðû P

�

(t) óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÓ,

îïèñàííûì â ãë. II, �8, à ïðè t = t

k

èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè, ââåäåííûå â

ãë. I, �5. Â �12 îïèñàíû ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ÌÄ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ñèíòåçà

óïðàâëåíèé â ñèñòåìàõ ñ èñõîäíîé ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé è ãåîìåòðè÷å-

ñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè: íàõîæäåíèå òðóáêè ðàçðåøèìîñòè W(�) è ìíîãî-

çíà÷íîé ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ, ãàðàíòèðóþùåé ïîïàäàíèå

â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè íà öåëåâîå ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé ñîîò-

âåòñòâóþùåãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, íà÷èíàþùèõñÿ â ëþáîé

ïîçèöèè èç óïîìÿíóòîé òðóáêè, è òà æå çàäà÷à, íî äëÿ ñèñòåì, �óíêöèî-

íèðóþùèõ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ïóòè ðåøåíèÿ äàííîãî êëàññà

çàäà÷ óêàçàíû â ìîíîãðà�èÿõ [80,88℄. Â [95,111℄ ïîêàçàíî, ÷òî èñêîìàÿ

òðóáêà W(�) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííîå ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷å-

íèþ ðåøåíèå íåêîòîðîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ. �åøåíèå ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ äàåòñÿ èíòåãðàëîì Àóìàíà (åñëè íåò íåîïðåäåëåííîñòè â çàäàíèè

ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû) èëè àëüòåðíèðîâàííûì èíòåãðàëîì Ïîíòðÿãè-

íà. Òî÷íîå íàõîæäåíèå W(�) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïîñòðîåíà âñÿ òðóáêà W(�), ëèáî êàêàÿ-ëèáî äðóãàÿ

òðóáêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ, òî ðåøåíèå çàäà÷è

ñèíòåçà äëÿ ïîçèöèé èç ýòîé òðóáêè ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ýêñ-

òðåìàëüíûõ ñòðàòåãèé Í.Í. Êðàñîâñêîãî. Â [93,94,201℄ ðàçðàáîòàíà ñõå-

ìà "ýëëèïñîèäàëüíîãî ñèíòåçà". Â äàííîé ãëàâå ðàçðàáàòûâàþòñÿ êîí-

ñòðóêòèâíûå ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà, ïðè êîòîðûõ âìåñòî òðóáêè

W(�) èñïîëüçóþòñÿ ñåìåéñòâà ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ îöåíîê. Â �13 äà-

åòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñèíòåçà. Â �14 ââåäåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ îöåíîê
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äëÿ òðóáêè ðàçðåøèìîñòè, äàþùèõ âíåøíèå îöåíêè ìíîæåñòâ òåõ ïîçè-

öèé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à ñèíòåçà ðàçðåøèìà. Â �15 ââåäåíû ñåìåéñòâà

âíóòðåííèõ ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ îöåíîê � îöåíîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óïîìÿíóòîìó óðàâíåíèþ èíòåãðàëüíîé âîðîíêè. Ýâîëþöèÿ âíåøíèõ è

âíóòðåííèõ îöåíîê îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìàìè ÎÄÓ, ãäå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

èëè ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ (ìàòðèöà èëè ìàòðè÷íàÿ �óíê-

öèÿ), îïðåäåëÿþùèõ ñåìåéñòâî. Âíóòðåííèå îöåíêè, ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàë-

ëåëåïèïåäîçíà÷íûìè òðóáêàìè ðàçðåøèìîñòè, ïîçâîëÿþò íàõîäèòü äî-

ïóñòèìûå ñèíòåçèðóþùèå ñòðàòåãèè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íà îñíîâå ðå-

øåíèÿ ñïåöè�è÷åñêîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ìèíè-

ìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íà åäèíè÷íîì êóáå). Äëÿ ïåðâîé çàäà÷è

îáà ñåìåéñòâà îáåñïå÷èâàþò òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ òðóáêè ðàçðåøèìî-

ñòè (÷åðåç îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ èëè îáúåäèíåíèÿ îöåíîê), à âíåøíèå

îöåíêè ÿâëÿþòñÿ êàñàþùèìèñÿ. Âûâåäåíî íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëü-

íîå âêëþ÷åíèå, âñå ðåøåíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþò íåâûðîæäåííûå ïà-

ðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå âíóòðåííèå îöåíêè. Â �16 îáñóæäàþòñÿ ðåçóëü-

òàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ, àíàëîãè÷íûõ ðàññìîòðåííûì â

[201℄.

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ

ñîñòîÿíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè "ãåîìåòðè÷åñêèõ" îãðàíè÷åíè-

ÿõ íà íåîïðåäåëåííûå âõîäíûå ïàðàìåòðû. Çàäà÷àì îöåíèâàíèÿ â ñè-

ñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ïîñâÿùåí îáøèðíûé ïîòîê ïó-

áëèêàöèé. Íàèáîëåå áëèçêèì âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ âû÷èñëåíèåì ìíî-

æåñòâ äîñòèæèìîñòè è èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé ïàðàáîëè÷åñêèõ ñè-

ñòåì ïðè "ãåîìåòðè÷åñêèõ" îãðàíè÷åíèÿõ, ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáî-

òû [92, 105, 198℄. Â �17 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è äëÿ àïïðîêñèìàöèè

èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è, ââîäÿòñÿ (ïó-

òåì äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ èëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìà-

öèé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ

êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì. Â �18 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñãóùåíèè ñåòêè èìååò
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ìåñòî ñõîäèìîñòü ê íóëþ õàóñäîð�îâà ïîëóðàññòîÿíèÿ ìåæäó èñêîìûì

ìíîæåñòâîì è ìíîæåñòâîì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ âîñïîëíåíèé ðåøåíèé

àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷. Ñõîäèìîñòü ê íóëþ âòîðîãî ïîëóðàññòîÿíèÿ

äîêàçàíà ïðè äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ

ãëàäêîñòüþ �óíêöèé, çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ. Âòîðîå ñâÿçàíî ñ êîððåêò-

íîñòüþ çàäà÷è. Îíî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ëèáî â ñëó÷àå ñèëüíîé íà-

áëþäàåìîñòè ñèñòåìû [198℄ ïðè îòñóòñòâèè âîçìóùåíèé â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (÷òî ýêâèâàëåíòíî [136℄ òàê íàçûâàåìîé

íåïðåðûâíîé íàáëþäàåìîñòè [181℄), ëèáî ïðè ïðåäïîëîæåíèè î ðåãó-

ëÿðíîñòè ñèãíàëà [198℄. Óñòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Àíàëîãè÷íûå

ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Â �19 îáñóæäà-

þòñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ îöåíîê ðå-

øåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ äëÿ íàõîæäåíèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ

îöåíîê èñêîìîãî ìíîæåñòâà. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî �îðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ñåìåéñòâà âíåøíèõ êàñàþùèõñÿ îöåíîê ÌÄ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì èç �7

ïðèâîäÿò â äàííîì ñëó÷àå ê íåóñòîé÷èâîé ðàçíîñòíîé ñõåìå. Ïðåäëà-

ãàþòñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ äâóõ âíåøíèõ îöåíîê è îäíîé âíóòðåííåé.

Ýòè ñïîñîáû, ââèäó èõ ïðîñòîòû, ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ïàðàëëåëåïèïåäî-

çíà÷íûå îöåíêè ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî âûñîêîé

ðàçìåðíîñòè (â ìîäåëüíîì ïðèìåðå n = 199, N = 5(n+1)).

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àïïðîêñèìàöèè ÌÄ ëèíåéíûõ ìíîãîøàãî-

âûõ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíûìè íåêâàäðàòè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâ-

ëåíèå è íåîïðåäåëåííîñòüþ â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû ñ

�àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Â �20 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ââîäÿòñÿ

ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X [k℄ è Z[k℄ â èñõîäíîì è â "ðàñøèðåííîì"

�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, âêëþ÷àþùåì êîîðäèíàòó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò

òåêóùåìó çàïàñó óïðàâëåíèÿ. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà Z[k℄ (â îòëè-

÷èå îò X [k℄) îáëàäàþò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì. Ïðèâåäåíû òî÷íûå

îïèñàíèÿ ÌÄ è, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ

íàõîæäåíèÿ X [k℄ (â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ÔÎ) è Z[k℄. Ñòàòè÷åñêîå îïè-
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ñàíèå X [k℄ èç íà÷àëà êîîðäèíàò äëÿ àâòîíîìíûõ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì

(áåç ÔÎ) ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì èçâåñòíî èç [138℄. Íàéäåíû äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå äëÿ ìíîæåñòâ Z[k℄ íåâîçðàñòàíèå ñå÷å-

íèé è âûïóêëîñòü. Â �21 äëÿ ìíîæåñòâ X [k℄ ââåäåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ

è âíóòðåííèõ ïàðàëëåëåïèïåäî-(èíîãäà ïàðàëëåëîòîïî-)çíà÷íûõ îöåíîê

P

�

[k℄, îáåñïå÷èâàþùèå òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (0.1),(0.2). Äëÿ ñëó÷àÿ áåç

ÔÎ âî ââåäåííûõ ñåìåéñòâàõ âûäåëåíû òóãèå è êàñàþùèåñÿ îöåíêè. Ïî-

ñòðîåíèå âíåøíèõ (âíóòðåííèõ) îöåíîê ïðè íàëè÷èè ÔÎ â âèäå ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ (ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîñ) ñâîäèòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ

ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ÌÄ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì áåç ÔÎ (ñîîòâåò-

ñòâåííî, ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå). Â �22 äëÿ

ÌÄ Z[k℄, îòâå÷àþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, èñõîäíûì ñèñòåìàì áåç ÔÎ, ñ

ÔÎ â âèäå ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ñ ÔÎ â âèäå ïîëîñ ââåäåíû òðè ñåìåé-

ñòâà âíåøíèõ îöåíîê â âèäå ïîëèòîïîâ �; âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå ñîîò-

íîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ýòèõ îöåíîê. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ÔÎ

â èñõîäíîé ñèñòåìå äîêàçàíî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Z[k℄ â âèäå ïåðåñå-

÷åíèÿ âíåøíèõ îöåíîê. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê òàêîãî òèïà íàéäåíû

ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå îöåíêè ìíîæåñòâ X [k℄ è óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè

îòñóòñòâèè ÔÎ ïîëó÷àåìîå ïðè ýòîì ñåìåéñòâî ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì

â �21 ñåìåéñòâîì êàñàþùèõñÿ îöåíîê. Êîíñòðóêöèè, îïèñàííûå â �� 21

è 22, ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.

Â Ïðèëîæåíèè A ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû èç

îáëàñòè ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè ìàòðèö è âûïóêëîãî àíàëèçà, à òàêæå

íåêîòîðûå èçâåñòíûå �àêòû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå

îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé. Â Ïðèëîæåíèè B ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê îñíîâíûõ

�óíêöèé ïàêåòà ïðîãðàìì BOXES äëÿ ñèñòåìû MATLAB. Â Ïðèëîæå-

íèè C ñîáðàíû âñå ðèñóíêè.

Ôîðìóëû, ëåììû, òåîðåìû è ò.ä. èìåþò â ðàáîòå äâîéíóþ íóìåðàöèþ

� ïàðàãðà� è íîìåð âíóòðè ïàðàãðà�à. Òàêàÿ æå íóìåðàöèÿ ïðèíÿòà

äëÿ ðèñóíêîâ (ãäå ïåðâûé íîìåð îáîçíà÷àåò ïàðàãðà�, ê êîòîðîìó ðèñó-
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íîê îòíîñèòñÿ), õîòÿ ñàìè îíè âûíåñåíû â Ïðèëîæåíèå C.

�àçðàáîòêà ìåòîäîâ, îïèñàííûõ â äèññåðòàöèè, áûëà ïîääåðæàíà

ãðàíòàìè �ÔÔÈ 94-01-00803, 96-01-00050, 97-01-01003, 97-01-00672, 00-

01-00369 è 03-01-00528. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû â äî-

êëàäàõ (óêàçàíî â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå) íà V Êîí�åðåíöèè "Òðàíñ-

ïüþòåðíûå ñèñòåìû è èõ ïðèìåíåíèå", Äîìîäåäîâî, 1995; II � III Inter-

national Workshops "Beam Dynami
s & Optimization" (BDO-95, BDO-96),

Ñ.-Ïåòåðáóðã, 1995, 1996; IMACS Multi
onferen
e "Computational Engi-

neering in Systems Appli
ations" (CESA'96), Ëèëëü, Ôðàíöèÿ, 1996; 11

� 12 Ìåæäóíàðîäíûõ ñîâåùàíèÿõ ïî èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêå, Íîâî-

ñèáèðñê, 1996, Êðàñíîÿðñê, 1997; 13th International Symposium on the

Mathemati
al Theory of Networks and Systems (MTNS-98), Ïàäóÿ, Èòà-

ëèÿ, 1998; Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "�àñïðåäåëåííûå ñèñòåìû: Îï-

òèìèçàöèÿ è ïðèëîæåíèÿ â ýêîíîìèêå è íàóêàõ îá îêðóæàþùåé ñðåäå"

(DSO'2000), Åêàòåðèíáóðã, 2000; Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "Äè��å-

ðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè", ×å-

ëÿáèíñê, 2002; þáèëåéíîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 10-ëåòèþ �ÔÔÈ,

Ìîñêâà, 2002; 4th International Conferen
e "Tools for Mathemati
al Mod-

elling" (MathTolls'2003), Ñ.-Ïåòåðáóðã, 2003, è äîêëàäûâàëèñü íà ñîâìåñò-

íûõ ñåìèíàðàõ "Ñèñòåìíûé àíàëèç è ñîïðÿæåííûå óðàâíåíèÿ" êà�åäðû

ñèñòåìíîãî àíàëèçà �àêóëüòåòà ÂÌÊ Ì�Ó èì.Ëîìîíîñîâà è Èíñòèòóòà

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �ÀÍ (ðóêîâîäèòåëè ñåìèíàðà � àêàäåìèê

�ÀÍ À.Á.Êóðæàíñêèé è àêàäåìèê �ÀÍ �.È.Ìàð÷óê), ñåìèíàðàõ Èíñòè-

òóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè îïóáëèêîâàíû â 20 ðàáîòàõ [64�74, 149, 186�193℄. Ñòàòüè [61�63℄

ïðèìûêàþò ê âîïðîñàì, çàòðîíóòûì â äèññåðòàöèè, íî íå âîøëè â íåå.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü àêàäåìèêó �ÀÍ Àëåêñàí-

äðó Áîðèñîâè÷ó Êóðæàíñêîìó çà ïðèâëå÷åíèå åå âíèìàíèÿ ê òåìå äèñ-

ñåðòàöèè, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, öåííûå ñîâåòû è ïîääåðæêó.
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�ëàâà I

"Ïîëèýäðàëüíîå èñ÷èñëåíèå"

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà "ïîëèýäðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ" � òåõíèêå

ðàáîòû ñ ìíîæåñòâàìè â ðàìêàõ âûáðàííîãî êëàññà îáëàñòåé � ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ (è èíîãäà áîëåå øèðîêîãî êëàññà � ïàðàëëåëîòîïîâ), ðàçðàáà-

òûâàåìîé ñ öåëüþ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèýä-

ðàëüíûõ (ïàðàëëåëåïèïåäî- èëè ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ) àïïðîêñèìàöèé

òðóáîê òðàåêòîðèé â çàäà÷àõ ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ è îöåíèâà-

íèÿ. Èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ïàðàëëåëåïèïåäàìè (ãåîìåòðè-

÷åñêèå ñóììà è ðàçíîñòü, ïåðåñå÷åíèå, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îáúåäèíåíèÿ)

è ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäî- è ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ âíåø-

íèõ è âíóòðåííèõ àïïðîêñèìàöèé ðåçóëüòèðóþùèõ ìíîæåñòâ.

�àçðàáàòûâàåìîå "ïîëèýäðàëüíîå èñ÷èñëåíèå" â íåêîòîðîé ñòåïåíè

ïîäîáíî ðàçâèòîìó â [201℄ ýëëèïñîèäàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ, à òàêæå ìî-

æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðîå ðàçâèòèå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.

Îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå øèðîêîãî êðóãà çà-

äà÷, ÷åì ðàññìîòðåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå (â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷ èäåí-

òè�èêàöèè). Â ýòîì ñìûñëå ñîäåðæàíèå ãëàâû èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå

çíà÷åíèå. Ïî îòíîøåíèþ êî âñåé ðàáîòå ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé

õàðàêòåð, òàê êàê ñîäåðæèò �àêòû ("êèðïè÷èêè"), èñïîëüçóåìûå äàëåå

äëÿ ðåøåíèÿ âûáðàííûõ ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷.

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ìîòèâàöèè ââîäèìûõ êîíñòðóêöèé â ãëàâó âêëþ÷åí

� 1, ãäå íà ïðèìåðå ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì äàíû ïîñòàíîâêè íåêîòîðûõ
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çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíè-

åì òðóáîê òðàåêòîðèé.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ãëàâû îñíîâàíî, â îñíîâíîì, íà ðåçóëüòàòàõ ðà-

áîò [65, 67, 68, 71, 72, 188,191,192℄.

1 Ìîòèâàöèÿ: ïîñòàíîâêà íåêîòîðûõ çàäà÷ óïðàâ-

ëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ è ïîëèýäðàëüíûå àïïðîêñèìà-

öèè òðóáîê òðàåêòîðèé äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ìíîãîøàãîâóþ ñèñòåìó

x[k℄ = A[k℄x[k � 1℄ + w[k℄; k = 1; : : : ; N: (1.1)

Çäåñü x[k℄ 2 IR

n

� âåêòîð �àçîâûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû, A[k℄ � èçâåñò-

íûå ìàòðèöû, à íåèçâåñòíûå çàðàíåå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x[0℄ 2 IR

n

è

âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ w[k℄ 2 IR

n

ñòåñíåíû îãðàíè÷åíèÿìè

x[0℄ 2 X

0

; w[k℄ 2 R[k℄; k = 1; : : : ; N; (1.2)

ãäå X

0

, R[k℄ 2 
onv IR

n

� çàäàííûå âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà.

Ìîãóò áûòü çàäàíû òàêæå �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ (ÔÎ)

x[k℄ 2 Y [k℄; k = 1; : : : ; N; (1.3)

(ãäå Y [j℄ � âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà), êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ìî-

ãóò ïîðîæäàòüñÿ óðàâíåíèåì èçìåðåíèé ñ íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè÷åííîé

ïîìåõîé [75℄

y[k℄ = G[k℄x[k℄ + �[k℄; (1.4)

�[k℄ 2 �[k℄ � IR

m

; k = 1; : : : ; N; (1.5)

ãäå G[k℄ � çàäàííûå m� n-ìàòðèöû ðàíãà m, �[k℄ 2 
onv IR

m

� èçâåñò-

íûå ìíîæåñòâà, y[k℄ � äàííûå èçìåðåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1 [103, 155, 201℄ Ìíîæåñòâîì (îáëàñòüþ) äîñòè-

æèìîñòè (ÌÄ) X [j℄ = X (j; 0;X

0

) ñèñòåìû (1.1), (1.2) ((1.1) � (1.3))
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íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òåõ òî÷åê x 2 IR

n

, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà {x[0℄; w[�℄g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1.2), ÷òî ïîðîæäà-

åìîå åþ â ñèëó (1.1) ðåøåíèå x[�℄ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x[j℄ = x (è (1.3)

äëÿ k = 1; : : : ; j). Ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ X [j℄, j = 1; : : : ; N , èçâåñòíà

êàê òðóáêà òðàåêòîðèé X [�℄ èëè òðóáêà äîñòèæèìîñòè, à ïðè íàëè-

÷èè îãðàíè÷åíèé (1.3) � êàê òðóáêà âûæèâàþùèõ òðàåêòîðèé [201℄.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ w[�℄ � óïðàâëÿþùèå, òî

X [j℄ îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûå óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ìîæ-

íî ïåðåâåñòè èç X

0

çà j øàãîâ (íå íàðóøàÿ �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé ïðè

k = 1; : : : ; j). Åñëè æå w[�℄ � íåèçâåñòíûå çàðàíåå âîçìóùåíèÿ, òî X [j℄

äëÿ ñèñòåìû (1.1), (1.2) õàðàêòåðèçóåò òó îáëàñòü, â êîòîðóþ ìîæåò ïî-

ïàñòü ñèñòåìà ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèé. Åñëè ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ

(1.3) ïîðîæäàþòñÿ èçìåðåíèÿìè, òî X [j℄ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ñîñòîÿ-

íèé, ñîâìåñòèìûõ ñ äàííûìè èçìåðåíèé è àïðèîðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè,

è èçâåñòíû êàê èí�îðìàöèîííûå îáëàñòè [75℄.

Îïðåäåëåíèå 1.2 [51, 75℄ Èí�îðìàöèîííîé îáëàñòüþ X [j℄ ñèñòå-

ìû (1.1), ñîâìåñòèìîé â ìîìåíò j ñ ðåàëèçàöèåé y[k℄, k = 1; : : : ; j, è ñ

àïðèîðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (1.2), (1.5), íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî-

÷åê x 2 IR

n

, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðîéêà {x[0℄

�

;

w

�

[�℄; �

�

[�℄g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1.2) è (1.5) ïðè k = 1; : : : ; j, ÷òî ïîðî-

æäàåìûå åþ â ñèëó óðàâíåíèé (1.1) è (1.4) ðåøåíèå x

�

[�℄ è ñèãíàë y

�

[�℄

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì x

�

[j℄ = x, y

�

[k℄ = y[k℄, k = 1; : : : ; j. Èí�îðìà-

öèîííàÿ îáëàñòü X [j℄ äàåò ðåøåíèå çàäà÷è ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâà-

íèÿ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñîñòîÿíèÿ x[j℄ ïî äàííûì

íàáëþäåíèé y[k℄, k = 1; : : : ; j, è àïðèîðíîé èí�îðìàöèè (1.2), (1.5).

Èçâåñòíî [51, 75, 155℄, ÷òî ÌÄ îáëàäàþò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì

X (k; 0;X

0

) = X (k; j;X (j; 0;X

0

)); 0 � j � k � N; (1.6)

è ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

X

0

[k℄ = A[k℄X [k � 1℄ +R[k℄;

X [k℄ = X

0

[k℄

T

Y [k℄; k = 1; : : : ; N; X [0℄ = X

0

:

(1.7)
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Ïðè îòñóòñòâèè ÔÎ ïîëàãàåì Y [k℄ = IR

n

, òàê ÷òî X [k℄ � X

0

[k℄.

Èçâåñòíû ìåòîäû, ðåàëèçóþùèå ïðîöåäóðó (1.7) â âèäå àëãîðèòìîâ

(ñì., íàïðèìåð, [103, 170℄). Îäíàêî îñóùåñòâëåíèå åå â ñëó÷àå áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè n ìîæåò ïîòðåáîâàòü äîâîëüíî áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëå-

íèé. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì

Ïðåäïîëîæåíèå 1.1 A[k℄ 2 M

n�n

0

, k = 1; : : : ; N , ãäå M

n�n

0

� ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ íåîñîáûõ ìàòðèö èç IR

n�n

.

È áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X

0

, R[k℄ ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäàìè

X

0

=P(p

0

; P

0

; �

0

)

4

=P(r[0℄; R[0℄; �[0℄); R[k℄=P(r[k℄; R[k℄; �[k℄); (1.8)

à ìíîæåñòâà Y [k℄ â îãðàíè÷åíèÿõ (1.3) � ïàðàëëåëåïèïåäàìè

Y [k℄ = P(q[k℄; Q[k℄; �[k℄); (1.9)

èëè ïîëîñàìè

Y [k℄ = S(
[k℄; S [k℄; �[k℄;m[k℄): (1.10)

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ïàðàëëåëåïèïåäîì P(p; P ; �) â IR

n

íàçûâàåì ìíî-

æåñòâî

P = P(p; P ; �) = fxj x = p+

n

X

i=1

p

i

�

i

�

i

; j�

i

j � 1; i = 1; : : : ; ng; (1.11)

ãäå p 2 IR

n

; ìàòðèöà P = fp

i

j

g = fp

1

� � � p

n

g 2 M

n�n

�

, M

n�n

�

= fP j

detP 6= 0; kp

i

k = 1g � ìíîæåñòâî âñåõ íåîñîáûõ n�n-ìàòðèö ñî ñòîëá-

öàìè åäèíè÷íîé äëèíû

1

, � 2 IR

n

, ïðè÷åì âñå �

i

� 0. Ìîæíî ñêàçàòü,

÷òî p çàäàåò öåíòð ïàðàëëåëåïèïåäà, p

i

� "íàïðàâëåíèÿ", à �

i

� âåëè÷è-

íû åãî "ïîëóîñåé"; ìàòðèöà P îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ ïàðàëëåëåïèïåäà.

Íàçûâàåì ïàðàëëåëåïèïåä íåâûðîæäåííûì, åñëè âñå �

i

> 0.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Ïîëîñîé S = S(
; S; �;m) íàçûâàåì ïåðåñå÷åíèå

m (1 � m � n) ãèïåðïîëîñ �

i

:

S = S(
; S; �;m) =

m

\

i=1

�

i

; �

i

= �(


i

; s

i

; �

i

) = fxj j(x; s

i

)� 


i

j � �

i

g;

1

Óñëîâèå kp

i

k = 1 íåñóùåñòâåííî è ìîæåò áûòü îïóùåíî; îíî, â ÷àñòíîñòè, îáåñïå÷èâàåò åäèí-

ñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ñ íåíóëåâûìè âåëè÷èíàìè ïîëóîñåé.
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ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè s

i

2 IR

n

, ks

i

k = 1

2

. Çäåñü 
 2 IR

m

� âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè 


i

, S = fs

i

j

g = fs

1

� � � s

m

g � n � m-ìàòðèöà

ðàíãà m ñî ñòîëáöàìè s

i

, � 2 IR

m

, âñå �

i

� 0. Âåêòîðû �s

i

îïðåäåëÿþò

íîðìàëè ê ãèïåðïëîñêîñòÿì, îãðàíè÷èâàþùèì ãèïåðïîëîñó �

i

.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîæåñòâà X [k℄ ïàðàëëåëåïèïåäàìè,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ. Áóäåì èñêàòü âíåøíèå P

+

[�℄ è âíóòðåííèå

P

�

[�℄ ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå îöåíêè äëÿ X [�℄:

P

�

[k℄ � X [k℄ � P

+

[k℄; P

�

[k℄ = P(p

�

[k℄; P

�

[k℄; �

�

[k℄); (1.12)

îáëàäàþùèå ïîëóãðóïïîâûì [201℄ è ýâîëþöèîííûì [155℄ ñâîéñòâàìè, ÿâ-

ëÿþùèìèñÿ àíàëîãàìè ñîîòíîøåíèé (1.6). Êàê áóäåò âèäíî íèæå, îöåí-

êè P

�

[k℄ ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíû-

ìè óñëîâèÿìè P

�

[0℄, òàê ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ìíîæåñòâàìè äîñòèæèìî-

ñòè ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ P

�

[k℄

4

= P

�

(k; 0;P

�

[0℄), ãäå ñèìâîëàìè

P

�

(k; i;P

�

i

) îáîçíà÷àåì çíà÷åíèÿ ðåøåíèé óïîìÿíóòûõ óðàâíåíèé â ìî-

ìåíò k ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P

�

[i℄ = P

�

i

.

Îïðåäåëåíèå 1.5 [93, 201℄ �îâîðÿò, ÷òî îöåíêè P

+

[k℄ = P

+

(k; 0;

P

+

[0℄) è P

�

[k℄ = P

�

(k; 0;P

�

[0℄) îáëàäàþò "âåðõíèì" è "íèæíèì" ïî-

ëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, åñëè

P

+

(k; 0;P

+

[0℄) = P

+

(k; j;P

+

(j; 0;P

+

[0℄)); 0 � j � k � N;

X

0

� P

+

[0℄;

(1.13)

P

�

(k; 0;P

�

[0℄) = P

�

(k; j;P

�

(j; 0;P

�

[0℄)); 0 � j � k � N;

P

�

[0℄ � X

0

:

(1.14)

Îïðåäåëåíèå 1.6 [155℄ �îâîðÿò, ÷òî îöåíêè P

+

[k℄ è P

�

[k℄ îáëàäàþò

ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì, åñëè

X (k; k � 1;P

+

[k � 1℄) � P

+

[k℄; k = 1; : : : ; N ; X

0

� P

+

[0℄; (1.15)

P

�

[k℄ � X (k; k � 1;P

�

[k � 1℄); k = 1; : : : ; N ; P

�

[0℄ � X

0

(1.16)

2

Óñëîâèå ks

i

k = 1 ìîæåò áûòü îïóùåíî.
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(îíè íàçûâàþòñÿ åùå ìíîæåñòâàìè ñóïåð- è ñóáäîñòèæèìîñòè).

Èçâåñòíî, ÷òî ñâîéñòâà (1.15), (1.16) ýêâèâàëåíòíû ñîîòíîøåíèÿì

X (k; j;P

+

[j℄) � P

+

[k℄; 0 � j � k � N ; X

0

� P

+

[0℄; (1.17)

P

�

[k℄ � X (k; j;P

�

[j℄); 0 � j � k � N ; P

�

[0℄ � X

0

(1.18)

è îáåñïå÷èâàþò âêëþ÷åíèÿ (1.12).

Íàøà öåëü ñîñòîèò íå òîëüêî â òîì, ÷òîáû íàéòè êàêèå-ëèáî âíåøíèå

P

+

[�℄ è âíóòðåííèå P

�

[�℄ ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå îöåíêè äëÿ X [�℄, îáëà-

äàþùèå óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, íî ââåñòè íåêîòîðûå ñåìåéñòâà òàêèõ

òðóáîê, îáåñïå÷èâàþùèå òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

X [k℄ =

\

P

+

[k℄; (1.19)

X [k℄ =

[

P

�

[k℄ (1.20)

ïîñðåäñòâîì îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ è îáúåäèíåíèÿ âíóòðåííèõ

îöåíîê. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäàÿ êîíêðåòíàÿ òðóáêà íàõîäè-

ëàñü ñ ïîìîùüþ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ.

Èíîãäà âíóòðåííèå îöåíêè óäîáíåå èñêàòü â âèäå ïàðàëëåëîòîïîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.7 Ïàðàëëåëîòîïîì P [p;

�

P ℄ íàçûâàåì ìíîæåñòâî

P = P [p;

�

P ℄ = fxj x = p+

r

X

i=1

�p

i

�

i

; j�

i

j � 1; i = 1; : : : ; rg;

ãäå p 2 IR

n

, r � n, à ìàòðèöà

�

P = f�p

i

g 2 IR

n�r

ìîæåò áûòü îñîáîé. Òàêèì

îáðàçîì, p îïðåäåëÿåò öåíòð ïàðàëëåëîòîïà, à ìàòðèöà

�

P � åãî �îðìó.

Íàçûâàåì ïàðàëëåëîòîï P íåâûðîæäåííûì, åñëè r = n è det

�

P 6= 0.

Îöåíêè æåëàòåëüíî ñòðîèòü òàê, ÷òîáû îíè áûëè "êàê ìîæíî áëèæå"

ê ìíîæåñòâàì äîñòèæèìîñòè, íàïðèìåð, áûëè "òóãèìè", "êàñàþùèìèñÿ"

èëè íåóëó÷øàåìûìè ïî âêëþ÷åíèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.8 [202, 203℄ Íàçûâàåì âíåøíþþ (âíóòðåííþþ)

îöåíêó P ìíîæåñòâà Q � IR

n

òóãîé (â íàïðàâëåíèè l), åñëè P � Q

(P � Q) è ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð l 2 IR

n

, ÷òî �(�ljP ) = �(�ljQ), ãäå

�(ljQ) = supf(x; l)j x 2 Qg � îïîðíàÿ �óíêöèÿ Q.
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Îïðåäåëåíèå 1.9 Íàçîâåì P = P(p; P ; �) âíåøíèì êàñàþùèìñÿ

ïàðàëëåëåïèïåäîì äëÿ Q � IR

n

, åñëè Q � P è

�(�p

?i

jP ) = �(�p

?i

jQ); i = 1; : : : ; n; èëè, ýêâèâàëåíòíî,

�(�(P

�1

)

>

e

i

jP ) = �(�(P

�1

)

>

e

i

jQ); i = 1; : : : ; n;

(1.21)

ãäå fp

?i

g

n

i=1

� ñèñòåìà âåêòîðîâ, áèîðòîãîíàëüíûõ ê fp

i

g

n

i=1

, òî åñòü

(p

?i

; p

j

) = 0, j = 1; : : : ; n, j 6= i; (p

?i

; p

i

) > 0; kp

?i

k = 1 (i = 1; : : : ; n)

3

;

e

i

= (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)

>

2 IR

n

� i-é åäèíè÷íûé îðò â IR

n

.

Òàêèì îáðàçîì, êàñàþùèéñÿ ïàðàëëåëåïèïåä ÿâëÿåòñÿ òóãîé îöåíêîé

â íàïðàâëåíèè n âåêòîðîâ, âûáðàííûõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. �åîìåòðè-

÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèé (1.21) ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ãèïåðïëîñêîñòè,

â êîòîðûõ ëåæàò (n� 1)-ãðàíè íåâûðîæäåííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P , ÿâ-

ëÿþòñÿ îïîðàìè [129℄ è äëÿ ìíîæåñòâà Q.

Îïðåäåëåíèå 1.10 [201℄ Ïàðàëëåëåïèïåä P íàçûâàåì ìèíèìàëü-

íîé ïî âêëþ÷åíèþ âíåøíåé îöåíêîé äëÿ Q, åñëè óñëîâèå Q �

~

P � P

äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

~

P âëå÷åò

~

P = P

4

; ìàêñèìàëüíûå ïî

âêëþ÷åíèþ âíóòðåííèå îöåíêè îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ê îöåíêàì ìîãóò ïðåäúÿâëÿòüñÿ è äðóãèå òðåáîâàíèÿ, íàïðèìåð, îð-

òîãîíàëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 1.11 Ïàðàëëåëåïèïåä P(p; P ; �) íàçûâàåì îðòîãî-

íàëüíûì, åñëè åãî ìàòðèöà îðèåíòàöèè îðòîãîíàëüíà, òî åñòü P

>

P=I).

×èñëî ýëåìåíòîâ â ñåìåéñòâàõ (1.19), (1.20) ìîæåò îêàçàòüñÿ äîâîëüíî

áîëüøèì èëè äàæå áåñêîíå÷íûì. Îãðàíè÷èâàÿñü êàêèì-ëèáî êîíå÷íûì

ïîäìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì âíåøíèå è âíóòðåííèå àïïðîêñè-

ìàöèè èñêîìûõ ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îöåíêè íà-

õîäÿòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ ïàðàë-

ëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Çàäàâøèñü êàêèì-ëèáî êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè

è âûäåëèâ â ñåìåéñòâå îöåíîê ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò, ïîëó÷àåì àï-

3

Ñèñòåìà âåêòîðîâ fp

?i

g

n

i=1

, áèîðòîãîíàëüíûõ ê fp

i

g

n

i=1

, îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

4

Åñëè íà ìíîæåñòâå îöåíîê îïðåäåëèòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ïðè ïîìîùè îòíîøåíèÿ âêëþ÷å-

íèÿ, òî ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ îöåíêè îòâå÷àþò íåäîìèíèðóåìûì (îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî)

ýëåìåíòàì.

33



ïðîêñèìàöèþ X [�℄ ïðè ïîìîùè îïòèìàëüíîé (â âûáðàííîì ñìûñëå) ïà-

ðàëëåëåïèïåäîçíà÷íîé òðóáêè.

Êàê ñëåäóåò èç �îðìóë (1.7), ïîñòðîåíèå ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ

îöåíîê òðóáîê òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì îñíîâûâàåòñÿ íà

âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé íàä ïàðàëëåëåïèïåäàìè: à�èííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììû, ïåðåñå÷åíèÿ

5

. �åçóëüòàò òàêîé

îïåðàöèè ìîæåò íå áûòü ïàðàëëåëåïèïåäîì, è â ýòîì ñëó÷àå àïïðîê-

ñèìèðóåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäàìè ñíàðóæè è èçíóòðè. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü

ãëàâû I ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ óïîìÿíóòûõ îïåðàöèé è ðàçðàáîòêå

òåõíèêè ðàáîòû ñ ìíîæåñòâàìè â ðàìêàõ âûáðàííîãî êëàññà îáëàñòåé.

Îòìåòèì åùå ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âî ìíîãèõ

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îãðàíè÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíî çàäàþòñÿ ñîîòíîøå-

íèÿìè (1.8) � (1.10). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàìåíÿÿ, â îáùåì ñëó÷àå, ìíî-

æåñòâà X

0

, R[k℄, Y [k℄ èõ âíåøíèìè (âíóòðåííèìè) îöåíêàìè óêàçàííîãî

âèäà, è ïðèìåíÿÿ ðàçðàáîòàííóþ äëÿ ñèñòåì (1.1) � (1.3), (1.8) � (1.10)

òåõíèêó ïîëèýäðàëüíîãî îöåíèâàíèÿ, ìîæíî íàéòè âíåøíèå (âíóòðåí-

íèå) îöåíêè äëÿ ÌÄ èñõîäíûõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, ïîëüçóÿñü òåîðåìà-

ìè ñðàâíåíèÿ, ìîæíî àíàëîãè÷íî [155℄ íàõîäèòü ãðóáûå ïîëèýäðàëüíûå

îöåíêè äëÿ òðóáîê òðàåêòîðèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì.

2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ: ïàðàëëåëåïèïåäû, ïàðàëëåëî-

òîïû è ïîëîñû; îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè. Ïîëèýä-

ðàëüíûå îöåíêè äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ

Îòìåòèì ñíà÷àëà î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ïàðàëëåëî-

òîïîâ è ïîëîñ è ñâÿçè ìåæäó ýòèìè ïîíÿòèÿìè.

Ëåììà 2.1 Îïîðíûå �óíêöèè ïàðàëëåëåïèïåäà è ïàðàëëåëîòîïà âû-

÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì �(ljP(p; P; �))=(p; l)+

P

n

i=1

j(p

i

; l)j�

i

= (p; l) +

5

Â ãë. IV, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â ñèñòåìàõ ñ íåîïðåäå-

ëåííîñòüþ, ïîòðåáóåòñÿ åùå îïåðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè, à â ãë. VI � è äðóãèå îïåðàöèè.
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Abs (l

>

P )�; �(ljP [p;

�

P ℄) = (p; l) +

P

r

i=1

j(�p

i

; l)j = (p; l) + Abs (l

>

�

P )e.

Çäåñü ñèìâîëîì AbsA îáîçíà÷åíà ìàòðèöà àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû A = fa

j

i

g: AbsA = fja

j

i

jg; e = (1; 1; : : : ; 1)

>

.

Ëåììà 2.2 Ëþáîé ïàðàëëåëåïèïåä ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîòîïîì: P (p; P;

�) � P [p;

�

P ℄, ãäå

�

P = P diag �. Îáðàòíî, íåâûðîæäåííûé ïàðàëëåëîòîï

åñòü ïàðàëëåëåïèïåä ñ ïàðàìåòðàìè P =

�

P diag fk�p

i

k

�1

g, �

i

= k�p

i

k.

Çäåñü ñèìâîë diag � (èëè diag f�

i

g) îáîçíà÷àåò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó,

ýëåìåíòû äèàãîíàëè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè �

i

âåêòîðà �.

Ëåììà 2.3 Åñëè m = n, òî ïîëîñà S = S(
; S; �;m) ÿâëÿåòñÿ ïà-

ðàëëåëåïèïåäîì P = P(p; P ; �) ñ ïàðàìåòðàìè P = S

?

= S

�1

>

�

diag fkS

�1

>

e

i

k

�1

g, p = S

?

(S

>

S

?

)

�1


 = P diag f(e

i>

S

>

Pe

i

)

�1

g 
, � =

(S

>

S

?

)

�1

� = diag f(e

i>

S

>

Pe

i

)

�1

g�. Îáðàòíî, ïàðàëëåëåïèïåä P åñòü

ïîëîñà S ñ ïàðàìåòðàìè m = n, S = P

?

= P

�1

>

diag fkP

�1

>

e

i

k

�1

g,


 = (P

?

)

>

p = S

>

p, � = (P

?

)

>

P� = S

>

P�. Èëè, èíà÷å,

P = fxjx=p+Pdiag � �;Abs��eg = fxjAbs (P

�1

(x�p))��g

= fxj � (x; p

?i

)�� (p; p

?i

)+(p

i

; p

?i

)�

i

; i=1; : : : ; ng:

(2.1)

Çäåñü P

?

� ìàòðèöà, ñòîëáöû p

?i

êîòîðîé áèîðòîãîíàëüíû ñòîëáöàì P .

Ìàòðè÷íûå (âåêòîðíûå) íåðàâåíñòâà ïîíèìàåì ïîêîìïîíåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, äëÿ ïðèìåðà, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä P

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîëîñû S. Âêëþ÷åíèå P � S âûòåêàåò èç ëåììû 2.1.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü x

�

2 S, íî x

�

62 P .

�àçëîæèì x

�

� p ïî áàçèñó fp

i

g: x

�

= p +

P

n

i=1




i

p

i

. Óñëîâèå x

�

62 P

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå j 2 f1; : : : ; ng, ÷òî j


j

j > �

j

. Óìíîæàÿ

âûðàæåíèå äëÿ x

�

ñêàëÿðíî íà âåêòîðû �p

?i

, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ

ñ íåðàâåíñòâàìè, çàäàþùèìè âêëþ÷åíèå x

�

2 S. 2

Èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

P = P(p; P ; �) = P (P; 


(�)

; 


(+)

)

4

= fx j 


(�)

� P

�1

x � 


(+)

g; (2.2)
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ãäå ñâÿçü ìåæäó p, � è 


(�)

çàäàåòñÿ �îðìóëàìè




(�)

= P

�1

p� �; p = P (


(�)

+ 


(+)

)=2; � = (


(+)

� 


(�)

)=2; (2.3)

ïðè ýòîì




(�)

i

= ��(�P

�1

>

e

i

j P ); i = 1; : : : ; n: (2.4)

Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îöåíîê äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ëåììà 2.4 Ïóñòü ìíîæåñòâî Q 2 
onv IR

n

ñèììåòðè÷íî îòíîñè-

òåëüíî íóëÿ, òî åñòü Q = �Q. Òîãäà, åñëè Q � P(p; P ; �), òî

Q � P(0; P; �). È, íàîáîðîò, åñëè Q � P(p; P ; �), òî Q � P(0; P; �).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó [201, Ëåììà 2.1.4℄. 2

Êàê áûëî îòìå÷åíî â �1, íàì ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñî ñëåäóþùèìè

îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè íàä ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèÿ 2.1 [225℄ �åîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà (ñóììà Ìèíêîâñêî-

ãî) äâóõ ìíîæåñòâ X

k

� IR

n

, k = 1; 2, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

X

1

+ X

2

= fxj x = x

1

+ x

2

; x

k

2 X

k

; k = 1; 2g =

[

y2X

2

(X

1

+ y): (2.5)

�åîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü (ðàçíîñòü Ìèíêîâñêîãî) äâóõ ìíîæåñòâ

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

X

1

_

�X

2

= fx 2 IR

n

j x+ X

2

� X

1

g =

\

y2X

2

(X

1

� y): (2.6)

Ïåðåñå÷åíèå X

1

T

X

2

= fx 2 IR

n

j x 2 X

1

; x 2 X

2

g.

À�èííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà X � IR

n

, çàäàâàåìîå n � n-

ìàòðèöåé A è âåêòîðîì a 2 IR

n

: AX + a = fyj y = Ax+ a; x 2 Xg.

Ëåììà 2.5 AP [p;

�

P ℄+a=P [Ap+a;A

�

P ℄. Åñëè detA 6=0, òî AP (p; P; �)+

a=P (Ap+a;AP; �)=P (Ap+a;APB

�1

; B�), ãäå B=diag fkAp

i

kg.

�åçóëüòàò ñëîæåíèÿ äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëå-

ïèïåäà ñ ïîëîñîé ìîæåò íå áûòü ïàðàëëåëåïèïåäîì. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì

àïïðîêñèìèðîâàòü åãî ïàðàëëåëåïèïåäàìè ñíàðóæè è èçíóòðè.
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Ñðåäè ìíîæåñòâà âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ

îöåíîê ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì âûäåëèòü îöåíêè, îïòèìàëüíûå ïî îò-

íîøåíèþ ê âûáðàííîìó êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè �(P )=�(P(p; P ; �)).

Îò �óíêöèîíàëà � åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü [201, ñ.101℄, ÷òîáû

1) îí áûë îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ P(p; P ; �)

è ïðèíèìàë íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;

2) îáëàäàë ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âêëþ÷åíèþ:

�(P

(1)

) � �(P

(2)

), åñëè P

(1)

� P

(2)

.

Êàê èçâåñòíî, âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò �óíêöèî-

íàë îáúåìà �

vol

(P ) = volP , ãäå ñèìâîëîì volP ìû îáîçíà÷àåì çíà÷åíèå

íà ìíîæåñòâå X = P �óíêöèîíàëà îáúåìà vol

n

X , óäîâëåòâîðÿþùåãî

ñâîéñòâàì îáúåìà n-îáëàñòè, ïåðå÷èñëåííûì â [131, ñ.161℄

6

, ïðè÷åì â

ñëó÷àå vol

n

P = 0 ïðèìåì äîïîëíèòåëüíîå ñîãëàøåíèå. Äëÿ åãî �îð-

ìóëèðîâêè ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ

[131, ñ.159, 165℄.

Îïðåäåëåíèÿ 2.2 Ïàðàëëåëåïèïåä P = P(p; P ; �) íàçûâàåì l-ïà-

ðàëëåëåïèïåäîì, åñëè îí èìååò l íåíóëåâûõ ïîëóîñåé, òî åñòü �

i

> 0 äëÿ

i 2 I

1

= fi

1

; : : : ; i

l

g, �

i

= 0 äëÿ i 2 I

2

, I

1

S

I

2

= f1; : : : ; ng. Îòíîñèòåëü-

íûì îáúåìîì

7

l-ïàðàëëåëåïèïåäà P áóäåì íàçûâàòü �óíêöèîíàë

vol

l

P = 2

l

�

Y

k2I

1

�

k

�

�

detf(p

i

; p

j

)g

�

1=2

; i; j 2 I

1

; (2.7)

òî åñòü êâàäðàò îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà l-ïàðàëëåëåïèïåäà P ïðîïîðöè-

îíàëåí îïðåäåëèòåëþ �ðàììà äëÿ l âåêòîðîâ p

i

�

i

, i 2 I

1

.

Ïðè êàæäîì l, 1 � l � n, ýòîò �óíêöèîíàë îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâà-

ìè îáúåìà l-îáëàñòè (ïåðå÷èñëåííûìè â ñíîñêå íà ñ.37) è îáîèìè ñâîé-

6

Ñîãëàñíî [131, ñ.161℄, n-îáëàñòüþ ïðîñòðàíñòâà IR

n

íàçûâàþò îáëàñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, à m-

îáëàñòüþ ïðîñòðàíñòâà IR

n

� îáëàñòüm-ïîâåðõíîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Îáúåìîìm-îáëàñòè X íà-

çûâàþò ÷èñëîâóþ �óíêöèþ f(X ), äëÿ êîòîðîé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå f(X ) = vol

m

X ,

îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè: a) èíâàðèàíòíîñòüþ ïðè äâèæåíèÿõ (ò.å. à�èííûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé A): f(X ) = f(AX + a); b) àääèòèâíîñòüþ, ò.å. åñëè

m-îáëàñòü X ðàñïàäàåòñÿ íà m-îáëàñòè X

1

è X

2

, òî f(X ) = f(X

1

) + f(X

2

); 
) ïîçèòèâíîñòüþ, ò.å.

f(X ) > 0, åñëè X � m-îáëàñòü, è f(X ) = 0, åñëè X � l-îáëàñòü ïðè l < m.

7

Òåðìèí "îòíîñèòåëüíûé îáúåì" èñïîëüçîâàí çäåñü ïî àíàëîãèè ñ îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòüþ.
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ñòâàìè, ñ�îðìóëèðîâàííûìè âûøå äëÿ �(P ), åñëè â êà÷åñòâå P áðàòü

l-ïàðàëëåëåïèïåäû.

Îáúåì n-ïàðàëëåëåïèïåäà ìîæíî íàéòè òàêæå ïî �îðìóëå [30, ñ.216℄,

[131, ñ.166℄

volP = vol

n

P = 2

n

j detP j

n

Y

i=1

�

i

: (2.8)

Èñïîëüçîâàíèå ýòîé �îðìóëû äëÿ l-ïàðàëëåëåïèïåäà, ãäå l < n, äàåò

volP = vol

n

P = 0. Â äàëüíåéøåì, ñðàâíèâàÿ l

1

-ïàðàëëåëåïèïåä P

(1)

è l

2

-ïàðàëëåëåïèïåä P

(2)

ïî îáúåìó, áóäåì ñðàâíèâàòü èõ îòíîñèòåëü-

íûå îáúåìû, îïóñêàÿ äëÿ êðàòêîñòè ïðèëàãàòåëüíîå "îòíîñèòåëüíûé".

Òî÷íåå, óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî îáúåì P

(1)

ìåíüøå îáúåìà P

(2)

, è çàïè-

ñûâàòü ýòî êàê volP

(1)

< volP

(2)

, åñëè ëèáî l

1

< l

2

, ëèáî l

1

= l

2

= l è

vol

l

P

(1)

< vol

l

P

(2)

.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå �óíêöèîíàëû.

Ëåììà 2.6 Ñâîéñòâàìè 1) è 2) îáëàäàþò ñëåäóþùèå �óíêöèîíàëû,

îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå ïàðàëëåëåïèïåäîâ P = P(p; P ; �):

�

'

(P ) = maxf'(x� p)j x 2 Pg, ãäå '(x) : IR

n

! IR

1

� ïðîèçâîëüíàÿ

íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ;

�

h

(P ) = maxfkx� pk j x 2 Pg;

�

�

(P ) = maxfe

i

>

AbsP �j i = 1; : : : ; ng;

�

l

(P ) = �(ljP � p);

�

W

(P ) =

P

n

i=1

�(w

i

jP � p) � ñóììà çíà÷åíèé îïîðíîé �óíêöèè äëÿ

ïàðàëëåëåïèïåäà ñ öåíòðîì â íóëå íà âåêòîð-ñòîëáöàõ íåîñîáîé ìà-

òðèöû W (â ÷àñòíîñòè, �

I

(P ) =

P

n

i=1

e

i

>

AbsP �).

Íà êëàññå îðòîãîíàëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ �

h

(P ) = k�k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 1) î÷åâèäíî. Ïóñòü P

(1)

�

P

(2)

. Ïîñëå ñäâèãà íà âåêòîð�p

(1)

èìååì P(p

(1)

�p

(1)

; P

(1)

; �

(1)

) � P(p

(2)

�

p

(1)

; P

(2)

; �

(2)

), è â ñèëó ëåììû 2.4 P(0; P

(1)

; �

(1)

) � P(0; P

(2)

; �

(2)

). Ïî-

ýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòðû îáîèõ

ïàðàëëåëåïèïåäîâ ðàñïîëîæåíû â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà �

'

(P

(1)

) =
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maxf'(x)jx 2 P

(1)

g � maxf'(x)jx 2 P

(2)

g = �

'

(P

(2)

), òî åñòü �

'

îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì 2). Ôóíêöèîíàëû �

l

è �

W

� òàêîãî æå òèïà, à �

h

è �

�

ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè �

'

, êîãäà â êà÷åñòâå '(x) âçÿòû âåêòîð-

íûå íîðìû [101, ñ.190℄ h(x) = (x; x)

1=2

è �(x) = maxfjx

i

j ji = 1; : : : ; ng.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ëåììû 2.1 è

òîãî, ÷òî P

>

P = I. 2

À âîò �óíêöèîíàë �(P )=maxf�

i

j i=1; : : : ; ng äëÿ ñðàâíåíèÿ ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ íå ãîäèòñÿ, ò.ê. íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ-

÷åíèþ äàæå â êëàññå îðòîãîíàëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ýòî âèäíî íà

ïðîñòîì ïðèìåðå, ãäå â êà÷åñòâå P

(2)

âçÿò åäèíè÷íûé êóá, à P

(1)

åñòü

âûðîæäåííûé ïàðàëëåëåïèïåä, ñîâïàäàþùèé ñ äèàãîíàëüþ ýòîãî êóáà.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà îöåíîê

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ Q 2 
onv IR

n

è íà÷íåì ñ âíåøíèõ. Çà�èê-

ñèðóåì ìàòðèöó V 2M

n�n

�

è îïðåäåëèì ïàðàëëåëåïèïåä

P

+

V

(Q) = P(v; V; �) = S

+

V

(Q) = S(
; V

?

; �; n);

v = V ((V

?

)

>

V )

�1

s; 


i

= (�(v

?i

jQ)� �(�v

?i

jQ))=2;

� = ((V

?

)

>

V )

�1

�; �

i

= (�(v

?i

jQ) + �(�v

?i

jQ))=2:

(2.9)

Ëåììà 2.7 P

+

V

(Q) ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì êàñàþùèìñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì

äëÿ Q, ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè îöåíîê ñ äàííîé ìàòðèöåé

îðèåíòàöèè V . Êðîìå òîãî, Q =

T

fP

+

V

(Q)j V 2M

n�n

�

g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ (1.21) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íûìè âû÷èñëåíèÿìè. Âêëþ÷åíèå Q � P

+

V

(Q) è ïðåäñòàâëåíèå Q â âèäå

ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäóþò èç âûïóêëîñòè Q è (1.21). ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî

âêëþ÷åíèå Q � P = P(p; V; �) âëå÷åò P

+

V

� P , äîñòàòî÷íî, ââèäó ëåì-

ìû 2.3, ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ îïîðíûõ �óíêöèé ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

V

è P

íà âåêòîðàõ �v

?i

, i = 1; : : : ; n, è èñïîëüçîâàòü (1.21). 2

Çàìå÷àíèå 2.1 Ïðè �èêñèðîâàííîé ìàòðèöå V îöåíêà P

+

V

(Q) îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ, òî åñòü åñëè Q

1

;Q

2

� IR

n

� îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà è Q

1

� Q

2

, òî P

+

V

(Q

1

) � P

+

V

(Q

2

).
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Çàìå÷àíèå 2.2 Èíîãäà ïàðàìåòðû ïàðàëëåëåïèïåäà P

+

V

(Q) è ïî-

ëîñû S

+

V

(Q) óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå




i

= (�((V

�1

)

>

e

i

jQ)� �(�(V

�1

)

>

e

i

jQ))=2;

�

i

= (�((V

�1

)

>

e

i

jQ) + �(�(V

�1

)

>

e

i

jQ))=2; i = 1; : : : ; n;

v = V 
; S = (V

�1

)

>

; � = �:

(2.10)

Ïðè ýòîì ñòîëáöû ìàòðèö V è S ìîãóò èìåòü íååäèíè÷íóþ äëèíó.

Ïóñòü òåïåðü Q � âûïóêëûé ïîëèòîï (ìíîãîãðàííèê), òî åñòü, ïî

îïðåäåëåíèþ [129, ñ.42℄, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê:

Q = 
o fg

Æ

g

t

Æ=1

. �àññìîòðèì àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå ìíîãîãðàííèêà Q

ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ñîãëàñíî [129, ñ.45℄, ñïðàâåäëèâî

Çàìå÷àíèå 2.3 Ìíîæåñòâî Q = 
o fg

Æ

g çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòå-

ìîé ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:

(x; 


�

) = �(


�

jQ); �=1; : : : ; !; (x; d

�

) � �(d

�

jQ); �=1; : : : ; �; (2.11)

ãäå f


�

g � íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñèñòåìà èç ! ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ LinQ � íåñóùåìó ïîäïðîñòðàíñòâó Q (! = 0

ïðè intQ 6= ;), à âåêòîðû d

�

îïðåäåëÿþò âñå êðàéíèå îïîðû ê Q.

Îïðåäåëåíèÿ 2.3 Îïîðîé íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü (x; l) =

�(ljQ); êðàéíåé ìû íàçûâàåì îïîðó ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Îáî-

çíà÷èì I(l) = fÆj (g

Æ

; l) = �(ljQ); Æ 2 f1; : : : ; tgg. Ïóñòü d 2 IR

n

, ïðè÷åì

(d; 


�

) = 0; � = 1; : : : ; !; (2.12)

� 2 I(d), è ñðåäè âåêòîðîâ g




� g

�

, 
 2 I(d), èìååòñÿ n � ! � 1 ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ. Îïîðà, îïðåäåëÿåìàÿ âåêòîðîì d, â ñëó÷àå ! = 0

íàçûâàåòñÿ êðàéíåé [129, ñ.42℄. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì òåðìèíîì

è ïðè ! > 0 (êîãäà dimQ = n�!), à òàêæå â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà

Q 2 
onv IR

n

è f


�

g

!

�=1

� ýòî íåêîòîðàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ LinQ

8

.

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîçâîëÿåò âûäåëèòü èç âñåãî ìíîæåñòâà îöåíîê

P

+

V

(Q) ýëåìåíòû, ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.10).

8

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê fg

Æ

g

t

Æ=1

è, çíà÷èò, I(d) ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íû.
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Ëåììà 2.8 Ïóñòü Q 2 
onv IR

n

è ìàòðèöà V = fv

i

g 2 M

n�n

�

òàêîâà,

÷òî âåêòîðû v

?i

, i = 1; : : : ; n�!, îïðåäåëÿþò íåêîòîðûå êðàéíèå îïîðû

äëÿ Q, à v

?n�!+i

= 


i

, i = 1; : : : ; !. Òîãäà P

+

V

(Q) åñòü ìèíèìàëüíàÿ ïî

âêëþ÷åíèþ âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè P óäîâëåòâîðÿåò

Q � P � P

+

V

(Q); (2.13)

òî P = P

+

V

(Q). Èç ëåììû 2.7, (2.13) è (2.11) ñëåäóåò, ÷òî �(�v

?i

jQ) =

�(�v

?i

jP ) = �(�v

?i

jP

+

V

(Q)), i = 1; : : : ; n, �(�v

?i

jQ) = ��(v

?i

jQ), i =

n�!+1; : : : ; n. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé (ââèäó (2.9)) ñëåäóåò, ÷òî �

i

= 0,

i = n�!+1; : : : ; n, è, çíà÷èò, îñòàëüíûå �

j

> 0, j = 1; : : : ; n�! (èíà-

÷å ââèäó ëåììû 2.3 ñèñòåìó âåêòîðîâ f


�

g äëÿ P � Q ìîæíî áûëî áû

ðàñøèðèòü, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó åå ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ Q). Êîíêðå-

òèçèðóÿ òåïåðü ðàâåíñòâà �(v

?i

jP ) + �(�v

?i

jP ) = 0, i = n�!+1; : : : ; n,

çàêëþ÷àåì, ÷òî (p

j

; v

?i

) = 0, i = n�!+1; : : : ; n j = 1; : : : ; n�!. Ñëå-

äîâàòåëüíî, (x; v

?i

) = �(v

?i

jP ), i = n�!+1; : : : ; n, 8x 2 P . Èç (2.13) è

îïðåäåëåíèÿ êðàéíåé îïîðû äëÿ Q ñëåäóåò, ÷òî âñå �v

?i

, i = 1; : : : ; n�!,

îïðåäåëÿþò êðàéíèå îïîðû íå òîëüêî äëÿ Q, íî è äëÿ P . Âåêòîðû

f�v

?i

g

n�!

i=1

îïðåäåëÿþò âñå êðàéíèå îïîðû äëÿ P

9

. Ìû ïîñòðîèëè ñè-

ñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ P â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå-

÷àíèåì 2.3. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî P

+

V

(Q) îïðåäåëÿåòñÿ òîé æå

ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ, ÷òî è P . 2

Îöåíêè P

+

V

(Q) îáëàäàþò òàêæå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Ëåììà 2.9 Ïóñòü X ;Y2
onv IR

n

, V 2M

n�n

�

, è C

1

; C

2

>0 � òàêèå êîí-

ñòàíòû, ÷òî maxfj�(ljX )j j klk�1g�C

1

, maxfj�(ljY)j j klk�1g�C

1

, C

2

=

maxfk(V

�1

)

>

e

i

k j i=1; : : : ; ng. Òîãäà h(P

+

V

(X );P

+

V

(Y))�nC

2

h(X ;Y), è

jvolP

+

V

(X )�volP

+

V

(Y)j � 2

n

nC

n�1

1

C

n

2

j detV jh(X ;Y), ãäå h(X ;Y) � õà-

óñäîð�îâî ðàññòîÿíèå (ñ.6).

9

Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ëåììû 3.4.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà â âèäå ïîëîñû

(ëåììà 2.3) ñëåäóåò, ÷òî P

+

V

(Y) � P

+

V

(X ) + P(0; V; C

2

h(X ;Y) e), è àíà-

ëîãè÷íîå âêëþ÷åíèå âåðíî äëÿ P

+

V

(X ). Òàê êàê P(0; V; �) � B(0;

P

n

i=1

�

i

)

(B(0; r) îáîçíà÷àåò øàð â IR

n

ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå), òî ïåðâîå íåðà-

âåíñòâî äîêàçàíî. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ðàñïèñûâàíèÿ

åãî ëåâîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ �îðìóë (2.8), (2.9), äîáàâëåíèÿ è âû÷èòàíèÿ

ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ è ïðÿìîãî îöåíèâàíèÿ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ. 2

�àññìîòðèì òåïåðü âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ âûïóêëûõ ïîëèòîïîâ.

Ëåììà 2.10 Ïóñòü Q � âûïóêëûé ïîëèòîï (2.11) è P

�

v;V;�

(Q) =

P(v; V; �) � ïàðàëëåëåïèïåä ñ v2Q, V 2M

n�n

�

è �=�(v; V ) òàêèì, ÷òî

�

i

� 0; i = 1; : : : ; n;

�

i

= 0; åñëè 9� 2 f1; : : : ; !g : j(v

i

; 


�

)j 6= 0; i = 1; : : : ; n;

n

X

i=1

j(v

i

; d

�

)j �

i

� �(d

�

jQ)� (v; d

�

); � = 1; : : : ; �:

(2.14)

Òîãäà P

�

v;V;�

(Q) åñòü âíóòðåííÿÿ îöåíêà äëÿ Q: P

�

v;V;�

(Q) � Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 2.3 è ëåììû 2.1. 2

Ëåììà 2.11 Ïóñòü Q � ïîëèòîï (2.11) è P

�

v;V;�

(Q) � ïàðàëëåëåïèïåä

èç ëåììû 2.10. Ïóñòü ñóùåñòâóþò 
 � 1 âåêòîðîâ d

�

j

, j = 1; : : : ; 
,

òàêèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà â (2.14) óäîâëåòâîðÿþòñÿ

êàê ðàâåíñòâà, è äëÿ êàæäîãî i 2 f1; : : : ; ng ëèáî (v

i

; d

�

j

) 6= 0 ïðè íåêî-

òîðîì �

j

, j 2 f1; : : : ; 
g, ëèáî (v

i

; 


�

) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì � 2 f1; : : : ; !g.

Òîãäà îöåíêà P

�

v;V;�

(Q) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè

âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ P(v; V; �) ñ òåìè æå ñàìûìè v è V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè P

�

v;V;�

(Q) � P � Q äëÿ

íåêîòîðîãî P = P(v; V; ��), òî �� = � � �(v; V ). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

äëÿ îïîðíûõ �óíêöèé ìíîæåñòâ P è Q íà âåêòîðàõ d

�

j

(âûòåêàþùèå èç

ïðàâîãî âêëþ÷åíèÿ) è ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû, èìååì

P

n

i=1

j(v

i

; d

�

j

)j (��

i

�

�

i

) � 0, îòêóäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ �

i

� ��

i

, i = 1; : : : ; n (âûòåêàþùèõ
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èç ëåâîãî âêëþ÷åíèÿ), ïîëó÷àåì j(v

i

; d

�

j

)j(�

i

� ��

i

) = 0, i = 1; : : : ; n, j =

1; : : : ; 
. Àíàëîãè÷íî, j(v

i

; 


�

)j(�

i

� ��

i

) = 0, i = 1; : : : ; n, � = 1; : : : ; !.

Òåïåðü ðàâåíñòâî � = �� î÷åâèäíî. 2

Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò âíåøíèõ îöåíîê, ìîæåò áûòü öåëîå ñåìåé-

ñòâî âíóòðåííèõ îöåíîê (îïðåäåëÿåìîå ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé �(v; V )),

ÿâëÿþùèõñÿ äëÿ Q ìàêñèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè ïàðàëëåëåïè-

ïåäîâ ñ �èêñèðîâàííûìè v è V . Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðè âàðüèðîâà-

íèè ïàðàìåòðà v 2 Q (ê êîòîðîìó ìîæíî äîáàâèòü âàðüèðîâàíèå ïî

V 2M

n�n

�

) îöåíêè P

�

v;V;�

(Q) "çàìåòàþò" âñå ìíîæåñòâî Q.

Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå äëÿ âíó-

òðåííèõ îöåíîê ìàêñèìàëüíîñòü ïî âêëþ÷åíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.4 Âåðøèíîé ïàðàëëåëåïèïåäà P íàçûâàåì ëþáóþ

òî÷êó x = p+

P

n

i=1

p

i

�

i

�

i

, ãäå j�

i

j = 1 äëÿ òàêèõ i, ÷òî �

i

> 0.

Îïðåäåëåíèå 2.5 [129, 132℄ Òî÷êà x âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Q íà-

çûâàåòñÿ êðàéíåé, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêèõ x

1

; x

2

2 Q, x

1

6= x

2

, ÷òî

x = (x

1

+ x

2

)=2.

Ëåììà 2.12 Ïóñòü Q 2 
onv IR

n

. Åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ïàðàëëåëåïè-

ïåäà P ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé äëÿ Q è dimP = dimQ, òî P åñòü

ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ âíóòðåííÿÿ îöåíêà äëÿ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P �

~

P � Q äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàëëåëå-

ïèïåäà

~

P . Êàæäàÿ âåðøèíà �x ïàðàëëåëåïèïåäà P ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé

òî÷êîé äëÿ

~

P . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí ïàðàëëå-

ëåïèïåäà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì åãî êðàéíèõ òî÷åê. Â ñèëó óñëîâèÿ

dimP = dimQ ïàðàëëåëåïèïåäû P è

~

P èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåð-

øèí 2

n�!

(n � ! = dimQ). Òàê êàê ìíîæåñòâà êðàéíèõ òî÷åê P è

~

P

ñîâïàäàþò, òî

~

P = P . 2

Ïóñòü òåïåðü Q � îãðàíè÷åííûé ïîëèòîï ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ,

êîòîðûé çàäàåòñÿ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ � � n+ 1 ãèïåðïîëîñ

Q =

�

\

j=1

�

j

; �

j

= �(


j

; s

j

; �

j

) = fxjj(x; s

j

)� 


j

j � �

j

g: (2.15)
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Ïóñòü v 2 Q è ìàòðèöà V = fv

1

� � � v

n

g 2 M

n�n

�

. Îòìåòèì ïðîñòîé ñïî-

ñîá îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà � = �(v; V ), îáåñïå÷èâàþùèé âíóòðåííþþ

îöåíêó P(v; V; �) äëÿ Q. �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

A

>

� � b; � � 0; (2.16)

ãäå A = fa

j

i

g = fa

1

� � � a

�

g 2M

n��

, b 2 IR

�

, ïðè÷åì

a

j

i

= j(v

i

; s

j

)j; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;�;

b

j

= minf�

j

+ 


j

� (v; s

j

); �

j

� 


j

+ (v; s

j

)g; j = 1; : : : ;�:

(2.17)

Ëåììà 2.13 Ïóñòü v2Q, V 2M

n�n

�

, à A è b îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿ-

ìè (2.17). Òîãäà a

j

6=0, j=1; : : : ;�; A�0, b�0. Åñëè v2intQ, òî b>0.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî a

j

=0 íåâîçìîæíî, ò.ê. èíà÷å íåíóëåâîé

âåêòîð s

j

îêàçàëñÿ áû îðòîãîíàëåí n ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì âåêòîðàì v

i

,

i=1; : : : ; n. Åñëè v 2 intQ, òî ��

j

< (v; s

j

)� 


j

< �

j

, j=1; : : : ;�, îòêóäà

b > 0. Íåðàâåíñòâî b � 0 ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî, à A � 0 � î÷åâèäíî. 2

Àíàëîãîì ëåììû 2.10 äëÿ ìíîæåñòâà (2.15) ñëóæèò

Ëåììà 2.14 Åñëè v 2 Q, V 2M

n�n

�

, òî P(v; V; �) � Q òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà � óäîâëåòâîðÿåò (2.16).

Ëåììà 2.15 Ïóñòü v 2 intQ, V 2M

n�n

�

, à �

0

è �

�

èìåþò âèä

�

0

i

=(1=n) minfb

j

=a

j

i

j j=1; : : : ;�; a

j

i

6=0g; i=1; : : : ; n; (2.18)

�

�

=
 �

0

; ãäå 
=minfb

j

=(a

j

; �

0

)j j=1; : : : ;�; (a

j

; �

0

)6=0g: (2.19)

Òîãäà îáà �

0

è �

�

óäîâëåòâîðÿþò (2.16), è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿþò

âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ Q. Ïðè ýòîì

0 < volP(v; V; �

0

) � volP(v; V; �

�

): (2.20)

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó îãðàíè÷åííîñòèQ, óñëîâèÿ v 2 intQ è ëåììû 2.13

ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ïîä çíàêîì ìèíèìóìà â (2.18) è (2.19) íå ïóñòû, à

÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëîæèòåëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðîâàâ v è V , ïîïûòàåìñÿ íàéòè � òàê,

÷òîáû, íå íàðóøàÿ óñëîâèÿ P(v; V; �) � Q, îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå äëÿ volP(v; V; �). Ââèäó (2.8) è ëåììû 2.14 ïðèõîäèì ê çàäà÷å

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

� 2 Y

4

= f�j A

>

� � b; � � 0g; '(�) =

n

Y

i=1

�

i

! max; (2.21)

ðåøåíèå êîòîðîé â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü, îäíàêî, çàòðóäíèòåëüíî.

Íàéäåì òî÷êè �

j

i

e

j

, i=1; : : : ; n, j=1; : : : ;�, ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêî-

ñòåé a

j

>

� = b

j

ñ i-è êîîðäèíàòíûìè îñÿìè (ïîëó÷èì �

j

i

= b

j

=a

j

i

). Çàòåì

äëÿ êàæäîé i-é îñè âûáåðåì ñðåäè òî÷åê �

j

i

e

j

, j=1; : : : ;�, áëèæàéøóþ ê

íà÷àëó êîîðäèíàò. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè Q è ñîîòíîøåíèÿ b > 0 ïîëó-

÷àåì n òî÷åê. Ïðîâåäåì ÷åðåç íèõ ãèïåðïëîñêîñòü d

>

� = 
 (äîñòàòî÷íî

ïîëîæèòü 
=1, d

i

=1=minfb

j

=a

j

i

jj=1; : : : ;�g; i=1; : : : ; n). Ó÷èòûâàÿ ëåì-

ìó 2.13, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèìïëåêñ Z = f�j d

>

� � 
; � � 0g ñîäåð-

æèòñÿ â ìíîæåñòâå (2.16): Z � Y . Çàìåíèì çàäà÷ó (2.21) áîëåå ïðîñòîé

� 2 Z = f�j d

>

� � 
; � � 0g; '(�) =

n

Y

i=1

�

i

! max; (2.22)

äëÿ êîòîðîé ëåãêî íàéòè (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé

Ëàãðàíæà [23, ñ.241℄) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå �

0

â âèäå (2.18). Ïîñêîëü-

êó �

0

2 Y , òî, â ñèëó ëåììû 2.14, P(v; V; �

0

) � Q. Î÷åâèäíî, ÷òî

çíà÷åíèå '(�

0

) ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì '(�

opt

), ãäå

�

opt

2 Argmaxf'(�)j� 2 Yg

10

. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì "ðàçäóòûå" ïà-

ðàëëåëåïèïåäû P(v; V; �) ñ � = 
�

0

, 
 � 1. Ââèäó ëåììû 2.14 âêëþ-

÷åíèå P(v; V; �) � Q èìååò ìåñòî, åñëè 
 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó


A

>

�

0

� b. Íàèáîëüøåå èç òàêèõ 
 äàåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.19). 2

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ âíóòðåííåé

îöåíêè P(v; V; �

�

) ìíîæåñòâà (2.15):

P

�

v;V

(Q) = P(v; V; �

�

); �

�

=

8

>

<

>

:

ñì. (2.19), åñëè v 2 intQ;

0; åñëè v 2 �Q:

(2.23)

10

Íàïðèìåð, åñëè A = I , b = e, òî '(�

0

) = (1=n)

n

'(�

opt

).
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Çàìå÷àíèå 2.4 Â ëåììå 2.15 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíà íåêîòîðàÿ

âíóòðåííÿÿ äëÿ Q òî÷êà v. Äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ Q óêàçàòü òàêóþ

òî÷êó íåòðóäíî (ñì., íàïðèìåð, íèæå ëåììó 5.7). Â îáùåì ñëó÷àå íàé-

òè òî÷êó x

�

2 intQ ìîæíî, íàïðèìåð, ïóòåì ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷

îïòèìèçàöèè. Óïîìÿíåì íåêîòîðûå èç íèõ.

1) x

�

áåðåòñÿ èç ðåøåíèÿ z

�

= (x

�

>

; Æ

�

) çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ (ñì. [23, ñ.408℄)

Æ ! min; z 2 f(x

>

; Æ)

>

2 IR

n+1

jj(x; s

j

)� 


j

j � �

j

+Æ; j=1; : : : ;�g: (2.24)

2) Ìîæíî íàéòè x

�

ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà

max

j=1;:::;�

(�

j

)

�1

j(x; s

j

)� 


j

j ! min (2.25)

èëè

max

j=1;:::;�

fj(x; s

j

)� 


j

j � �

j

g ! min : (2.26)

3) Íàéòè x

�

2 ArgmaxfvolP

�

v;V

(Q)j v 2 Qg. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðåøå-

íèþ çàäà÷è

f(v)! min; f(v) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

�

n

Y

i=1

�

�

i

; åñëè b � 0;

�

X

1�j��:b

j

<0

b

j

; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

(2.27)

ãäå b = b(v) è �

�

i

= �

�

i

(v) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (2.17), (2.19). Çäåñü

�óíêöèÿ f(v) îêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, ïðè÷åì f(v) � 0 ïðè v 2 Q è

f(v) > 0 ïðè v 62 Q.

Ïóñòü Q 2 
onv IR

n

� ïîëèòîï

Q = fxj � (x; z

j

) � �

�

j

; kz

j

k = 1; j = 1; : : : ;�g

11

: (2.28)

Ââèäó åãî îãðàíè÷åííîñòè rankZ = n, ãäå Z = fz

1

; : : : ; z

�

g. Ïîëèòîï Q

ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü ("ñäâèãàÿ" ïðè � � n + 1 îãðàíè÷èâàþùèå

ãèïåðïëîñêîñòè) â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ (2.15) òóãèõ ãèïåðïîëîñ ñ s

j

= z

j

.

11

Î÷åâèäíî, ëþáîé ïîëèòîï Q, çàäàííûé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ìîæåò áûòü çàïèñàí â

âèäå (2.28), ãäå äîïóñòèìû çíà÷åíèÿ �

�

j

=1.
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Îïðåäåëåíèå 2.6 [233℄ �èïåðïîëîñó � = fxj j(x; s)� 
j � �g íàçû-

âàåì òóãîé ïî îòíîøåíèþ ê Q, åñëè îáå ãèïåðïëîñêîñòè (x; s) = 
 � �

ÿâëÿþòñÿ îïîðàìè äëÿ Q, òî åñòü 
� � = ��(�sjQ).

Ñ÷èòàÿ âíà÷àëå, ÷òî intQ 6= ;, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè

ïàðàëëåëåïèïåä P

+

ñ ìèíèìàëüíûì îáúåìîì, ñîäåðæàùèé Q:

Q � P

+

; volP

+

! min : (2.29)

Ââåäåì òàêîå ìíîæåñòâî V

4

=V

4

(Q)

12

ìàòðèö V=fv

i

g2M

n�n

�

, ÷òî äëÿ

êàæäîé ñèñòåìû èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ z

j

i

2Z, i=1; : : : ; n,

íàéäåòñÿ V 2V

4

òàêàÿ, ÷òî v

?i

=z

j

i

. Èç [233℄ è ëåìì 2.3, 2.7 ñëåäóåò

Ëåììà 2.16 Åñëè intQ 6= ;, òî ïàðàëëåëåïèïåä P

+

= P

+

V

�

(Q) ñ

V

�

2 ArgminfvolP

+

V

(Q) j V 2 V

4

(Q)g (2.30)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.29).

�àñïðîñòðàíèì ýòó ëåììó íà ñëó÷àé intQ=;. Ïóñòü I

1

=fi2f1; : : : ;�gj

�

i

>0g, I

2

=fi2f1; : : : ;�gj�

i

=0g. Âûáåðåì ñðåäè âåêòîðîâ fs

i

g

i2I

2

ìàêñè-

ìàëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ è îáîçíà÷èì ÷åðåç C = fs

j

g

j2I

0

,

I

0

� I

2

; LinC � ïîðîæäàåìîå åþ ïîäïðîñòðàíñòâî; ! = dim(LinC).

Ââåäåì ñëåäóþùèå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà V




= V




(Q), 
 = 5; 6

13

, ìà-

òðèö V = fv

i

g 2 M

n�n

�

. Îáà ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ, ÷òî

äëÿ êàæäîé ñèñòåìû èç n�! ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ s

j

i

, j

i

2 I

1

,

i = 1; : : : ; n� !, íàéäåòñÿ òàêàÿ V 2 V




, ÷òî

v

?i

= s

j

i

; i = 1; : : : ; n� !: (2.31)

Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû V 2 V

6

äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

v

?i

2 LinC; i = n� ! + 1; : : : ; n: (2.32)

12

Ìíîæåñòâà V




, 
 = 1; 2; 3, áóäóò ââåäåíû äàëåå; òàêàÿ íóìåðàöèÿ ïðèíÿòà äëÿ ñîõðàíåíèÿ

îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ ðàíåå â ñòàòüÿõ àâòîðà.

13

Ìíîæåñòâà V




, 
 = 5; 6, óêàçàííûìè íèæå óñëîâèÿìè îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî; V

5

îêàçûâà-

åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîæåñòâà V

6

.
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À ìàòðèöû V 2 V

5

êðîìå (2.31) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

(v

i

; v

j

) = 0; i = 1; : : : ; n� !; j = n� ! + 1; : : : ; n; (2.33)

(v

i

; v

j

) = Æ

j

i

; i; j = n� ! + 1; : : : ; n: (2.34)

Â ñèëó ëåììû À1.1 èç Ïðèëîæåíèÿ A óñëîâèÿ (2.33), (2.34) äàþò

v

?i

= v

i

2 LinC; i = n� ! + 1; : : : ; n: (2.35)

Ëåììà 2.17 Ëþáîé ïàðàëëåëåïèïåä P

+

V

�

(Q) ñ ìàòðèöåé

V

�

2 Argminfvol

n�!

P

+

V

(Q) j V 2 V




(Q)g; 
 = 4; 5; 6; (2.36)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â ñìûñëå îáúåìà âíåøíåé îöåíêîé äëÿ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå ãèïåðïîëîñû â (2.15) � òóãèå, èç

ñîãëàøåíèÿ î ñðàâíåíèè îáúåìîâ l

1

- è l

2

-ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñëåäóåò, ÷òî

îïòèìàëüíûå âíåøíèå îöåíêè ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî ñðåäè (n � !)-

ïàðàëëåëåïèïåäîâ, äëÿ êîòîðûõ íàïðàâëåíèÿ íåíóëåâûõ ïîëóîñåé ëåæàò

â (LinC)

?

(îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè LinC).

Çà�èêñèðóåì êàêîé-ëèáî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ v

i

, i = n� ! + 1;

: : : ; n, â LinC. Òîãäà íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé óïîìÿíóòûé ïàðàë-

ëåëåïèïåä ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå P

V

= P

+

V

(Q) = P(p(V ); V; �(V )),

ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû V óäîâëåòâîðÿþò (2.33), (2.34), ïðè÷åì ïîñëåäíèå

! øòóê ñîâïàäàþò ñ âåêòîðàìè ââåäåííîãî áàçèñà. Ïðè ýòîì �

i

(V ) > 0,

i = 1; : : : ; n� !; �

i

(V ) = 0, i = n� ! + 1; : : : ; n. Ââåäåì ïàðàëëåëåïèïåä

~

P

V

= P(p(V ); V; ~�) òàêîé, ÷òî

~�

i

= �

i

(V ); i = 1; : : : ; n� !; ~�

i

= 1; i = n� ! + 1; : : : ; n: (2.37)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ (2.7), (2.33), (2.34), (2.37), (2.8), íåñëîæíî óáåäèòüñÿ,

÷òî vol

n�!

P

V

= 2

�!

vol

n

~

P

V

= 2

n�!

j det(V diag ~�)j = 2

n�!

j det(W )j

�1

, ãäå

W

>

= (diag ~�)

�1

V

�1

.

Îöåíêè P

V

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå ! ãèïåðïëîñêîñòåé è

n � ! òóãèõ ãèïåðïîëîñ, èìåþùèõ â ñèëó ëåììû 2.3 âèä

~

�

l

= fxj
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j(W

>

x � 
)

l

j � 1g, l = 1; : : : ; n � !, ãäå 
 = W

>

p(V ). �àññóæäàÿ àíà-

ëîãè÷íî [233, äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè ëåììû 1℄, ìîæíî ïîëó÷èòü

íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû ïîëîñà � � Q áûëà òóãîé, êîòîðîå ïðè-

ìåíèòåëüíî ê

~

�

l

, l = 1; : : : ; n � !, îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûå n � ! ñòîëáöîâ

ìàòðèöû W ïðåäñòàâèìû â âèäå

w

l

=

n�!

X

�=1

�

l

i

�

s

i

�

�

�1

i

�

+

!

X

k=1

�

k

v

n�!+k

; l = 1; : : : ; !; (2.38)

ãäå èíäåêñû i

�

, � = 1; : : : ; n � !, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ i

�

2 I

1

; �

k

,

k = 1; : : : ; ! � íåêîòîðûå ÷èñëà, à �

l

i

�

, �; l = 1; : : : ; n � !, � íåêîòîðûå

÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

�

l

i

�

� 0; �; l = 1; : : : ; n� !;

n�!

X

�=1

�

l

i

�

= 1; l = 1; : : : ; !: (2.39)

Çàäà÷à vol

n�!

P

V

! min ñâåëàñü ê ìàêñèìèçàöèè j detW j ïðè óñëîâè-

ÿõ (2.38), (2.39) è w

i

= v

i

, i=n�!+1; : : : ; n, âûòåêàþùèõ èç (2.35). Ïðè

ýòîì îòáðàñûâàíèå âòîðîé ñóììû â (2.38) íå âëèÿåò íà âåëè÷èíó îïðå-

äåëèòåëÿ. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî [233, òåîðåìà 1℄, ïîëó÷àåì, ÷òî ìè-

íèìóì vol

n�!

P

V

äîñòèãàåòñÿ íà ìàòðèöàõ V , óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.31),

(2.33), (2.34), ò.å. ëåììà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ 
=5. Ïîëüçóÿñü âîçìîæ-

íîé íååäèíñòâåííîñòüþ V â ïðåäñòàâëåíèè (n�!)-ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

V

â âèäå P(p(V ); V; �(V )), çàìå÷àåì, ÷òî íàéäåííûå îïòèìàëüíûå îöåíêè

íàõîäÿòñÿ ñðåäè ìíîæåñòâ ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

V

(Q), V 2 V




, 
=4; 6. 2

3 Àïïðîêñèìàöèè ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììû ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ

Äàííûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ìíîæåñòâà Q, ÿâëÿþùå-

ãîñÿ ñóììîé N ïàðàëëåëåïèïåäîâ:

Q =

N

X

k=1

P

(k)

; P

(k)

= P(p

(k)

; P

(k)

; �

(k)

); k = 1; : : : ; N: (3.1)
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Ëåììà 3.1 Ñóììà N ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

(k)

= P(p

(k)

; P

(k)

; �

(k)

) ñ îäè-

íàêîâûìè ìàòðèöàìè îðèåíòàöèè P

(k)

= P ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïè-

ïåäîì:

P

N

k=1

P

(k)

= P(

P

N

k=1

p

(k)

; P;

P

N

k=1

�

(k)

). Åñëè Q =

P

N

k=1

X

(k)

, ãäå

X

(k)

2 
onv IR

n

, òî P

+

V

(Q) =

P

N

k=1

P

+

V

(X

(k)

).

Ëåììà 3.2 Ïóñòü P

(k)

= P (p

(k)

; P; �

(k)

), k = 1; 2, � ïàðàëëåëåïèïåäû ñ

îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè P . Òîãäà ìíîæåñòâî

~

P

�

= �P

(1)

+(1��)P

(2)

,

ãäå � 2 [0; 1℄, ñîâïàäàåò ñ ïàðàëëåëåïèïåäîì P

�

= P (p

�

; P; �

�

), ãäå p

�

=

�p

(1)

+ (1� �)p

(2)

, �

�

= ��

(1)

+ (1� �)�

(2)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðêà âêëþ÷åíèé P

�

�

~

P

�

,

~

P

�

� P

�

ïðî-

âîäèòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî è âòîðîãî èç óêàçàííûõ â

(2.1) ïðåäñòàâëåíèé ïàðàëëåëåïèïåäà. 2

�àññìîòðèì ñòðóêòóðó ñóììû ïàðàëëåëåïèïåäîâ â îáùåì ñëó÷àå.

Ïóñòü G = fg

Æ

g

t

Æ=1

� ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì âåðøèí N ïà-

ðàëëåëåïèïåäîâ, âçÿòûõ ïî îäíîé äëÿ êàæäîãî P

(k)

. Î÷åâèäíî, t�2

nN

.

Ëåììà 3.3 Âñå êðàéíèå òî÷êè Q ñîäåðæàòñÿ â G, è, çíà÷èò, Q=
oG.

Çíàê 
oG îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà G [129℄.

Îïèøåì âñå âåêòîðû 


�

è d

�

, îïðåäåëÿþùèå ñóììó Q â âèäå (2.11).

Èç âñåõ ñòîëáöîâ p

(k);i

ìàòðèö P

(k)

, k=1; : : : ; N , âûáåðåì òå, êîòî-

ðûì ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ �

(k)

i

, è ââåäåì ìíîæåñòâî

F = F [Q℄ = F (P

(1)

; �

(1)

; : : : ; P

(m)

; �

(m)

) = ff

�

g

M

�=1

, ñîñòîÿùåå èç M ðàç-

ëè÷íûõ âåêòîðîâ f

�

, ãäå f

�

2 F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ

òàêîå öåëîå L(�)�1 è òàêèå k

�

2f1; : : : ; Ng, i

�

2f1; : : : ; ng, j

�

2f0; 1g, ÷òî

f

�

= (�1)

j

�

p

(k

�

);i

�

; �

(k

�

)

i

�

> 0; (� = 1; : : : ; L(�)); j

1

= 0: (3.2)

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó âåêòîðó f

�

2 F ÷èñëî '

�

=

P

L(�)

�=1

�

(k

�

)

i

�

. Òîãäà î÷å-

âèäíî, ÷òî Q = fxj x=p

sum

+

P

M

�=1

f

�

'

�

�

�

; j�

�

j�1g, ãäå p

sum

=

P

N

k=1

p

(k)

.

Ëåììà 3.4 Ïóñòü Q =

P

N

k=1

P

(k)

. Ìíîæåñòâî intQ 6= ; (! = 0) åñëè è

òîëüêî åñëè rankF = n. Ïðè dimQ = n�! < n â êà÷åñòâå f


�

g äîñòà-

òî÷íî âçÿòü êàêóþ-ëèáî ìàêñèìàëüíóþ ñèñòåìó C = C[Q℄ = f


�

g

!

�=1
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ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ

îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì f

�

èç F .

Íåíóëåâîé âåêòîð d îïðåäåëÿåò êðàéíþþ îïîðó ê Q òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.12) è îðòîãîíàëåí êàêèì-

ëèáî n� ! � 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðàì f

�

�

2 F :

(f

�

�

; d) = 0; � = 1; : : : ; n� ! � 1; rank ff

�

�

g

n�!�1

�=1

= n� ! � 1: (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàíîâèìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé ÷àñòè ëåì-

ìû. Ïóñòü d 2 IR

n

. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1, çàìå÷àåì, ÷òî èíäåêñ � òî÷êè

g

�

= g

0

+

P

00

f

�

'

�

, g

0

= p

sum

+

P

0

f

�

'

�

sign (f

�

; d), ãäå â

P

0

ó÷àñòâóþò

òàêèå �, ÷òî (f

�

; d) 6= 0, à â

P

00

� òàêèå, ÷òî (f

�

; d) = 0, ïðèíàäëå-

æèò I(d) (ñì. îïðåäåëåíèÿ 2.3). Äðóãèå èíäåêñû 
 2 I(d) îòâå÷àþò òî÷-

êàì g




= g

0

+

P

00

f

�

'

�

�




�

, ïîëó÷àþùèìñÿ âàðüèðîâàíèåì â

P

00

çíà÷åíèé

�




�

2 f�1; 1g. Ïðè ýòîì g




� g

�

=

P

00

f

�

'

�

(�




�

�1). Îòñþäà óæå íåòðóäíî

óñìîòðåòü ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. 2

Çàìå÷àíèå 3.1 Óñëîâèÿì (2.12), (3.3) óäîâëåòâîðÿþò âåêòîðíûå ïðî-

èçâåäåíèÿ n� 1 âåêòîðîâ f


�

g

!

�=1

, ff

�

�

g

n�!�1

�=1

[131, ñ.65-67℄, â ÷àñòíîñòè,

d = [


1

� � � 


!

f

�

1

f

�

2

� � � f

�

n�!�1

℄ = detf


1

� � � 


!

f

�

1

� � � f

�

n�!�1

eg, ãäå êîìïî-

íåíòû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà e ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû e

i

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D=D[Q℄=fd

�

g

r

�=1

ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ âåê-

òîðîâ d, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.12), (3.3), kdk=1, ïðè÷åì èç äâóõ âåêòîðîâ

d è �d, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì, â D âêëþ÷èì òîëüêî îäèí.

Íàéäåì âíåøíèå îöåíêè (2.9) äëÿ ñóììû ïàðàëëåëåïèïåäîâ Q â ÿâ-

íîì âèäå, à òàêæå íåêîòîðûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Q â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ

êîíå÷íîãî ÷èñëà îöåíîê P

+

V

(Q).

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ìàòðèö V




= V




(

P

N

k=1

P

(k)

),


 = 1; 2; 3. Âñå îíè ñîñòîÿò èç ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ñîäåðæàò òîëüêî

ìàòðèöû V 2M

n�n

�

ñî ñòîëáöàìè

v

i

2 LinF; i = 1; : : : ; n�! (ïðè ! < n); (3.4)

v

i

2 LinC = (LinF )

?

; i = n�!+1; : : : ; n (ïðè ! > 0): (3.5)
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À èìåííî, åñëè ! < n, òî V

1

� ñîâîêóïíîñòü r ìàòðèö V 2 M

n�n

�

óäî-

âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì (3.5), v

i

2 F , i = 1; : : : ; n�!�1, è

v

n�!

= d

�

2 D (� 2 f1; : : : ; rg);

(v

n�!

; v

i

) = 0; i = 1; : : : ; n�!�1;

(3.6)

V

2

� ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü èç r ìàòðèö V 2 M

n�n

�

, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ (3.4) � (3.6)

14

; â ÷àñòíîñòè, V

2

= fV j V = OrtV

(j)

, V

(j)

2 V

1

; j =

1; : : : ; rg, ãäåOrtV � ðåçóëüòàò îðòîãîíàëèçàöèè (ñ íîðìèðîâàíèåì) âåê-

òîðîâ v

1

; � � � ; v

n

ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû �ðàììà-Øìèäòà [101, ñ. 70℄; V

3

�

ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ìàòðèö V 2M

n�n

�

, ñòåñíåííûõ óñëîâèÿìè (3.5),

v

i

2 F , i = 1; : : : ; n�!, è òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî d

�

2 D, � = 1; : : : ; r,

â íåì íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà V 2 V

3

, ÷òî d

�

îðòîãîíàëåí êàêèì-ëèáî

n�!�1 ñòîëáöàì v

i

ìàòðèöû V , i 2 f1; : : : ; n�!g. Ìíîæåñòâà V




ïðè-

âåäåííûìè óñëîâèÿìè îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Åñëè ! = 0, òî èõ

ìîùíîñòè

15

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì M(V

1

) = M(V

2

) = r � C

n�1

Nn

,

M(V

3

) � C

n

Nn

, è ñóùåñòâóþò òàêèå V

3

, ÷òî M(V

3

) < M(V

1

) (ãäå

C

m

k

=

k!

m!(k�m)!

� ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé èç k ýëåìåíòîâ ïî m). Ïðè

! = n âñå ýòè ìíîæåñòâà � îäíîýëåìåíòíûå. Åñëè ìíîæåñòâî (3.1) ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå (2.11), òî äëÿ íåãî ìîæíî òàêæå ââåñòè ìíîæåñòâà ìàòðèö

V




, 
 = 4; 5; 6, îïèñàííûå íà ñ. 47 è íèæå. Òîãäà â ñèëó ëåìì 3.4, À1.1

èìååì V

3

� V

4

ïðè ! = 0, V

3

� V

6

ïðè ! > 0.

Òåîðåìà 3.1 Åñëè Q =

P

N

k=1

P

(k)

åñòü ñóììà N ïàðàëëåëåïèïåäîâ

P

(k)

= P(p

(k)

; P

(k)

; �

(k)

), òî âíåøíèå äëÿ Q îöåíêè (2.9) èìåþò âèä

P

+

V

(Q)=P (p

sum

; V; �(V )); p

sum

=

N

X

k=1

p

(k)

; �=

N

X

k=1

Abs (V

�1

P

(k)

)�

(k)

; (3.7)

èëè, èíà÷å (ïðè çàïèñè P

(k)

â �îðìå ïàðàëëåëîòîïîâ),

P

+

V

(

N

X

k=1

P [p

(k)

;

�

P

(k)

℄) = P [

N

X

k=1

p

(k)

; V � diag (

N

X

k=1

Abs (V

�1

�

P

(k)

)e)℄ (3.8)

14

Òàêèì îáðàçîì, V

1

îêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîæåñòâà V

2

.

15

Òî åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç M(V




).
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(ýòè �îðìóëû âåðíû ïðè ëþáîé íåîñîáîé ìàòðèöå V ). Êðîìå òîãî,

Q =

\

fP

+

V

(Q)j V 2 V




g; 
 = 1; 2; 3; 5; 6 è 
 = 4 ïðè ! = 0: (3.9)

Åñëè intQ = ; è V 2 V




(
 2 f1; 2; 3; 5; 6g), òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî �

i

= 0,

i = n�!+1; : : : ; n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèÿ äëÿ P

+

V

(Q) âûòåêàþò èç (2.10) è ëåì-

ìû 2.1. �àâåíñòâà �

i

=0, i = n�!+1; : : : ; n, ïîëó÷àþòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî

äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî â �

i

ëèáî �

(k)

j

=0, ëèáî p

(k);j

ñîâïàäàåò (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî çíàêà) ñ îäíèì èç âåêòîðîâ F , è òîãäà ïðè V 2 V




ââèäó ëåì-

ìû À1.1 (V

�1

P

(k)

)

j

i

=0, i = n�!+1; : : : ; n. Â ñèëó ëåììû 2.7Q � P

+

P

(Q),

8V 2 M

n�n

�

. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî Q

0

�Q, ãäå Q

0

� ìíîæåñòâî â ïðà-

âîé ÷àñòè (3.9). �àññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü x

�

2Q

0

, íî x

�

=2Q. Â

ñèëó òåîðåìû îòäåëèìîñòè, çàìå÷àíèÿ 2.3 è ëåììû 3.4, (x

�

; l

�

)>�(l

�

jQ),

ãäå l

�

ëèáî ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç âåêòîðîâ �d

�

, d

�

2D, ëèáî l

�

2(LinF )

?

.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ V




, 
 = 1; 2; 3, ìîæíî ëèáî

íàéòè òàêóþ ìàòðèöó V

�

2 V




, ÷òî êàêèå-òî n � ! � 1 èç åå ïåðâûõ

n� ! ñòîëáöîâ îðòîãîíàëüíû d

�

, ëèáî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ V

�

2V




. Ïî-

ñêîëüêó Q

0

�P

+

V

�

(Q), èìååì (x

�

; l

�

)��(l

�

jP

+

V

�

(Q)). �àñïèñûâàÿ ïðàâûå

÷àñòè îáîèõ íåðàâåíñòâ äëÿ (x

�

; l

�

) ñ ó÷åòîì ëåììû 2.1, ñîîòíîøåíèé

îðòîãîíàëüíîñòè ìåæäó l

�

è ñòîëáöàìè V

�

è ëåììû À1.1, ïîëó÷àåì ïðî-

òèâîðå÷èå. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ V




, 
 = 4; 5; 6, àíàëîãè÷íî. 2

Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 3.1(a) ïîêàçàí ïðèìåð îöåíêè P

+

V

(Q) äëÿ

ñëó÷àÿ n = N = 2; íà ðèñ. 3.2(b) è 3.2(
) ïîêàçàíû, ñîîòâåòñòâåííî,

ñåìåéñòâà îöåíîê P

+

V

(Q) ïðè V 2 V

1

= V

2

è V 2 V

3

= V

4

.

�àññìîòðèì âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ Q. Èç ëåìì 2.10, 2.15 ñëåäóåò

Ëåììà 3.5 Åñëè rankF = n, V 2 M

n�n

�

è âåêòîð � � 0 óäîâëåòâî-

ðÿåò

P

n

i=1

j(v

i

; d

�

)j�

i

�

P

N

k=1

P

n

i=1

j(p

(k);i

; d

�

)j�

(k)

i

, d

�

2 D, � = 1; : : : ; r,

òî P (p

sum

; V; �) � Q. Â ÷àñòíîñòè, P

�

p

sum

;V

(Q) � Q, ãäå P

�

p

sum

;V

(Q)

ñòðîèòñÿ, êàê îïèñàíî â ëåììå 2.15, íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ Q â âèäå

Q = fxj � (x; d

�

) �

P

N

k=1

�(�d

�

jP

(k)

); d

�

2 D; � = 1; : : : ; rg.
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Ïðåäñòàâèì Q â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ïóñòü d

�

2

D[Q℄. Îáîçíà÷èì J=f1; : : : ;Mg, J

1

[d

�

℄ = f�j (f

�

; d

�

)=0; �2Jg, J

2

[d

�

℄ =

J n J

1

[d

�

℄. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ d

�

èìååì M(J

1

[d

�

℄) � n� ! � 1.

Ïðåäïîëîæåíèå 3.1 Êàæäûé d

�

2 D îðòîãîíàëåí íå áîëåå, ÷åì

n � ! � 1 âåêòîðàì èç F (ïðè ! = 0 ëþáûå n âåêòîðîâ èç F ëèíåéíî

íåçàâèñèìû).

Ëåììà 3.6 Ïóñòü Q n p

sum

6= ;. Òîãäà

Q =

r

[

�=1

Q

�

; ãäå Q

�

= fxjx = p

sum

+ u

�

�

1

+ T

�

; j�

1

j�1g;

u

�

=

X

�2J

2

[d

�

℄

f

�

'

�

sign (f

�

; d

�

); T

�

=fxjx=

X

�2J

1

[d

�

℄

f

�

'

�

�

�

; j�

�

j�1g; d

�

2D[Q℄:

Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ 3.1 âñå Q

�

ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäàìè:

Q

�

= P (p

sum

; V

�

; �

�

), ãäå v

�;i

=f

�

i

, �

�

i

='

�

i

, �

i

2 J

1

[d

�

℄, i=1; : : : ; n�!�1;

v

�;n�!

=Nrv u

�

, �

�

n�!

=ku

�

k; v

�;i

=


i

2 C, �

�

i

=0, i=n�!+1; : : : ; n.

Ñèìâîëîì Nrvx îáîçíà÷àåì íîðìèðîâàííûé âåêòîð: Nrv x = kxk

�1

x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âåêòîð v

�;n�!

ëèíåéíî íåçàâèñèì îò

fv

�;i

g

n�!�1

i=1

(ââèäó J

2

[d

�

℄ 6= ;) è Lin fv

�;i

g

n

i=n�!+1

= (Lin fv

�;i

g

n�!

i=1

)

?

, òî

V

�

= fv

�;i

g 2 M

n�n

�

. Ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà îïîðíûõ �óíêöèé óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ, ÷òî Q

�

� Q, � = 1; : : : ; r. Ïóñòü x 2 Q. Ââèäó çàìå÷àíèÿ 2.3,

ëåììû 3.4 è îãðàíè÷åííîñòè Q íà ëó÷å x(�)=p

sum

+�(x�p

sum

), ��0, íàé-

äåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x

�

=x(�

�

)2Q (�

�

�1), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî d

�

2D áóäåì

èìåòü (x

�

; (�1)

Æ

d

�

) = �((�1)

Æ

d

�

jQ), ãäå Æ 2 f0; 1g. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

÷òî x

�

2 p

sum

+(�1)

Æ

u

�

+T

�

. Òàê êàê x

�

è p

sum

ïðèíàäëåæàò âûïóêëîìó

ìíîæåñòâó Q

�

, òî è x 2 Q

�

. Ïðåäñòàâëåíèå Q =

S

Q

�

äîêàçàíî. Âòîðîå

óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî, ò.ê. M(J

1

[d

�

℄) = n� ! � 1. 2

�àññìîòðèì ìíîæåñòâà Q

�

áåç ïðåäïîëîæåíèÿ 3.1. Çà�èêñèðóåì

�

1

2f1; : : : ; rg. Åñëè M(J

1

[d

�

1

℄)=n�!�1, òî Q

�

1

ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïè-

ïåäîì ñ ïàðàìåòðàìè, óêàçàííûìè âûøå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ T

�

1

(dimT

�

1

=n�!�1) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ D

�

1

= D

�

1

[T

�

1

℄ =

fd

�

1

�

2

g

r

2

(�

1

)

�

2

=1

àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ñòðîèëîñü D[Q℄ äëÿ Q (âåêòîðû èç
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D

�

1

áóäóò îïðåäåëÿòü ïîëîâèíó êðàéíèõ îïîð äëÿ T

�

1

). Îáîçíà÷èì

J

1

[d

�

1

�

2

℄ = f�j (f

�

; d

�

1

�

2

)=0; �2J

1

[d

�

1

℄g, J

2

[d

�

1

�

2

℄ = J

1

[d

�

1

℄ n J

1

[d

�

1

�

2

℄. Òî-

ãäà T

�

1

=

r

2

(�

1

)

S

�

2

=1

Q

�

1

�

2

, Q

�

1

�

2

= fxjx = u

�

1

�

2

�

2

+ T

�

1

�

2

; j�

2

j � 1g, u

�

1

�

2

=

P

�2J

2

[d

�

1

�

2

℄

f

�

'

�

sign (f

�

; d

�

1

�

2

), T

�

1

�

2

= fxj x =

P

�2J

1

[d

�

1

�

2

℄

f

�

'

�

�

�

; j�

�

j � 1g.

Ïî ïîñòðîåíèþ dimT

�

1

�

2

=n�!�2�M(J

1

[d

�

1

�

2

℄). Åñëè çäåñü èìååò ìåñòî

ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî ïpîöåññ ïðîäîëæàåì äëÿ T

�

1

�

2

. Çà êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî øàãîâ äîéäåì äî T

�

1

����

j

= fxjx =

P

�2J

1

[d

�

1

����

j

℄

f

�

'

�

�

�

, j�

�

j�1g òàêîãî,

÷òî dimT

�

1

����

j

=n�!�j=M(J

1

[d

�

1

����

j

℄). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.7 Ïóñòü Q n p

sum

6= ;. Òîãäà Q ïðåäñòàâèìî â âèäå

Q =

r

[

�

1

=1

r

2

(�

1

)

[

�

2

=1

� � �

r

j

(�

1

����

j�1

)

[

�

j

=1

P (p

sum

; V

�

1

����

j

; �

�

1

����

j

);

ãäå v

�

1

����

j

;i

= f

�

i

, �

�

1

����

j

i

= '

�

i

, �

i

2 J

1

[d

�

1

����

j

℄, i = 1; : : : ; n � ! � j;

v

�

1

����

j

;n�!�j+i

= Nrvu

�

1

����

i

, �

�

1

����

j

n�!�j+i

= ku

�

1

����

i

k, i = 1; : : : ; j; v

�

1

����

j

;i

=




i

2 C, �

�

1

����

j

i

= 0, i = n� ! + 1; : : : ; n.

Çàìå÷àíèå 3.2 Åñëè ! = 0, M(F ) = Nn è âûïîëíåíî ïðåäïîëîæå-

íèå 3.1, òî ýòî îáúåäèíåíèå ñîñòîèò èç r = C

n�1

Nn

ìíîæåñòâ. Íà ðèñ. 3.2(a)

ïðèâåäåí ïðèìåð äëÿ n = N = 2, êîãäà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Q â âèäå

îáúåäèíåíèÿ íåîáõîäèìî íå ìåíåå 4 (òî åñòü C

n�1

Nn

) ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, çäåñü Q èìååò 4 ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ãðàíåé. Ïðè

ïðåäñòàâëåíèè Q â âèäå êîíå÷íîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ îöåíîê äëÿ êàæäîé

ãðàíè äîëæåí íàéòèñü ñîäåðæàùèé åå ïàðàëëåëåïèïåä. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

÷èñëî ýëåìåíòîâ â îáúåäèíåíèè áûëî ìåíüøå 4, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü

õîòÿ áû îäèí ïàðàëëåëåïèïåä, ñîäåðæàùèé òðè èç óïîìÿíóòûõ ãðàíåé,

íî èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.

Ââåäåì åùå îäíî ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ îöåíîê äëÿ Q.

Ïóñòü

~

V = f~v

i

g 2 M

n�n

�

� òàêàÿ ìàòðèöà, ÷òî åå ïåðâûå n � !

ñòîëáöîâ ïðèíàäëåæàò F , à îñòàëüíûå èì îðòîãîíàëüíû: ~v

i

2 F , i =

1; : : : ; n�!, ~v

n�!+j

= 


j

, j = 1; : : : ; !, W = fw

i

g = Ort

~

V , è ïóñòü
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âåêòîðû ~u

i

, i = 1; : : : ; n�!, èìåþò âèä ~u

i

=

P

�2J

i

f

�

'

�

sign (f

�

; w

i

),

J

i

= f� 2 f1; : : : ;Mgj (f

�

; w

�

) = 0; �=i+1; : : : ; ng.

Òåîðåìà 3.2 Åñëè P = P(v; V; �) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

v = p

sum

; V = fv

i

g;

v

i

= Nrv ~u

i

; �

i

= k~u

i

k; i = 1; : : : ; n�!;

v

i

= w

i

; �

i

= 0; i = n�!+1; : : : ; n;

òî îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ âíóòðåííèì ïàðàëëåëå-

ïèïåäîì äëÿ Q =

P

N

k=1

P

(k)

. Êðîìå òîãî, Q =

S

P(p

sum

; V; �), ãäå îáú-

åäèíåíèå âçÿòî ïî âñåì ðàçëè÷íûì ïàðàëëåëåïèïåäàì, êîòîðûå ìîãóò

áûòü ïîñòðîåíû, êàê îïèñàíî âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî (~u

i

; w

i

) 6= 0, i = 1; : : : ; n�! (äåé-

ñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî (~u

i

; w

i

) = 0 îçíà÷àåò (f

�

; w

i

) = 0, 8� 2 J

i

, à ýòî

äëÿ óïîìÿíóòûõ i íåâîçìîæíî ââèäó âûáîðà

~

V è W ). Ïî ëåììå À1.2

detV 6= 0. Çíà÷èò, V 2 M

n�n

�

. Òàê êàê êàæäûé f

�

âíîñèò íåíóëåâîé

âêëàä òîëüêî â îäèí èç ~u

i

, òî P � Q. Ïóñòü x

�

=

P

n�!

i=1

(�1)

�

i

~u

i

� ïðî-

èçâîëüíàÿ âåðøèíà P . Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû À1.3 (ãäå w

i

çàìåíåíû íà (�1)

�

i

w

i

), è,

çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé äëÿ Q. Ïî ëåììå 2.12 P � ìàêñèìàëü-

íûé ïî âêëþ÷åíèþ âíóòðåííèé ïàðàëëåëåïèïåä äëÿ Q. Ïðåäñòàâëåíèå

Q â âèäå îáúåäèíåíèÿ âûòåêàåò èç ëåììû 3.7, ïîñêîëüêó êàæäûé ïàðàë-

ëåëåïèïåä èç ëåììû 3.7 ìîæåò áûòü ïîñòðîåí êàê îïèñàíî âûøå. 2

�èñ. 3.2(d) èëëþñòðèðóåò òåîðåìó 3.2 äëÿ ñëó÷àÿ n = N = 2.

Çàìå÷àíèå 3.3 Ñóììó ïàðàëëåëåïèïåäîâ óäàëîñü ïðåäñòàâèòü â âè-

äå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåóëó÷øàåìûõ ïî âêëþ÷åíèþ âíóòðåí-

íèõ îöåíîê. Îäíàêî íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè îíà ñîñòîèò èç "áîëü-

øîãî" ÷èñëà "ìàëåíüêèõ" ïàðàëëåëåïèïåäîâ, òî óêàçàííûå îöåíêè îêà-

çûâàþòñÿ "äëèííûìè óçêèìè". Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ââåñòè òàêæå áîëåå

øèðîêîå ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ îöåíîê.

Ïóñòü Q = P

(1)

+ P

(2)

� ñóììà äâóõ ïàðàëëåëîòîïîâ, ãäå P

(k)

=

P [p

(k)

;

�

P

(k)

℄, k = 1; 2,

�

P

(k)

2 IR

n�r

k

, r

k

� n.
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Ââåäåì ìíîæåñòâà G

r�n

r�n-ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ñóììà àáñîëþòíûõ

âåëè÷èí ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè íå ïðåâîñõîäèò 1:

G

r�n

= f� = f


�

�

g 2 IR

r�n

j max

1���r

n

X

�=1

j


�

�

j � 1g: (3.10)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �

(k)

2 G

r

k

�n

, k = 1; 2, è îïðåäåëèì ïàðàëëåëîòîï

P

�

�

(1)

;�

(2)

(P

(1)

+ P

(2)

)

4

= P [p

�

;

�

P

�

℄; ãäå

p

�

= p

(1)

+ p

(2)

;

�

P

�

=

�

P

(1)

�

(1)

+

�

P

(2)

�

(2)

; �

(k)

2G

r

k

�n

:

(3.11)

Ëåììà 3.8 Ïàðàëëåëîòîï (3.11) åñòü âíóòðåííÿÿ îöåíêà äëÿ Q =

P

(1)

+ P

(2)

êàêîâû áû íè áûëè �

(k)

2 G

r

k

�n

, k=1; 2. Êðîìå òîãî,

Q =

[

fP

�

�

(1)

;�

(2)

(Q)j�

(1)

2 G

r

1

�n

;�

(2)

2 G

r

2

�n

g; (3.12)

ïðè÷åì åñëè P

(1)

� ïàðàëëåëåïèïåä, òî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü �

(1)

=I:

Q =

[

fP

�

I;�

(2)

(Q)j�

(2)

2 G

r

2

�n

g: (3.13)

Îöåíêà P

�

âèäà (3.11) ÿâëÿåòñÿ òóãîé (â íàïðàâëåíèè l), åñëè �

(k)

=

f


(k)j

g 2 G

r

k

�n

òàêîâû, ÷òî

sign 


(1)

>




(1)j

= sign 


(2)

>




(2)j

8j2f1; : : : ; ng : 


(k)

>




(k)j

6=0; k=1; 2;

(3.14)

Abs (


(k)

>

�

(k)

)e = (Abs 


(k)

)

>

e

16

; k = 1; 2; ãäå 


(k)

=

�

P

(k)

>

l: (3.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé p

(1)

= p

(2)

= 0.

Åñëè x 2 P

�

�

(1)

;�

(2)

(Q), òî ñóùåñòâóåò � 2 IR

n

òàêîé, ÷òî Abs � � e è

x = x

(1)

+ x

(2)

, ãäå x

(k)

=

�

P

(k)

�

(k)

, �

(k)

= �

(k)

�. Ââèäó (3.10) Abs �

(k)

� e.

Ïîýòîìó x

(k)

2 P

(k)

è x 2 Q. Âêëþ÷åíèå P

�

�

(1)

;�

(2)

(Q) � Q äîêàçàíî.

Äîêàæåì îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ â (3.12), (3.13). Ïóñòü x 2 Q, ò.å. íàé-

äóòñÿ òàêèå �

(k)

2 IR

r

k

, Abs �

(k)

� e, ÷òî x =

�

P

(1)

�

(1)

+

�

P

(2)

�

(2)

. Ïî-

ëàãàÿ �

(k)

= fdiag �

(k)

; 0g 2 G

r

k

�n

è � = e 2 IR

n

, çàìå÷àåì, ÷òî x =

�

P

�

� 2 P [0;

�

P

�

℄ = P

�

�

(1)

;�

(2)

(Q) è x ïðèíàäëåæèò ïðàâîé ÷àñòè (3.12).

16

Çäåñü âåêòîðû e = (1; 1; : : : ; 1)

>

â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ìîãóò èìåòü ðàçíóþ ðàçìåðíîñòü.
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�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

�

P

(1)

= P

(1)

diag �

(1)

, detP

(1)

6= 0, �

(1)

� 0.

Ïóñòü âíà÷àëå x ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå Q. Òîãäà õîòÿ áû îäíà èç êîì-

ïîíåíò �

(1)

(ïóñòü i-ÿ) ïî ìîäóëþ ðàâíà 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè �

(1)

i

= 0

äëÿ íåêîòîðîãî i, òî ìîæíî ñ÷èòàòü �

(1)

i

= 1. Åñëè æå �

(1)

> 0 è áû-

ëî áû Abs �

(1)

< e, òî òî÷êà x ïðèíàäëåæàëà áû Q âìåñòå ñ íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòüþ â IR

n

è íå áûëà ãðàíè÷íîé. Ïîëàãàÿ �

(1)

= I,

�

(2)

= f0 : : : 0 sign �

(1)

i

�

(2)

0 : : : 0g 2 G

r

2

�n

(âñå ñòîëáöû êðîìå i-î � íó-

ëåâûå), � = �

(1)

, îïÿòü èìååì x =

�

P

�

�, ÷òî îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü x

ïðàâîé ÷àñòè (3.13). Ïóñòü òåïåðü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Q. Òîãäà

íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà x

�

, ïðèíàäëåæàùàÿ ëó÷ó �x, � � 0, è ãðàíèöå

Q. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, x

�

2 P

�

, ãäå P

�

� íåêîòîðûé ýëåìåíò îáú-

åäèíåíèÿ (3.13). Î÷åâèäíî, ÷òî è 0 2 P

�

. Ïîñêîëüêó x = �

1

x

�

+(1��

1

)�0,

0 � �

1

= �

�1

� 1, òî x 2 P

�

ââèäó âûïóêëîñòè P

�

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû çàìå÷àåì, ÷òî

�(ljP

�

) = Abs (l

>

(

�

P

(1)

�

(1)

+

�

P

(2)

�

(2)

))e = Abs (


(1)

>

�

(1)

)e + Abs (


(2)

>

�

�

(2)

)e = �(ljP

(1)

) + �(ljP

(2)

), ãäå èñïîëüçîâàíû �îðìóëà äëÿ îïîðíîé

�óíêöèè ïàðàëëåëîòîïà è ñîîòíîøåíèÿ (3.14) � (3.15). 2

Èñïîëüçîâàíèå îáîçíà÷åíèé P

�

v;V

(Q) èç (2.23) è P

�

�

(1)

;�

(2)

(Q) èç (3.11)

â êàæäîì êîíêðåòíîì êîíòåêñòå, ïî-âèäèìîìó, íå äîëæíî âûçâàòü ïóòà-

íèöû. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå

P

�

�

(P)

4

= P [p;

�

P �℄ äëÿ P = P [p;

�

P ℄;

�

P 2 IR

n�r

; � 2 G

r�n

: (3.16)

Ñëåäñòâèå 3.1 Ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 3.8 r

1

= n, r

2

= r. Ïóñòü

J = fj

1

; : : : ; j

r

g � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ èç ìíîæåñòâà

f1; 2; : : : ; ng, à fi

1

; : : : ; i

r

g � êàêàÿ-ëèáî ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë f1; : : : ; rg.

Åñëè �

(1)

= I, à �

(2)

= f


(2)j

g òàêîâà, ÷òî íåíóëåâûìè ìîãóò áûòü òîëüêî

ñòîëáöû ñ íîìåðàìè j 2 J , è ñòîëáöû âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì




(2)j

= 0; åñëè j =2 J; 


(2)j

= �

�

e

i

�

; åñëè j = j

�

2 J;

�

�

=

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

sign 


(1)

j

�

sign 


(2)

i

�

; åñëè 


(1)

j

�

� 


(2)

i

�

6= 0;

sign 


(2)

i

�

; åñëè 


(1)

j

�

= 0; 


(2)

i

�

6= 0;

ëþáîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî j�

�

j�1; åñëè 


(2)

i

�

= 0;

(3.17)
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òî îöåíêà P

�

�

(1)

;�

(2)

(Q) áóäåò òóãîé äëÿ Q (â íàïðàâëåíèè l)

17

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (3.14), (3.15). �àâåíñòâà

(3.14) íå íóæíî îáåñïå÷èâàòü ïðè j =2 J (ò.ê. òîãäà 


(2)

>




(2)j

= 0), à òàêæå

ïðè j = j

�

2 J â ñëó÷àÿõ, êîãäà 


(2)

i

�

= 0 (òîãäà 


(2)

>




(2)j

= 


(2)

i

�

�

�

= 0)

èëè 


(2)

i

�

6= 0, íî 


(1)

j

= 0 (òîãäà 


(1)

>




(1)j

= 


(1)

j

= 0). Ïðè îñòàâøèõñÿ

çíà÷åíèÿõ � èìååì 


(1)

j

�

� 


(2)

i

�

6= 0, è ðàâåíñòâà (3.14) âûïîëíåíû â ñèëó

âûáîðà �

�

â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.17). Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ (3.15) ïðè k = 2

(ïðè k = 1 îíî î÷åâèäíî) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Abs (


(2)

>

�

(2)

)e =

P

r

�=1

j


(2)

i

�

�

�

j, ðàçáèòü ïîñëåäíþþ ñóììó íà òðè ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå

òðåì óêàçàííûì â (3.17) ñëó÷àÿì âû÷èñëåíèÿ �

�

, è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëíîå

ñóììèðîâàíèå äàåò

P

r

�=1

j


(2)

�

j. 2

Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 3.1(b) ïîêàçàíû äâå âíóòðåííèå îöåíêè (3.11):

P

�

�

(1)

;�

(2)

(Q) ñîîòâåòñòâóåò �

(1)

=0:5�

2

6

4

1 1

1 1

3

7

5
, �

(2)

=I, à P

�

I;�

�

(Q) ñîîòâåò-

ñòâóåò ìàòðèöå �

�

, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (3.29), îïèñàííûì íèæå.

�àññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè äëÿ ñóììû äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ

âíåøíåé îöåíêè íàèìåíüøåãî îáúåìà. Åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

ñ ïîìîùüþ ëåìì 2.16, 2.17 è 3.4. Ïðè ýòîì, åñëèQ = P

(1)

+P

(2)

, intQ 6= ;,

òî Z = D[Q℄ (ñì. ñ. 51) è äëÿ íàõîæäåíèÿ V

�

äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü íå

áîëåå C

n

r

� C

n

C

n�1

2n

ìàòðèö V 2 V

4

(Q).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ "ìàë":

Q = P

(1)

+ " � P

(2)

; P

(k)

= P(p

(k)

; P

(k)

; �

(k)

); " > 0; (3.18)

ðåøåíèå çàäà÷è (2.29) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå.

Ëåììà 3.9 Ïóñòü Q èìååò âèä (3.18) è �

(1)

> 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå "

0

> 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî " < "

0

ïàðàëëåëåïèïåä P

+

P

(1)

(Q) èìååò

íàèìåíüøèé îáúåì ñðåäè âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ñîäåðæàùèõ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà öåíòðû

P

(k)

íàõîäÿòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, è P

(1)

� ýòî åäèíè÷íûé êóá:

P

(1)

=

�

P

(1)

= P(0; I; e); P

(2)

=

�

P

(2)

= P(0; P; �): (3.19)

17

Íî íå îáÿçàòåëüíî ïàðàëëåëåïèïåäîì.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x

(k)

, k = 1; 2, ïðîáåãàþò "

k�1

P

(k)

, òî y = y

(1)

+ y

(2)

,

ãäå y

(k)

= A (x

(k)

� "

k�1

p

(k)

), A = (diag �

(1)

)

�1

(P

(1)

)

�1

, ïðîáåãàþò Q

y

=

�

P

(1)

+ " �

�

P

(2)

ñ P = AP

(2)

(diag fkAp

(2) i

kg)

�1

, � = diag fkAp

(2) i

kg�

(2)

â (3.19). Ïðåäïîëîæèì, óæå äîêàçàíî, ÷òî P

+

I

(Q

y

) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (2.29) äëÿ Q

y

. À�èííîå ïðåîáðàçîâàíèå x = p

(1)

+ " p

(2)

+ A

�1

y

îòîáðàæàåò Q

y

íà Q è ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî âêëþ÷åíèÿ è îòíîøåíèå îáú-

åìîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, P

+

, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì P

+

I

(Q

y

), ðåøàåò çàäà÷ó

(2.29). Ïî ëåììå 2.5 P

+

= P

+

P

(1)

(Q).

Îñòàëîñü äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ (3.19), ÷òî �(V ) � 2

�n

(volP

+

V

(Q) �

volP

+

I

(Q)) � 0, 8V 2M

n�n

�

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ". Ââèäó (3.7)

�(V ) =j detV j

�(n�1)

n

Y

i=1

(a

i

+ "b

i

)�

n

Y

i=1

(1 + "d

i

) = A

0

(V ) +

n

X

i=1

"

i

A

i

(V );

(3.20)

ãäå a

i

= �( ~w

i

j

�

P

(1)

), b

i

= �( ~w

i

j

�

P

(2)

), d

i

= �(e

i

j

�

P

(2)

),

~

W

>

= f ~w

i

g

>

� ïðè-

ñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà ê V , (V

�1

)

>

= W = fw

i

g = (detV )

�1

~

W .

�àññìîòðèì A

0

(V ). Òàê êàê (detW )

2

�

Q

n

i=1

kw

i

k

2

[12, ñ.154℄, òî äëÿ

êàæäîé V

A

0

(V ) =j detV j

n

Y

i=1

n

X

j=1

j(w

i

; e

j

)j � 1

=j detV j

n

Y

i=1

(

n

X

�=1

jw

i

�

j

2

+ 2

X

�<�

jw

i

�

jjw

i

�

j)

1=2

� 1 �j detV j

n

Y

i=1

kw

i

k � 1 � 0:

Òàêèì îáðàçîì, A

0

(V ) = 0 ìîæåò áûòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå

P

�<�

jw

i

�

jjw

i

�

j = 0 è, ñ ó÷åòîì V 2M

n�n

�

, òîëüêî åñëè AbsV = I

18

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D

j

Æ-îêðåñòíîñòè íóëåé A

0

(V ), D

�

=M

n�n

�

n

S

j

D

j

.

Òîãäà minfA

0

(V )j V 2 D

�

g = A

0�

> 0, è ïðè " < 1 ââèäó (3.20)

�(V ) � A

0�

� "

�

C

�

; 8V 2 D

�

; (3.21)

ãäå êîíñòàíòà

�

C

�

îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

�

C = maxfkp

j

k�

j

j 1�j�ng.

Îöåíèì �(V ) â D

j

, è áåç ïîòåðè îáùíîñòè, â D

1

� Æ-îêðåñòíîñòè

V = I. Èñïîëüçóÿ ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû [150, ò.3, ñ.401℄ è ââîäÿ óãëû

18

�àâåíñòâî

P

�<�

jw

�

w

�

j = 0 äëÿ âåêòîðà w 2 IR

n

âîçìîæíî òîëüêî, åñëè êàêèå-òî n � 1 åãî

êîìïîíåíò ðàâíû 0.
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�

j

i

, i=1; : : : ; n�1, äëÿ j-õ ñòîëáöîâ ìàòðèöû V = fv

j

i

g 2 M

n�n

�

, èìååì:

v

j

1

=

n�1

Y

k=1

sin�

j

k

; v

j

i

=

n�i

Y

k=1

sin�

j

k


os�

j

n�i+1

; i = 2; : : : ; n; (j = 1; : : : ; n):

Â D

1

óãëû �

j

i

áëèçêè ê

�

�

j

i

, ãäå

�

�

j

n�j+1

= 0 ïðè j = 2; : : : ; n, à îñòàëü-

íûå

�

�

j

i

= �=2. Îáîçíà÷èì

�

Æ = maxfj�

j

i

�

�

�

j

i

j j 1�i�n�1; 1�j�ng,

Æ = maxfmaxfj�

j

i

�

�

�

j

i

j j 1�i�n�j; 1�j�n�1g; maxfj�

j

n�j+1

�

�

�

j

n�j+1

j j

2�j�ngg. Èñïîëüçóÿ òîò �àêò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C > 0,

C

Æ

> 0, ÷òî j sinxj � Cjxj, j 
osx � 1j � Cx

2

äëÿ âñåõ x ñ jxj � C

Æ

, è

j 
osxj � Cjx � �=2j, j sinx � 1j � C(x � �=2)

2

äëÿ x ñ jx � �=2j � C

Æ

,

îöåíèì ýëåìåíòû V è

~

W . Ïðè Æ �

�

Æ � C

Æ

ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà: C

1

j�

j

n�i+1

�

�

�

j

n�i+1

j � jv

j

i

j � C

2

Æ (i > j) � äëÿ ýëåìåíòîâ V

ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ; C

1

j�

j

n�j+1

�

�

�

j

n�j+1

j � jv

j

1

j � C

2

Æ (j = 2; : : : ; n)

� äëÿ ýëåìåíòîâ íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ â ïåðâîé ñòðîêå; jv

j

i

j � C

2

Æ

�

Æ

(i < j, i � 2) � äëÿ ýëåìåíòîâ íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ â îñòàëüíûõ ñòðî-

êàõ; jv

i

i

�1j � C

2

Æ

2

(i = 1; : : : ; n) � äëÿ ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Òàê êàê detV ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëü-

íûõ ýëåìåíòîâ, à êàæäîå èç îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ èìååò ìíîæèòåëÿìè,

ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ýëåìåíò íàä è îäèí � ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ,

òî

j detV � 1j � C

3

Æ

2

: (3.22)

Îöåíèâàÿ îïðåäåëèòåëè ~w

j

i

ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ íåðàâåíñòâ, èìååì

j ~w

i

i

� 1j � C

4

Æ

2

; j ~w

j

i

j � C

5

Æ; i 6= j: (3.23)

Â

P

i 6=j

j ~w

j

i

j ïðåäñòàâëåíû âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïðîèçâåäåíèå êàæäîãî

íåäèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû V íà n�2 åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ, à îñòàëüíûå ÷ëåíû ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé C

6

Æ

2

. Ïîýòîìó

X

i 6=j

j ~w

j

i

j �

X

i 6=j

jv

j

i

j � C

7

Æ

2

� C

1

Æ � C

8

Æ

2

: (3.24)

Èñïîëüçóÿ (3.20), (3.22) � (3.24), èìååì â D

1

:

j detV j

n�1

A

0

(V ) � C

9

Æ�C

10

Æ

2

; j detV j

n�1

j

n

X

i=1

"

i

A

i

(V )j � B

1

+B

2

+B

3

;

(3.25)
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B

1

= j

n

Y

i=1

(a

i

+ "b

i

)�

n

Y

i=1

(1 + "d

i

)�

n

Y

i=1

a

i

+ 1j;

B

2

= j

n

Y

i=1

(1+"d

i

)j j(detV )

n�1

�1j �

�

C

11

Æ

2

; B

3

= j(detV )

n�1

�1j � C

12

Æ

2

:

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü B

1

, äîáàâèì è âû÷òåì ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû è

èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ ja

i

j � C

13

, jb

i

j �

�

C

14

, ja

i

� 1j � C

15

Æ, jb

i

� d

i

j �

�

C

16

Æ, âûòåêàþùèå èç (3.23). Òîãäà

�(V ) �j detV j

n�1

(C

9

� C

17

Æ �

�

C

18

")Æ: (3.26)

Íåðàâåíñòâà (3.21), (3.26) ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîæíî ñíà÷àëà âûáðàòüD

j

(ò.å. Æ), à çàòåì "

0

òàê, ÷òîáû �(V ) � 0 äëÿ âñåõ " < "

0

. Îòìåòèì, ÷òî

êîíñòàíòû C

�

(áåç ÷åðòî÷åê) çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà n, à

�

C

�

çàâèñÿò îò

�

C. 2

Çàìå÷àíèå 3.4 Óòâåðæäåíèå ëåììû 3.9 âåðíî äëÿ Q = P

(1)

+"W ,

ãäå W 2 
onv IR

n

è ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî öåíòðà

19

.

Âåëè÷èíà "

0

> 0 çàâèñèò îò

~

Ckdiag f�

(1)

i

g

�1

(P

(1)

)

�1

k (â íåêîòîðîé ïî-

ëîæèòåëüíîé ñòåïåíè), ãäå êîíñòàíòà

~

C îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

�

C =

maxfkxk j x 2 Wg.

Â ñàìîì äåëå, àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî b

i

=

�( ~w

i

j

�

W), d

i

= �(e

i

j

�

W) (

�

W åñòü îáðàç W). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà (3.21), (3.25), (3.26), ãäå äëÿ îöåíèâàíèÿ B

1

äîñòàòî÷íî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ëèïøèöà äëÿ �(lj

�

W) [129, ñ.61℄.

Çàïèøåì òåïåðü ìíîæåñòâî (3.18) â âèäå ñóììû äâóõ ïàðàëëåëîòîïîâ

ïîëàãàÿ P

(k)

=P [p

(k)

;

�

P

(k)

℄, k=1; 2, ãäå

�

P

(1)

2IR

n�n

,

�

P

(2)

2IR

n�r

, è ïîïûòà-

åìñÿ âûäåëèòü â äîñòàòî÷íî áîãàòîì ñåìåéñòâå (3.13) âíóòðåííèõ îöåíîê

P

�

=P

�

I;�

(P

(1)

+"P

(2)

) ïàðàëëåëîòîï íàèáîëüøåãî îáúåìà.

Ïîëüçóÿñü íåâûðîæäåííîñòüþ P

(1)

, èìååì volP

�

= 2

n

j det

�

P

(1)

j �

j det(I+"��)j, ãäå �=(

�

P

(1)

)

�1

�

P

(2)

. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å

	(�)

4

= det(I + "��)! max; � 2 G

r�n

: (3.27)

19

Íàïîìíèì, ÷òî X ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè a (öåíòðà), åñëè 2a�x 2 X ïðè âñåõ x 2 X .
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Íåñëîæíî çàìåòèòü

20

, ÷òî 	(�) = 1 + " � tr (��) + o("). Ñ÷èòàÿ " > 0

ìàëûì, ðàññìîòðèì çàäà÷ó

tr (��)! max; � 2 G

r�n

: (3.28)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè � 2 G

r�n

èìååì tr (��) �

P

r

l=1

max

1�i�n

j�

l

i

j è

ïîñëåäíåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ íà ëþáîé ìàòðèöå �

�

= f


�j

l

g âèäà




�j

l

= sign �

l

j

� �

j

l

; j = 1; : : : ; n; l = 1; : : : ; r; ãäå �

j

l

� 0;

�

j

l

= 0; äëÿ j 62 J

l

; j = 1; : : : ; n; l = 1; : : : ; r;

n

X

j=1

�

j

l

= 1; l = 1; : : : ; r;

J

l

= Argmaxfj�

l

j

j j j = 1; : : : ; ng; l = 1; : : : ; r:

(3.29)

Ïðèìåð îöåíêè P

�

I;�

�

(P

(1)

+ P

(2)

) ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.1(b).

�åøåíèå (3.29) çàäà÷è (3.28), âîîáùå ãîâîðÿ, íååäèíñòâåííî. Ìàòðè-

öû (3.29), âîîáùå ãîâîðÿ, íåîïòèìàëüíû â ñìûñëå (3.27) è äàþò òîëüêî

ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.27), ðàññìàòðèâàåìîé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (ïî ").

Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â � 8, îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè

íàõîæäåíèè íåâûðîæäåííûõ âíóòðåííèõ îöåíîê òðóáîê äîñòèæèìîñòè.

Çàìå÷àíèå 3.5 Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 3.1, 3.2 è ëåìì 3.4, 3.5, 3.6,

3.7 ýòîãî ïàðàãðà�à ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå, êîãäà Q =

P

N

k=1

P

(k)

åñòü

ñóììà N ïàðàëëåëîòîïîâ P

(k)

= P [p

(k)

;

�

P

(k)

℄,

�

P

(k)

= f�p

(k);i

g 2 IR

n�r

k

.

Âñå èñïîëüçóåìûå êîíñòðóêöèè ñîõðàíÿþòñÿ, à îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî

â �îðìàëüíîì îïèñàíèè ìíîæåñòâà F = F [Q℄ âåêòîðîâ f

�

è ÷èñåë '

�

. Â

äàííîì ñëó÷àå f

�

2 F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå

L(�) � 1 è òàêèå k

�

2 f1; : : : ; Ng, i

�

2 f1; : : : ; r

k

�

g, j

�

2 f0; 1g, ÷òî

f

�

= (�1)

j

�

Nrv �p

(k

�

);i

�

(� = 1; : : : ; L(�)), j

1

= 0, à '

�

=

P

L(�)

�=1

k�p

(k

�

);i

�

k.

20

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f(X)=detX . Òîãäà f(I + hB) = f(I) + h

P

n

i;j=1

�f(X)=�x

j

i

j

X=I

b

j

i

+ o(h).

Íî �f(X)=�X = f(X)(X

�1

)

>

[163℄. Ïîýòîìó det(I + hB) = 1 + h � trB + o(h).
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4 �åîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Îöåíêè äëÿ (P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

�àçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ îöåíîê äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè

äâóõ ìíîæåñòâ. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè, âîçíèêàþ-

ùèå ïðè ïîëèýäðàëüíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ïàðàëëå-

ëåïèïåäà è âûïóêëîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà � ýòî ëèáî ïàðàëëåëåïè-

ïåä, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ëåììà 4.1 Ïóñòü Q = P

_

�Y, ãäå P = P(p; P ; �), Y 2 
onv IR

n

. Ïóñòü

�

dif

= ���, ãäå � � âåêòîð âåëè÷èí ïîëóîñåé ïàðàëëåëåïèïåäà P

+

P

(Y) =

P(P
; P; �), íàéäåííîãî ïî �îðìóëàì (2.10). Åñëè min

1�i�n

�

dif

i

� 0, òî Q =

P(p� P
; P; �

dif

), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Q = ;.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 2.3 ïðîèçâîëüíîå R 2 
onv IR

n

ñîäåðæèòñÿ â P åñëè è òîëüêî åñëè �(�P

�1

>

e

i

jR) � �(�P

�1

>

e

i

jP),

i = 1; : : : ; n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ëåììû 2.1 è �îðìóë (2.10), Q =

fxj x+Y � Pg = fxj (x;�P

�1

>

e

i

) � �(�P

�1

>

e

i

jP )��(�P

�1

>

e

i

jY); i =

1; : : : ; ng = fxj Abs (P

�1

(x� p+ P
)) � �

dif

g: Åñëè �

dif

i

< 0 äëÿ íåêîòî-

ðîãî i, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà íåðàâåíñòâ íåñîâìåñòíà; â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå Q åñòü ïàðàëëåëåïèïåä óêàçàííîãî âèäà ââèäó ëåììû 2.3. 2

Ñëåäñòâèå 4.1 Ïóñòü Q = P

(1)

_

�P

(2)

, P

(k)

= P(p

(k)

; P

(k)

; �

(k)

),

k = 1; 2, è �

dif

= �

(1)

� Abs ((P

(1)

)

�1

P

(2)

)�

(2)

. Åñëè �

dif

� 0, òî Q =

P(p

(1)

� p

(2)

; P

(1)

; �

dif

), èíà÷å Q = ;. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü Q = P

(1)

_

�P

(2)

,

ãäå P

(k)

= P [p

(k)

;

�

P

(k)

℄, k = 1; 2, � ýòî ïàðàëëåëîòîïû, ïåðâûé èç êîòî-

ðûõ íåâûðîæäåí (det

�

P

(1)

6= 0). Ïîëîæèì �

�

= e � Abs ((

�

P

(1)

)

�1

�

P

(2)

) e.

Åñëè �

�

� 0, òî Q = P [p

(1)

� p

(2)

;

�

P

(1)

diag �

�

℄, èíà÷å Q = ;.

�àññìîòðèì òåïåðü âíåøíèå îöåíêè äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè

äâóõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ.
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Ïóñòü X � îãðàíè÷åííûé ïîëèòîï, òàêîé ÷òî intX 6= ; è

X = fxj � (x; z

j

) � �(�z

j

jX ); kz

j

k = 1; j = 1; : : : ;�g: (4.1)

Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ Z = fz

1

; : : : ; z

�

g ðàâåí n.

Ëåììà 4.2 Åñëè X èìååò âèä (4.1), Y 2 
onv IR

n

, è Q=X

_

�Y 6= ;, òî

�(ljQ) = min

V 2V

4

(X )

�(ljP

+

V

); 8l 2 IR

n

; Q =

\

V 2V

4

(X )

P

+

V

; (4.2)

ãäå P

+

V

= P

+

V

(X )

_

�P

+

V

(Y); (4.3)

ìíîæåñòâî V

4

= V

4

(X ) ñòðîèòñÿ, êàê îïèñàíî íà ñ. 47.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì l 2 IR

n

. Òîãäà �(ljQ) = (x

�

; l), ãäå

x

�

2 Q åñòü ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

maxf(x; l) j (x;�z

j

) � �(�z

j

jX )� �(�z

j

jY); j = 1; : : : ;�g (4.4)

(ñì. [225, ñ.134℄). Ïî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè [129, ñ.135℄

è ëåììå î ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè [154, ñ.37℄, ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû z

�

j

,

j = 1; : : : ; n, è íàéòè ~�

j

� 0, j = 1; : : : ; n, òàêèå ÷òî

l =

k

X

j=1

~�

j

z

�

j

+

n

X

j=k+1

~�

j

(�z

�

j

);

~�

j

((x

�

; z

�

j

)� �(z

�

j

jX ) + �(z

�

j

jY)) = 0; j = 1; : : : ; k;

~�

j

((x

�

;�z

�

j

)� �(�z

�

j

jX ) + �(�z

�

j

jY)) = 0; j = k + 1; : : : ; n:

�àññìîòðèì òàêóþ ìàòðèöó V

�

, ÷òî âåêòîðû (V

�1

�

)

>

e

j

êîëëèíåàðíû âåê-

òîðàì z

�

j

(j = 1; : : : ; n). Òîãäà V

�

2 V

4

, è íàéäåòñÿ � 2 IR

n

ñî ñâîéñòâàìè

l = (V

�1

�

)

>

�; � � 0;

�

j

((x

�

; (V

�1

�

)

>

e

j

)� �((V

�1

�

)

>

e

j

jX ) + �((V

�1

�

)

>

e

j

jY)) = 0;

(4.5)

ãäå j = 1; : : : ; n. Îòñþäà

(x

�

; l) =

n

X

j=1

�

j

(�((V

�1

�

)

>

e

j

jX )� �((V

�1

�

)

>

e

j

jY)): (4.6)
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Èñïîëüçóÿ (4.4), (2.10) è ëåììó 2.1, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî �(�(V

�1

)

>

�

e

j

jQ) � �(�(V

�1

)

>

e

j

jX ) � �(�(V

�1

)

>

e

j

jY) = �(�(V

�1

)

>

e

j

jP

+

V

), j =

1; : : : ; n, äëÿ êàæäîé V 2 V

4

. Ñëåäîâàòåëüíî, Q � P

+

V

, è �(ljQ) �

minf�(ljP

+

V

) j V 2 V

4

g � �(ljP

+

V

�

).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (4.2) íåâåðíî, òî åñòü

(x

�

; l) = �(ljQ) < minf�(ljP

+

V

) j V 2 V

4

g � �(ljP

+

V

�

): (4.7)

Íî â ñèëó ëåììû 2.1 è (4.5), (2.10), (4.6) èìååì

�(ljP

+

V

�

) =

n

X

j=1

�

j

(�((V

�1

�

)

>

e

j

jX )� �((V

�1

�

)

>

e

j

jY)) = (x

�

; l);

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4.7). Âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (4.2) âûòåêàåò èç ïåðâîãî

(ñì., íàïðèìåð, ëåììó À1.4). 2

Èçó÷èì òåïåðü ïîäðîáíåå âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâ

âèäà (P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

, âîçíèêàþùèõ, íàïðèìåð, ïðè àïïðîêñèìàöèÿõ

çàäà÷è öåëåâîãî ñèíòåçà óïðàâëåíèé ïðè íåîïðåäåëåííîñòè (ñì. ãë. IV).

Ëåììà 4.3 Ïóñòü P

(k)

= P(p

(k)

; P

(k)

; �

(k)

), k = 1; 2; 3. Òîãäà

P

+

V

((P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

) � P

+

V

(P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

; 8V 2M

n�n

�

; (4.8)

P

+

V

(P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

= P(p

(1)

+ p

(2)

+ p

(3)

; V; �) ïðè � � 0;

ãäå � =

2

X

k=1

Abs (V

�1

P

(k)

)�

(k)

�Abs (V

�1

P

(3)

)�

(3)

:

(4.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (P

(1)

+P

(2)

)

_

�P

(3)

6=; (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

(4.8) î÷åâèäíî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q

(1)

è Q

(2)

ïàðàëëåëåïèïåäû â ëå-

âîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (4.8). Ïîñêîëüêó îíè èìåþò îäíó è òó æå ìàòðè-

öó îðèåíòàöèè V , äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (4.8) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

�((V

�1

)

>

e

j

jQ

(1)

)��((V

�1

)

>

e

j

jQ

(2)

), i=1; : : : ; n. Ýòè íåðàâåíñòâà è (4.9)

äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.9), (2.10), íåðàâåíñòâà �(ljX

1

_

�

X

2

)��(ljX

1

)��(ljX

2

), 8l2IR

n

, ëåììû 2.1, òåîðåìû 3.1 è ñëåäñòâèÿ 4.1. 2

�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (2.29) î íàõîæäåíèè âíåøíåé äëÿQ îöåíêè

íàèìåíüøåãî îáúåìà äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî Q åñòü
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ðåçóëüòàò ãåîìåòðè÷åñêîãî âû÷èòàíèÿ "ìàëåíüêîãî" ïàðàëëåëåïèïåäà èç

ñóììû "áîëüøîãî" è äðóãîãî "ìàëåíüêîãî" ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Ïóñòü P

(k)

= P(p

(k)

; P

(k)

; �

(k)

), k = 1; 2; 3, è � � 0. Òîãäà ìíîæåñòâî

Q

�

= (P

(1)

+ �P

(2)

)

_

��P

(3)

(4.10)

(êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ïóñòî) ïðåäñòàâèìî â âèäå

Q

�

= fxj (x;�d

�

) � �(�d

�

jP

(1)

) + � �(�d

�

jP

(2)

)

�� �(�d

�

jP

(3)

); � = 1; : : : ; rg;

(4.11)

ãäå âåêòîðû fd

�

g

r

�=1

îïðåäåëÿþò âñå êðàéíèå îïîðû ìíîæåñòâà P

(1)

+P

(2)

(ñì. �3). Åñëè intQ

�

6= ;, òî â ñèëó ëåììû 2.16 äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ

V

�

çàäà÷è (2.29), ãäå Q çàìåíåíî íà Q

�

, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü íå áîëåå

C

n

r

� C

n

C

n�1

2n

ìàòðèö V 2 V

4

(Q

�

). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè

� "ìàëî", òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå.

Ëåììà 4.4 Ïóñòü Q

�

èìååò âèä (4.10) è �

(1)

> 0. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò òàêîå �

0

> 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî �, 0 � � < �

0

, ïàðàëëåëåïèïåä

P

+

P

(1)

(Q

�

) ðåøàåò çàäà÷ó (2.29) ñ Q = Q

�

è

P

+

P

(1)

(Q

�

) = P

+

P

(1)

(P

(1)

+ �P

(2)

)

_

��P

(3)

: (4.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.9, áåç ïîòåðè

îáùíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà

P

(1)

= P(0; I; e); P

(k)

= P(0; P

(k)

; �

(k)

); k = 2; 3: (4.13)

Òàê êàêQ

�

� P

(1)

_

��P

(3)

è �

(1)

> 0, òî ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 4.1 intQ

�

6=

; äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ � > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè �(ljQ

0

) (ãäå Q

0

= Q

�

ïðè

� = 0), óñòîé÷èâî ðàçðåøèìà è óñòîé÷èâà ïî �óíêöèè [25, ñ.116,137℄.

Ïî ëåììå 2.9 äëÿ ëþáûõ " > 0 è V 2 M

n�n

�

ñóùåñòâóåò òàêîå �

0

, ÷òî

jvolP

+

V

(Q

�

)� volP

+

V

(Q

0

)j < ", 8�: 0 � � < �

0

(äëÿ áîëåå ÿâíûõ îöåíîê

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè [205℄). Ïîýòîìó

�

�

(V )

4

= volP

+

V

(Q

�

)�volP

+

I

(Q

�

) � �

0

(V )�2 "; 8V 2 V

4

(Q

�

): (4.14)

67



Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.9 âèäíî, ÷òî �

0

(V ) � 0, 8V 2 M

n�n

�

, è

�

0

(V ) = 0 ìîæåò áûòü òîëüêî äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè

íà äèàãîíàëè �1. Òàê êàê ìíîæåñòâî V

4

= V

4

(Q

�

) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî

÷èñëà ìàòðèö è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V = I � åäèíñòâåííûé ýëåìåíò â

V

4

, äëÿ êîòîðîãî �

0

(V ) = 0, òî íàéäåòñÿ M

1

> 0 (M

1

çàâèñèò îò P

(k)

,

�

(k)

, k = 1; 2; 3) òàêîå, ÷òî �

0

(V ) � M

1

äëÿ âñåõ V 2 V

4

, V 6= I. Âìåñòå

ñ (4.14) ýòî äàåò �

�

(I) = 0, è �

�

(V ) � M

1

� 2 " äëÿ âñåõ V 2 V

4

, V 6= I.

Áëàãîäàðÿ (2.30), ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Îáîçíà÷èìP

I

= P

+

I

(P

(1)

+�P

(2)

)

_

�P

(3)

= P(0; I; �

I

) è P

II

= P

+

I

(Q

�

).

Ïî ëåììå 4.3 �

I

=e+�AbsP

(2)

�

(2)

��AbsP

(3)

�

(3)

. Ïî ëåììå 2.7 P

II

� P

I

.

Äîêàæåì (4.12) îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (4.12) íåâåðíî. Òî-

ãäà P

II

� P

I

, ãäå P

I

è P

II

èìåþò îäíó è òó æå ìàòðèöó îðèåíòàöèè I.

Ñ ó÷åòîì ëåììû 2.7 íàéäåì òàêîé íîìåð �

�

2 f1; : : : ; ng, ÷òî

�(e

�

�

jP

II

) = �(e

�

�

jQ

�

) < �(e

�

�

jP

I

) = �

I

�

�

: (4.15)

Ïî ëåììå 4.2 ñóùåñòâóåò ìàòðèöà V

�

2 V

4

(Q

�

), òàêàÿ ÷òî

�(e

�

�

jQ

�

) = �(e

�

�

jP

III

); (4.16)

ãäå P

III

= P

+

V

�

(P

(1)

+ �P

(2)

)

_

�P

+

V

�

(�P

(3)

) = P(0; V

�

; �

III

), è �

III

=

(AbsV

�1

�

) e+�Abs (V

�1

�

P

(2)

) �

(2)

��Abs (V

�1

�

P

(3)

) �

(3)

. Èñïîëüçóÿ (4.16),

ëåììó 2.1 è �îðìóëû äëÿ �

I

è �

III

, ìîæíî ïåðåïèñàòü (4.15) â âèäå

A

0

(V

�

) +A

1

(V

�

) + � A

2

(V

�

) < 1 + � A

3

; (4.17)

ãäå

A

0

=

n

X


=1

je

�

�

>

V

�

e




j je




>

V

�1

�

e

�

�

j � e

�

�

>

V

�

V

�1

�

e

�

�

= 1;

A

1

=

n

X

j=1;j 6=�

�

n

X


=1

je

�

�

>

V

�

e




j je




>

V

�1

�

e

j

j � 0;

A

2

=

n

X


=1

je

�

�

>

V

�

e




j (

n

X

j=1

je




>

V

�1

�

P

(2)

e

j

j�

(2)

j

�

n

X

j=1

je




>

V

�1

�

P

(3)

e

j

j�

(3)

j

);

A

3

=

n

X

j=1

je

�

�

>

P

(2)

e

j

j�

(2)

j

�

n

X

j=1

je

�

�

>

P

(3)

e

j

j�

(3)

j

;

(4.18)
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è äàëåå â âèäå

A

1

(V

�

) + � A

2

(V

�

) < �A

3

: (4.19)

Íî V

4

= V

4

1

S

V

4

2

, ãäå V

4

1

= fV 2V

4

j A

1

(V )6=0g, V

4

2

= V

4

n V

4

1

. Òàê êàê

V

4

ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ìàòðèö, òî ñóùåñòâóåò òàêîå M

2

> 0,

÷òî A

1

(V ) � M

2

> 0, 8V 2 V

4

1

. Åñëè V

�

2 V

4

1

, òî (4.19) ïðè � < M

2

=

(maxfjA

2

(V )j jV 2V

4

1

g+ jA

3

j) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþM

2

�A

1

(V

�

)<M

2

.

Ïóñòü V

�

2V

4

2

. Òîãäà äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî 
2f1; : : : ; ng ëèáî

e

�

�

>

V

�

e




= 0; (4.20)

ëèáî

e




>

V

�1

�

e

j

= 0; j = 1; : : : ; n; j 6= �

�

: (4.21)

Íî (4.20) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ 
 = 1; : : : ; n, òàê êàê ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî V

�

èìååò íóëåâóþ ñòðîêó. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð




�

2 f1; : : : ; ng, ÷òî e

�

�

>

V

�

e




�

6= 0 è, çíà÷èò, (4.21) âûïîëíåíî äëÿ 
 = 


�

.

Òàêîé íîìåð 


�

� åäèíñòâåííûé, ïîñêîëüêó èíà÷å V

�1

�

èìåëà áû äâå

ñòðîêè, êîëëèíåàðíûå e

�

�

>

, ÷òî âëå÷åò detV

�1

�

= 0. Òàêèì îáðàçîì, ïî-

ëó÷àåì (4.20) äëÿ 
 = 1; : : : ; n, 
 6= 


�

. Ñëåäîâàòåëüíî, V

�

òàêîâà, ÷òî

åå �

�

-ÿ ñòðîêà êîëëèíåàðíà e




�

>

, à 


�

-ÿ ñòðîêà V

�1

�

êîëëèíåàðíà e

�

�

>

.

Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò â (4.18), ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî A

2

(V

�

) = A

3

. Òîãäà

(4.19) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ 0 = A

1

(V

�

) < 0. 2

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê äëÿ ìíîæåñòâ òèïà Q = (P

(1)

+

P

(2)

)

_

�P

(3)

âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèÿìè (3.10), (3.11).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñðàçó âûòåêàåò èç ëåììû 3.8 è ñëåäñòâèÿ 4.1.

Ëåììà 4.5 Ïóñòü Q = (P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

6= ;, ãäå P

(k)

= P [p

(k)

;

�

P

(k)

℄,

k = 1; 2; 3. Ïóñòü �

(1)

2 G

r

1

�n

, �

(2)

2 G

r

2

�n

è det(

�

P

(1)

�

(1)

+

�

P

(2)

�

(2)

) 6= 0.

Åñëè ìíîæåñòâî

P

�

�

(1)

;�

(2)

((P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

)

4

= P

�

�

(1)

;�

(2)

(P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

(4.22)

íåïóñòî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íîé îöåíêîé

äëÿ Q, òî åñòü P

�

�

(1)

;�

(2)

((P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

) � Q.
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Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî, ê ñîæàëåíèþ, â äàííîì ñëó÷àå

íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîäîáíîå (3.13).

Ïðèìåð 4.1 Ïóñòü n=2, Q = (P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

, P

(k)

=P [0;

�

P

(k)

℄,

�

P

(1)

=

2

6

4

a 0

0 a

3

7

5

;

�

P

(2)

=

2

6

4

b 0

b 0

3

7

5

;

�

P

(3)

=

2

6

4


 0


 0

3

7

5

;

ãäå a; b; 
 > 0; b� a; 
� a

(4.23)

(� îçíà÷àåò "çíà÷èòåëüíî ìåíüøå"). Òàê êàê ïî ëåììå 3.4 âñå êðàéíèå

îïîðû ê P

(1)

+ P

(2)

îïðåäåëÿþòñÿ íîðìàëÿìè d

1

= (1; 0)

>

, d

2

= (0; 1)

>

è

d

3

= (1;�1)

>

, èìååì P

(1)

+P

(2)

= fxj jx

i

j � a+b; i = 1; 2; jx

1

�x

2

j � 2ag,

Q = fxj jx

i

j � d; i = 1; 2; jx

1

� x

2

j � 2ag; d = a+ b� 
: (4.24)

Ïðè b � 
 òðåòüå íåðàâåíñòâî â (4.24) åñòü ñëåäñòâèå ïåðâûõ äâóõ.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî Y =

S

fP

�

I;�

((P

(1)

+ P

(2)

)

_

�P

(3)

)j � 2 Gg �

S

fPj � 2 Gg, ãäå G = G

n�n

, P = P [0;

�

P ℄,

�

P =

~

P (I � diag (Abs (

~

P

�1

�

�

P

(3)

) e)),

~

P =

�

P

(1)

+

�

P

(2)

�. Êàê ïîêàçûâàþò ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ,

�

P =

2

6

4

a+ 


1

1

b 


2

1

b




1

1

b a+ 


2

1

b

3

7

5

�

0

�

1�




ja+ (


1

1

+ 


2

1

) bj

1

A

; j


1

1

j+ j


2

1

j � 1:

Ïàðàëëåëîòîïû P [0;

�

P ℄ èìåþò âåðøèíû�g

1

è�g

2

. Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ

(4.23) g

1

= (a+(


1

1

+


2

1

) b�
)�(1; 1)

>

, g

2

= '(


1

1

+


2

1

)�(a+(


1

1

�


2

1

) b;�a+

(


1

1

� 


2

1

) b)

>

, ãäå '(t) = (a+ tb� 
)=(a+ tb).

Îïèøåì âíà÷àëå ìíîæåñòâî Y

1

=

S

fPj � 2 G

T

G

1

g, ãäå G

1

= f�j 


1

1

+




2

1

= 1g. Åñëè � 2 G

T

G

1

, òî g

1

= (d; d)

>

, g

2

= '(1) � (a+(2


1

1

� 1) b;�a+

(2


1

1

�1) b)

>

, 0 � 


1

1

� 1. Åñëè 


1

1

ïðîáåãàåò [0; 1℄, òî g

2

ïðîáåãàåò îòðåçîê

ìåæäó òî÷êàìè (�d;�d)

>

è (d;��d)

>

, ãäå � = (a� b)=(a+ b). Ïîýòîìó

Y

1

= fxj jx

i

j � d; i = 1; 2; jx

1

� x

2

j � 2ad=(a+ b)g: (4.25)

Äîêàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè Y = Y

1

. Òàê êàê Y

1

� Y è Y � Q,

òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî jx

1

� x

2

j � 2ad=(a + b) äëÿ âñåõ

âåðøèí P [0;

�

P ℄ ïðè óñëîâèè j


1

1

j + j


2

1

j � 1. Ýòî î÷åâèäíî äëÿ �g

1

. Äëÿ
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�g

2

èìååì jg

2

1

� g

2

2

j = 2aj'(


1

1

+ 


2

1

)j. Íî �1 � 


1

1

+ 


2

1

� 1, à �óíêöèÿ

'(t) ìîíîòîííà è äîñòèãàåò ñâîèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé íà ãðàíèöå

îòðåçêà [�1; 1℄. Ïîýòîìó, äåéñòâèòåëüíî, jg

2

1

�g

2

2

j � 2aj'(1)j = 2ad=(a+b).

Ñðàâíèâàÿ ìíîæåñòâà Q è Y = Y

1

, îïèñûâàåìûå íåðàâåíñòâàìè (4.24)

è (4.25), âèäèì, ÷òî Q 6= Y è ïðè b � 
 > 0, è ïðè 0 < b � 
 (ñì. ðèñ. 4.1).

5 Àïïðîêñèìàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà è

ïîëîñû

�àçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ îöåíîê äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïè-

ïåäà è ïîëîñû:

Q = P

(1)

\

S

(2)

; P

(1)

= P(p

(1)

; P

(1)

; �

(1)

); S

(2)

= S(


(2)

; S

(2)

; �

(2)

;m

2

):

(5.1)

Íàèáîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà Q åñòü ïåðåñå÷åíèå ëèáî

äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ëèáî ïàðàëëåëåïèïåäà è ãèïåðïîëîñû.

Íà÷íåì ñ âíåøíèõ îöåíîê. �àññìîòðèì ñíà÷àëà äâà ñïîñîáà ïîñòðîå-

íèÿ âíåøíèõ îöåíîê äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ:

Q = P

(1)

\

P

(2)

; P

(k)

= P(p

(k)

; P

(k)

; �

(k)

): (5.2)

Ïåðâûé àíàëîãè÷åí êîíñòðóêöèÿì èç [75,201℄ è îñíîâûâàåòñÿ íà ââå-

äåíèè ìàòðè÷íûõ ïàðàìåòðîâ è ñâåäåíèè îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ê èçó-

÷åííîé ðàíåå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ââåäåì ñëåäóþùèå

ìíîæåñòâà n�n-ìàòðèö: D

1

=M

n�n

0

; D

2

� ìíîæåñòâî íåîñîáûõ äèàãî-

íàëüíûõ ìàòðèö; D

3

� ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà D = Æ I, 0 < Æ < 1.

Ëåììà 5.1 Ïóñòü ìíîæåñòâî Q èç (5.2) íåïóñòî. Ïóñòü âåêòî-

ðû v=v(D

(1)

; D

(2)

) è �=�(D

(1)

; D

(2)

; V ) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè v =

D

(1)

p

(1)

+D

(2)

p

(2)

, �=

P

2

k=1

Abs (V

�1

D

(k)

P

(k)

)�

(k)

, ãäå D

(1)

, D

(2)

è V

� ïðîèçâîëüíûå íåîñîáûå n�n-ìàòðèöû, ñòåñíåííûå ñîîòíîøåíèÿ-

ìè D

(1)

+D

(2)

=I, V 2M

n�n

�

. Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåä P(v; V; �) ÿâëÿåòñÿ

âíåøíåé îöåíêîé äëÿ Q. Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ Q=

T

fP(v(D

(1)

;
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D

(2)

); V; �(D

(1)

; D

(2)

; V ))j D

(k)

2 D; k=1; 2; D

(1)

+D

(2)

=I; V 2Vg, ãäå â êà-

÷åñòâå D ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç ââåäåííûõ ìíîæåñòâ D

j

, j 2 f1; 2; 3g,

à â êà÷åñòâå V � ëèáî âñå M

n�n

�

, ëèáî ëþáîå èç ìíîæåñòâ V




=

V




(D

(1)

P

(1)

+D

(2)

P

(2)

), 
2f1; 2; 3g, ïîñòðîåííûõ, êàê îïèñàíî íà ñ. 51.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿQ =

T

fD

(1)

P

(1)

+D

(2)

P

(2)

j

D

(k)

2 D; k = 1; 2; D

(1)

+D

(2)

= Ig è òåîðåìû 3.1. 2

Íà ðèñ. 5.1(a) ïîêàçàí ïðèìåð Q � IR

2

è íåñêîëüêî îöåíîê, îòâå÷à-

þùèõ ñëó÷àéíî âûáðàííûì V 2 M

n�n

�

, D

(1)

2 D

3

. Âèäíî, ÷òî êàæäàÿ

îòäåëüíàÿ îöåíêà òàêîãî òèïà ìîæåò îêàçàòüñÿ äîâîëüíî ãðóáîé äëÿ Q.

�àññìîòðèì îöåíêè äðóãîãî òèïà, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ

íà âû÷èñëåíèè äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ îöåíîê ñ îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè

îðèåíòàöèè è òîì �àêòå, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå ñíîâà åñòü ïàðàëëåëåïèïåä.

Ëåììà 5.2 Åñëè P

(1)

=P

(2)

=P , òî Q=P

(1)

T

P

(2)

åñòü ïàðàëëåëåïèïåä

Q = P(p

in

; P; �

in

), êîãäà �

in

� 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Q ïóñòî. Çäåñü

p

in

= P �p; �p

i

= (


i

+ Æ

i

)=2; �

in

i

= (


i

� Æ

i

)=2;




i

= min

1�k�2

(�p

(k)

i

+ �

(k)

i

); Æ

i

= max

1�k�2

(�p

(k)

i

� �

(k)

i

); �p

(k)

= P

�1

p

(k)

:

(5.3)

Åñëè P

(1)

6=P

(2)

, òî ïàðàëëåëåïèïåä

~

P

+

V

=P

+

V

(P

(1)

)

T

P

+

V

(P

(2)

) åñòü âíåø-

íÿÿ îöåíêà äëÿ Q, êàêîâà áû íè áûëà ìàòðèöà V 2M

n�n

�

. Êðîìå òîãî,

�(ljQ) = min

V 2V

4

(Q)

�(lj

~

P

+

V

); 8l 2 IR

n

; Q =

\

V 2V

4

(Q)

~

P

+

V

: (5.4)

(ìíîæåñòâà V

4

(Q) îïèñàíû íà ñ. 47, ãäå ñëåäóåò âçÿòü Z(Q) = fp

(1)?1

;

: : : ; p

(1)?n

; p

(2)?1

; : : : ; p

(2)?n

g ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå P

(1)

= P

(2)

óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåì-

ìû 2.3. Âêëþ÷åíèå Q �

~

P

+

V

î÷åâèäíî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (5.4)

ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.2 è ïðèâåäåíî â [188℄. 2

Íà ðèñ. 5.1(b) ïîêàçàí ïðèìåð îöåíêè

~

P

+

V

òàêîãî òèïà.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ
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Çàìå÷àíèå 5.1 Åñëè Q 2 
onv IR

n

èìååò âèä (2.28), òî ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ (5.4), ãäå

~

P

+

V

çàìåíåíî íà P

+

V

(Q).

Çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ, î÷åâèäíî, è ê ñëó÷àþ, êîãäà Q èìååò âèä (5.1).

Òðóäíîñòü, îäíàêî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ P

+

V

(Q) ìîæåò

ïîíàäîáèòüñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ (g

j

;�v

?i

), i=1; : : : ; n, íà ýëåìåíòàõ ìíî-

æåñòâà G=fg

j

g âñåõ âåðøèí Q.

Çàìå÷àíèå 5.2 Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè Q = P

T

�

0

åñòü ïåðåñå-

÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà è ãèïåðïîëîñû �

0

= S(


0

; s

0

; �

0

; 1), ãäå intP 6= ;

è �

0

> 0, òî âñå ýëåìåíòû G ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãî-

ðèòìà. Ïåðåáèðàåì âñå âåðøèíû x

j

= p +

P

n

�=1

p

�

�

�

(�1)

j

�

+1

ïàðàëëåëå-

ïèïåäà P , ãäå j

�

2 f0; 1g � ýòî âåëè÷èíû èç äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

(j

n

; : : : ; j

1

) ÷èñëà j = j

n

� 2

n�1

+ � � � + j

2

� 2

1

+ j

1

� 2

0

, j 2 f0; : : : ; 2

n

� 1g.

Åñëè j(x

j

; s

0

) � 


0

j � �

0

, òî x

j

2 G. Äëÿ êàæäîãî j ïåðåáèðàåì n ñî-

ñåäíèõ âåðøèí x

k

ïàðàëëåëåïèïåäà P . Çäåñü k = (k

n

; : : : ; k

1

) îòëè÷àåòñÿ

îò j òîëüêî 
-é êîìïîíåíòîé: k




= 0 ïðè j




= 1 è íàîáîðîò, k

�

= j

�

,

� 6= 
 (
 2 f1; : : : ; n}). Åñëè k < j, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó k (ðåáðî

x

j

x

k

óæå ðàññìàòðèâàëîñü); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàõîäèì òî÷êè x(�

i

),

i = 1; 2, ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè x = �x

j

+ (1 � �)x

k

ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè

(x; s

0

)� s

0

= (�1)

i+1

�

0

. Åñëè 0 < �

i

< 1, òî x(�

i

) 2 G.

Ëåììà 5.3 Ïóñòü Q = P

(1)

T

S

(2)

6= ;, ãäå S

(2)

=

T

m

i=1

�

i

åñòü ïåðåñå÷å-

íèå m ãèïåðïîëîñ �

i

. Åñëè ïàðàëëåëåïèïåä P

(m)+

íàéäåí çà m øàãîâ:

P

(i)+

= P

+

P

(i)+

(P

(i�1)+

T

�

i

); i = 1; : : : ;m; P

(0)+

= P

(1)

;

(5.5)

òî ïàðàëëåëåïèïåä P

+

= P

(m)+

åñòü âíåøíÿÿ äëÿ Q îöåíêà, êàêîâû áû

íè áûëè ìàòðèöû P

(i)+

2M

n�n

�

, i=1; : : : ;m. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

�(ljQ) = min�(ljP

+

); 8l 2 IR

n

; Q =

\

P

+

; (5.6)

ãäå îïåðàöèè ìèíèìóìà è ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî âñåì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòÿì ìàòðèö P

(i)+

2 M

n�n

�

, i = 1; : : : ;m, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñîîòíîøåíèÿì P

(i)+

2 V

4

(P

(i�1)+

T

�

i

), i = 1; : : : ;m.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé (5.6) ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóê-

öèè ñ ó÷åòîì �îðìóëû èí�èìàëüíîé êîíâîëþöèè äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ìíî-

æåñòâ, çàäàííûõ êîíå÷íûì ÷èñëîì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, [132, ñ.164,197℄

è çàìå÷àíèÿ 5.1 (ñì. òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.2, ãäå àíàëîãè÷-

íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäåíû ïîäðîáíåå). 2

Çàìå÷àíèå 5.3 Ïóñòü Q åñòü ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà è ãèïåð-

ïîëîñû:

Q = P

\

�

0

; P = P(p; P ; �); �

0

= fxjj(x; s

0

)� 


0

j � �

0

g; (5.7)

à ìàòðèöà îðèåíòàöèè V 2V

4

(P

T

�

0

). Òîãäà �îðìóëû èç [233℄, ïðèâå-

äåííûå â ìîäè�èöèðîâàííîì âèäå â ñëåäóþùåé ëåììå 5.4, âìåñòå ñ ëåì-

ìîé 2.3 ïîçâîëÿþò íàõîäèòü P

+

V

(Q) ïðîùå, ÷åì îïèñàíî â çàìå÷àíèè 5.2.

Ëåììà 5.4 Ïóñòü èìååì P = P(p; P ; �) = S = S(
; S; �; n), �

0

= S(


0

;

s

0

; �

0

; 1), è ìíîæåñòâî Q = P

T

�

0

6= ;. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå Q â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ òóãèõ ãèïåðïîëîñ: Q =

�

S

T

�

�

0

, ãäå

ïàðàìåòðû

�

S = S(�
;

�

S; ��; n) =

�

P = P(�p;

�

P ; ��) è

�

�

0

= S(�


0

; �s

0

; ��

0

; 1)

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ãäå �; �; 
; �; r

(�)

2 IR

n

):

�

S = S; �
 = 
+ diag � diag 
 � �; �� = diag � � �;

�

P = P; �p = p+ Pdiag � diag 
 � �; �� = diag � � �;

�s

0

= s

0

; �


0

= 


0

+ 


0

; ��

0

= �

0

;

�

i

=

8

>

<

>

:

1; åñëè s

0

>

p

i

�

i

� 0;

�1; åñëè s

0

>

p

i

�

i

< 0;

i = 1; : : : ; n;

�

i

= (r

(+)

i

+ r

(�)

i

)=2; 


i

= (r

(+)

i

� r

(�)

i

)=2; i = 0; : : : ; n;

r

(�)

0

= minf�

0

;��

(�)

)g;

r

(�)

i

=

8

>

<

>

:

minf1; (�

0

� �

(�)

)=�

i

� 1g; åñëè �

i

6= 0;

1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

i = 1; : : : ; n;

� = Abs (s

0

>

P diag �); �

(�)

= s

0

>

p� 


0

�

n

X

i=1

�

i

:

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 0 � �

i

� 1, i=1; : : : ; n, 0 � �

0

� �

0

. Ìíî-

æåñòâî Q íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �

(+)

� ��

0

è �

(�)

� �

0

.
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�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (2.29) î íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîãî â ñìû-

ñëå îáúåìà âíåøíåãî ïàðàëëåëåïèïåäà P

+

äëÿ ìíîæåñòâà Q, êîãäà Q

åñòü ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà è ãèïåðïîëîñû. Â [233℄ ðåøåíèå ýòîé

çàäà÷è íàéäåíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïðè íåÿâíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

Q èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ìîäè�èêàöèÿ, äàþ-

ùàÿ ðåøåíèå è â ñëó÷àå intQ = ;.

Ëåììà 5.5 Ïóñòü Q = P

T

�

0

6= ;. Îïòèìàëüíûå â ñìûñëå îáúåìà

âíåøíèå îöåíêè äëÿ Q ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 5.4 íàéòè ïðåäñòàâëåíèå Q =

�

P

T

�

�

0

=

�

S

T

�

�

0

â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ n+1 òóãèõ ãèïåðïîëîñ

�

�

i

. Ïóñòü

�

P îêàçàëñÿ

l-ïàðàëëåëåïèïåäîì è

�

I

1

= fi 2 f1; : : : ; ngj ��

i

> 0g. Åñëè

�

I

1

= ;, òî

ìíîæåñòâî Q =

�

P ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè �p. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå íàéòè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

I

�

= ArgmaxfjÆ

i

j j i 2 I

�

1

g; ãäå Æ = s

0

>

�

P diag ��;

I

�

1

= fi 2

�

I

1

; s

0

>

�p

i

6= 0g:

(5.8)

Åñëè I

�

=; èëè jÆ

i

�

j<��

0

äëÿ i

�

2I

�

, òî îïòèìàëüíàÿ îöåíêà åäèíñòâåííà

è ñîâïàäàåò ñ

�

P. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûìè áóäóò âñå ïàðàë-

ëåëåïèïåäû

�

P

(j)

, äëÿ êîòîðûõ j 2 I

�

, ãäå ÷åðåç

�

P

(j)

= P(�p

(j)

;

�

P

(j)

; ��

(j)

)

îáîçíà÷åí ïàðàëëåëåïèïåä, ïîëó÷åííûé èç

�

P çàìåíîé j-é ãèïåðïîëîñû

�

�

j

íà

�

�

0

:

�

P

(j)

=

T

n

i=0;i6=j

�

�

i

. Åñëè ��

0

= jÆ

i

�

j äëÿ i

�

2 I

�

, òî â ÷èñëî

îïòèìàëüíûõ âõîäèò òàêæå ïàðàëëåëåïèïåä

�

P �

�

P

(0)

=

T

n

i=1

�

�

i

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.17 îïòèìàëüíûå îöåíêè ñî-

äåðæàòñÿ ñðåäè îãðàíè÷åííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ

�

P

(j)

, j = 0; : : : ; n

(îãðàíè÷åííîñòü

�

P

(j)

ïðè j > 0 îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì �s

0>

�p

j

6= 0).

Ââèäó ëåìì 2.3, À1.5 ïàðàìåòðû òàêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ

�

P

(j)

îïðåäå-

ëÿþòñÿ �îðìóëàìè
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�p

(j);i

= k~p

(j);i

k

�1

~p

(j);i

; i = 1; : : : ; n;

��

(j)

i

= k~p

(j);i

k j�s

i>

�p

i

j

�1

��

i

; i = 1; : : : ; n; i 6= j;

��

(j)

j

= j�s

0>

�p

j

j

�1

��

0

;

~p

(j);i

= �p

i

� (�s

0>

�p

i

)(�s

0>

�p

j

)

�1

�p

j

; i = 1; : : : ; n; i 6= j;

~p

(j);j

= (�s

0>

�p

j

)

�1

�p

j

; (äëÿ j > 0);

��

(0)

i

= j�s

i>

�p

i

j

�1

��

i

; i = 1; : : : ; n:

(5.9)

Åñëè j > 0 è j =2

�

I

1

, òî â ñèëó (5.9)

�

P

(j)

� ýòî (l + 1)-ïàðàëëåëåïèïåä

ñ íàïðàâëåíèÿìè ïîëóîñåé �p

(j);i

, i 2

�

I

1

, �p

(j);j

â ñëó÷àå ��

0

> 0, è l-

ïàðàëëåëåïèïåä ñ íàïðàâëåíèÿìè ïîëóîñåé �p

(j);i

, i 2

�

I

1

, â ñëó÷àå ��

0

= 0.

Åñëè æå j 2

�

I

1

, òî

�

P

(j)

â ñëó÷àÿõ ��

0

> 0 è ��

0

= 0 � ýòî, ñîîòâåòñòâåí-

íî, l- è (l � 1)-ïàðàëëåëåïèïåä ñ íàïðàâëåíèÿìè ïîëóîñåé �p

(j);i

, i 2

�

I

1

,

è �p

(j);i

, i 2

�

I

1

, i 6= j. Ïîýòîìó ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíûõ

�

P

(j)

äîñòàòî÷íî

ïåðåáèðàòü òå, äëÿ êîòîðûõ j = 0 ëèáî j 2 I

�

1

�

�

I

1

.

Ïóñòü ��

0

> 0. Âû÷èñëèì îáúåì

�

P

(j)

ïðè j 2 I

�

1

ïî �îðìóëå (2.7) ñ ó÷å-

òîì âûðàæåíèé (5.9). Âûíåñåì îáùèå ìíîæèòåëè èç ñòðîê è ñòîëáöîâ çà

çíàê îïðåäåëèòåëÿ. Â îñòàâøåìñÿ îïðåäåëèòåëå k-å ñòðîêè (k = 1; : : : ; l)

ñîñòîÿò èç (~p

(j);i

k

; ~p

(j);t

), t 2

�

I

1

. Äîáàâëÿÿ ê êàæäîé k-é ñòðîêå (ãäå i

k

6= j)

s-þ ñòðîêó, äëÿ êîòîðîé i

s

= j, óìíîæåííóþ íà (�s

0>

�p

i

k

)(�s

0>

�p

j

)

�1

, è çàòåì

ïðîèçâîäÿ àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ ñî ñòîëáöàìè, ïîëó÷àåì

vol

l

�

P

(j)

=

�

�

1=2

��

0

j�s

0>

�p

j

j

�1

Y

i2

�

I

1

;i6=j

��

i

j�s

i>

�p

i

j

�1

(j > 0); (5.10)

ãäå

�

� � îïðåäåëèòåëü �ðàììà äëÿ âåêòîðîâ �p

i

, i 2

�

I

1

. Ïîñêîëüêó

vol

l

�

P

(0)

=

�

�

1=2

Q

i2

�

I

1

��

i

j�s

i>

�p

i

j

�1

, òî ñ ó÷åòîì ëåììû 2.3 vol

l

�

P

(j)

=vol

l

�

P

(0)

=

��

0

j�s

0>

�p

j

j

�1

��

�1

j

j

�

s

j

>

�p

j

j = ��

0

j�s

0>

�p

j

��

j

j

�1

; îòêóäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü

ëåììû â ñëó÷àå ��

0

> 0.

�àññìîòðèì ñëó÷àé ��

0

= 0. Åñëè I

�

1

6= ;, òî îöåíêà

�

P

(0)

íå ìî-

æåò áûòü îïòèìàëüíîé, òàê êàê ýòî l-ïàðàëëåëåïèïåä, à îöåíêè

�

P

(j)

,

j 2 I

�

1

, � (l�1)-ïàðàëëåëåïèïåäû. Äëÿ ñðàâíåíèÿ îáúåìîâ

�

P

(j

1

)

è

�

P

(j

2

)

ïðè j

1

; j

2

2 I

�

1

, èñïîëüçóåì �îðìóëû (5.10) äëÿ îáúåìîâ âñïîìîãàòåëüíûõ
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ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ ��

0

> 0. Èñïîëüçóÿ èíäóê-

òèâíîå îïðåäåëåíèå îáúåìà l-ïàðàëëåëåïèïåäà [30, ñ. 216℄, ïðîèçâåäåì

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ��

0

! 0. Âû÷èñëÿÿ îòíîøåíèå îáúåìîâ âñïîìîãà-

òåëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ñîêðàùàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ��

0

,

ïîëó÷àåì vol

l�1

�

P

(j

1

)

=vol

l�1

�

P

(j

2

)

= j�s

0>

�p

j

2

��

j

2

j=j�s

0>

�p

j

1

��

j

1

j, ÷òî äîêàçûâàåò

ëåììó â ñëó÷àå ��

0

= 0. 2

Çàìå÷àíèå 5.4 Öåíòðû �p

(j)

è ïàðàìåòðû �p

(j);i

, ��

(j)

i

"ïîëóîñåé"

(i = 1; : : : ; n) ïàðàëëåëåïèïåäîâ

�

P

(j)

ïðè j > 0, s

0>

�p

j

6= 0 îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (ãäå ~p

(j);i

ââåäåíû â (5.9), Æ

j

� â (5.8)):

�p

(j)

= �p+ (�


0

� �s

0>

�p) Æ

�1

j

�p

j

��

j

;

�p

(j);j

= �p

j

; ��

(j)

j

= �

0

jÆ

j

j

�1

��

j

;

�p

(j);i

= k~p

(j);i

k

�1

~p

(j);i

; ��

(j)

i

= k~p

(j);i

k��

i

; i = 1; : : : ; n; i 6= j:

(5.11)

Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 5.2 ïîêàçàíî òðè âíåøíèõ îöåíêè äëÿ

Q = P

T

�

0

� IR

2

. Ïåðâàÿ èìååò òó æå ìàòðèöó îðèåíòàöèè, ÷òî è P ,

è ïîñòðîåíà ïî �îðìóëàì èç ëåììû 5.4; âòîðàÿ ïîñòðîåíà äëÿ çàäàííîé

ìàòðèöû îðèåíòàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 5.2; òðåòüÿ íàéäåíà ñ

ïîìîùüþ çàìå÷àíèÿ 5.4 è èìååò íàèìåíüøèé âîçìîæíûé îáúåì.

Åñëè ïàðàëëåëåïèïåä P � âûðîæäåííûé (òî åñòü l-ïàðàëëåëåïèïåä,

l < n), òî â ïðåäñòàâëåíèè P = P(p; P ; �) ìàòðèöà P ìîæåò áûòü âû-

áðàíà íååäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êàê áóäåò âèäíî â � 10 (ñì. çàìå÷àíèå

10.1), ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì èìåòü äåëî ñ òàêèìè ìàòðèöàìè îðèåí-

òàöèè, ó êîòîðûõ ñòîëáöû ïîäåëåíû íà äâå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïî-

ëîæèòåëüíûì è íóëåâûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èí ïîëóîñåé, ïðè÷åì êàæäûé

ñòîëáåö âòîðîé ãðóïïû îðòîãîíàëåí âñåì ñòîëáöàì èç ïåðâîé. Ïîýòîìó

çàìå÷àíèå 5.4 ïîëåçíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàêæå â ñëåäóþùåì âèäå.

Çàìå÷àíèå 5.5 Ïóñòü Q = P

T

�

0

6= ;, ïðè÷åì ïàðàìåòðû ïàðàë-

ëåëåïèïåäà P = P(p; P ; �) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

�

i

> 0; 8i 2 I

1

; �

i

= 0; 8i 2 I

0

; I

0

S

I

1

= f1; : : : ; ng;

(p

i

; p

j

) = 0 8i; j : i 2 I

1

; j 2 I

0

:

(5.12)
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Ïóñòü äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäà

�

P = P(�p;

�

P; ��) èç ëåììû 5.4 îêàçàëîñü, ÷òî

��

i

> 0; 8i 2 I

11

; ��

i

= 0; 8i 2 I

10

; I

10

S

I

11

= I

1

:

Òîãäà â êà÷åñòâå ìàòðèöû îðèåíòàöèè

�

P ïàðàëëåëåïèïåäà P(�p;

�

P; ��)

ìîæíî âçÿòü ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè �p

i

, êîòîðûå äëÿ âñåõ i 2 I

11

S

I

0

ñîâïàäàþò ñ p

i

: �p

i

= p

i

, à äëÿ i 2 I

10

ïîëó÷àþòñÿ â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ

ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè �ðàììà-Øìèäòà [101, ñ.70℄ ê âåêòîðàì p

i

,

i 2 I

11

S

I

10

(âçÿòûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ i ñíà÷àëà â ìíîæåñòâå èíäåê-

ñîâ I

11

, à çàòåì â ìíîæåñòâå I

10

) íà ïîñëåäíèõ øàãàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

i 2 I

10

. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû

�

P è �� áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì

��

i

> 0; 8i 2

�

I

1

= I

11

; ��

i

= 0; 8i 2

�

I

0

= I

10

S

I

0

;

(�p

i

; �p

j

) = 0; 8i; j : i 2

�

I

1

; j 2

�

I

0

;

(5.13)

àíàëîãè÷íûì (5.12). Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè Q =

�

P

T

�

�

0

ïàðàìåòðû

�

P óäîâëåòâîðÿþò (5.13). Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåä

�

P

(j)

èç çàìå-

÷àíèÿ 5.4 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

�

P

(j)

= P(�p

(j)

;

�

P

(j)

; ��

(j)

), ãäå

öåíòð �p

(j)

è ïàðàìåòðû �p

(j);i

, ��

(j)

i

, ïðè i 2

�

I

1

, i 6= j, îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå,

êàê â (5.11); �p

(j);i

= �p

i

, ��

(j)

i

= 0 ïðè i 2

�

I

0

, à �p

(j);j

è ��

(j)

j

âû÷èñëÿþòñÿ â çà-

âèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ��

0

. Åñëè ��

0

> 0, òî �p

(j);j

= �p

j

, ��

(j)

j

= j�s

0>

�p

j

j

�1

��

0

.

Åñëè æå ��

0

= 0, òî ��

(j)

j

= 0, à �p

(j);j

ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì âåêòîðîì, ïîëó-

÷åííûì ïðè îðòîãîíàëèçàöèè �ðàììà-Øìèäòà óæå íàéäåííûõ âåêòîðîâ

�p

(j);i

, i 2

�

I

1

, i 6= j, è �p

j

. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà

�

P

(j)

2M

n�n

�

,

à åå ñòîëáöû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (�p

(j);�

; �p

(j);�

) = 0 äëÿ ëþáûõ

�; �2f1; : : : ; ng òàêèõ, ÷òî ��

(j)

�

> 0, ��

(j)

�

= 0, êîòîðûå àíàëîãè÷íû (5.12).

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ âíóòðåííèõ îöåíîê.

Ïóñòü Q = P

(1)

T

S

(2)

� ýòî ïåðåñå÷åíèå (5.1) ïàðàëëåëåïèïåäà P

(1)

è

ïîëîñû S

(2)

, ïðè÷åì íàéäåíî îïèñàííîå â ëåììå 2.3 ïðåäñòàâëåíèå ïàðàë-

ëåëåïèïåäà P

(1)

â âèäå ïîëîñû S

(1)

= S(


(1)

; S

(1)

; �

(1)

; n). Ïðè �èêñèðî-

âàííûõ v 2 Q è V 2M

n�n

�

â ñèëó ëåììû 2.15 ìîæíî íàéòè âíóòðåííþþ

äëÿ Q îöåíêó P

�

v;V

(Q) âèäà (2.23), ãäå �

�

= �

�

(v; V ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèÿìè (2.18), (2.19), â êîòîðûõ A = fa

j

i

g 2 M

n�(n+m

2

)

è b 2 IR

n+m

2
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îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè, âûïèñàííûìè äëÿ n +m

2

ãèïåðïîëîñ, îïðå-

äåëÿþùèõ S

(1)

è S

(2)

. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 5.6 Ïóñòü Q = P

(1)

T

S

(2)

6= ;. Òîãäà, åñëè V 2M

n�n

�

, òî

Q =

[

fP

�

v;V

(Q)j v = p

(1)

+ �P

(1)

diag �

(1)

�;

� 2 �P(0; I; e); �

(�)

(�) � � � �

(+)

(�)g; 8V 2M

n�n

�

;

(5.14)

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì v = v(�; �), êîòîðûå ïàðàìåòðèçîâà-

íû âåêòîðíûì ïàðàìåòðîì �, ïðîáåãàþùèì ãðàíèöó åäèíè÷íîãî êóáà,

è ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì �, ñòåñíåííûì óêàçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè,

�

(�)

(�) = maxf�1; max

1�i�m

2

minf�

(�)

i

; �

(+)

i

gg;

�

(+)

(�) = minf1; min

1�i�m

2

maxf�

(�)

i

; �

(+)

i

gg;

�

(�)

i

= (


(2)

i

� (s

(2);i

)

>

p

(1)

� �

(2)

i

)=(s

(2);i

)

>

P

(1)

diag �

(1)

�:

(5.15)

Îáúåäèíåíèå â (5.14) ìîæíî äîïîëíèòü âàðüèðîâàíèåì V 2M

n�n

�

.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà � �àêòè÷åñêè îïèñûâàþò

óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè v 2 Q. Åñëè äëÿ � 2 �P(0; I; e) èìååì

�

(�)

(�) < �

(+)

(�); (5.16)

òî P

�

v;V

(Q) ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì ïðè ëþáîì � 2 (�

(�)

(�); �

(+)

(�)).

Åñëè æå �

(�)

(�) > �

(+)

(�), òî P

�

v;V

(Q) = ;.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà S

(2)

� ýòî ãèïåðïîëîñà, ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ñïî-

ñîá íàõîæäåíèÿ òàêîãî �, äëÿ êîòîðîãî ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû çàâåäîìî

íåïóñòûå ïàðàëëåëåïèïåäû P

�

v;V

(Q).

Ëåììà 5.7 Ïóñòü Q � ýòî ïåðåñå÷åíèå (5.7) ïàðàëëåëåïèïåäà P =

P(p; P ; �) è ãèïåðïîëîñû �

0

= S(


0

; s

0

; �

0

; 1), ïðè÷åì intQ 6= 0. Åñëè

öåíòð ïàðàëëåëåïèïåäà p 2 intQ, ò.å. 


0

� �

0

< s

0

>

p < 


0

+ �

0

, òî ïðè

ëþáîì � 2 �P(0; I; e) èìååì (5.16), ãäå

�

(�)

(�) = maxf�1; �

(�)

g; �

(+)

(�) = minf1; �

(+)

g;

�

(�)

= minf�

(�)

; �

(+)

g; �

(+)

= maxf�

(�)

; �

(+)

g;

�

(�)

= (


0

� s

0

>

p� �

0

)=(��); � = s

0

>

Pdiag �;

(5.17)
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è ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

v = v(�; �) = p+ �Pdiag � � 2 intQ; 8� 2 (�

(�)

(�); �

(+)

(�)): (5.18)

Åñëè p =2 intQ, à �

�

� âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè

�

�

i

=

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

�sign �

i

; åñëè �

i

6= 0 è s

0

>

p � 


0

+ �

0

;

sign �

i

; åñëè �

i

6= 0 è s

0

>

p � 


0

� �

0

;

2 [�1; 1℄; åñëè �

i

= 0;

i = 1; : : : ; n; (5.19)

òî äëÿ � = �

�

îïÿòü èìååì (5.16), (5.18).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè �èêñèðîâàííîì � 2 �P(0; I; e) òî÷êà v(�; �)2

intP () � 2 (�1; 1), è v(�; �) 2 int�

0

() � 2 (�

(�)

; �

(+)

). Çíà÷èò, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåïóñòîòó èíòåðâàëà (�

(�)

; �

(+)

) =

(�1; 1)

T

(�

(�)

; �

(+)

). Óñëîâèå p 2 int�

0

îçíà÷àåò, ÷òî 0 2 (�

(�)

; �

(+)

), òî

åñòü, äåéñòâèòåëüíî, (�

(�)

; �

(+)

) 6= ;. Ïóñòü òåïåðü p =2 intQ, è, äëÿ

îïðåäåëåííîñòè, ðàññìîòðèì ñëó÷àé

s

0>

p � 


0

+ �

0

(5.20)

(äðóãîé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Äëÿ �

�

âèäà (5.19) èìååì

��

�

= �Abs (s

0>

P )diag � e < 0; (5.21)

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî çäåñü ñòðîãîå, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàçàëîñü áû,

÷òî íåíóëåâîé âåêòîð s

0

îðòîãîíàëåí n ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðàì

p

i

�

i

. Èç (5.17), (5.21) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

�

(+)

(�

�

) < �

(�)

(�

�

): (5.22)

Ïîýòîìó â ñèëó �îðìóë (5.17) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5.16) äîñòàòî÷íî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî �

(+)

(�

�

) < 1 è �

(�)

(�

�

) > �1. Îáà íåðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ

ñïîñîáîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü �

(+)

� 1. Òîãäà èç (5.17) è (5.21) ñëåäóåò, ÷òî




0

+ �

0

� s

0>

p� Abs (s

0>

P )diag � e: (5.23)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ íàéäåòñÿ òî÷êà ~x 2 intQ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

~x = p+ Pdiag �

~

�, Abs

~

� � e, èìååì s

0>

p� Abs (s

0>

P )diag � e � s

0>

~x <




0

+ �

0

, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5.23).

Åñëè æå �

(�)

� �1, òî â ñèëó (5.22) èìååì �

(+)

< �1. Èç ýòî-

ãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (5.17), (5.21) ïîëó÷àåì, ÷òî s

0>

p < 


0

+ �

0

�

Abs (s

0>

P )diag � e < 


0

+ �

0

, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò (5.20). 2

Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 5.3(a) è 5.3(b) äëÿ ñëó÷àåâ p 62 intQ è p 2

intQ øòðèõîâîé ëèíèåé èçîáðàæåíû ïî òðè âíóòðåííèõ îöåíêè P

�

v;V

(Q)

äëÿ Q = P

T

�

0

� IR

2

. Îöåíêè èìåþò îäèíàêîâûå öåíòðû è ðàçíûå

ìàòðèöû îðèåíòàöèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå öåíòð âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

v = v(�

�

; (�

(�)

(�

�

) + �

(+)

(�

�

))=2); (5.24)

ãäå �

�

îïðåäåëåíî â (5.19), à âî âòîðîì �

v = p+ � s

0

; � = (�

(�)

+ �

(+)

)=2;

�

(�)

= maxf�

(�)

0

; max

1�i�n

�

(�)

i

g; �

(+)

= minf�

(+)

0

; min

1�i�n

�

(+)

i

g;

�

(�)

i

= (


i

� s

i>

p� �

i

)=s

i>

s

0

; i = 0; : : : ; n;

�

(�)

i

= minf�

(�)

i

; �

(+)

i

g; �

(+)

i

= maxf�

(�)

i

; �

(+)

i

g; i = 1; : : : ; n;

(5.25)

ãäå èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå P = S(
; S; �; n) â âèäå ïîëîñû. Ñïëîø-

íûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû îöåíêè P

�

v;V

(Q), ñîîòâåòñòâóþùèå òåì æå òðåì

ìàòðèöàì V , êîãäà â êà÷åñòâå v âçÿò ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.27),

íàéäåííûé ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà Íåëäåðà è Ìèäà (Nelder �

Mead) ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì â p.

6 Îöåíêè äëÿ 
o (P

(1)

[P

(2)

). Îöåíêè ìíîæåñòâ â IR

n+1

ñ ïîìîùüþ ïîëèòîïîâ �

�àçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ "ýëåìåíòàðíûõ" îöåíîê äëÿ ìíîæåñòâ,

âîçíèêàþùèõ â ãë. VI ïðè îöåíèâàíèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåì ñ

èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå.
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�àññìîòðèì ñíà÷àëà îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâ âèäà Q = 
o

S

k

j=1

P

(j)

, ãäå

P

(j)

= P [p

(j)

;

�

P

(j)

℄,

�

P

(j)

2 IR

n�r

j

(r

j

� n).

Âíåøíèå îöåíêè P

+

V

(Q) ñòðîÿòñÿ ñîãëàñíî (2.9) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé

�(lj
o

k

[

j=1

P

(j)

) = �(lj

k

[

j=1

P

(j)

) = max

1�j�k

�(ljP

(j)

) 8l 2 IR

n

: (6.1)

Ïîñòðîåíèå âíóòðåííèõ îñíîâûâàåòñÿ íà ñâåäåíèè (ïóòåì ââåäåíèÿ

ïàðàìåòðîâ) îïåðàöèè 
o

S

k

j=1

P

(j)

ê ñëîæåíèþ ïàðàëëåëîòîïîâ.

Ëåììà 6.1 Ïóñòü Q = 
o

S

2

j=1

P

(j)

, ãäå P

(j)

= P [p

(j)

;

�

P

(j)

℄ � ïàðàë-

ëåëîòîïû,

�

P

(j)

2 IR

n�r

j

. Çà�èêñèðóåì ìàòðèöû �

(j)

2 G

r

j

�n

, j = 1; 2,

÷èñëî � 2 [0; 1℄ è îïðåäåëèì ïàðàëëåëîòîï

P

�

�

(1)

;�

(2)

;�

(
o

2

[

j=1

P

(j)

)

4

= P [�p

(1)

+(1��)p

(2)

; �

�

P

(1)

�

(1)

+(1��)

�

P

(2)

�

(2)

℄:

(6.2)

Òîãäà P

�

�

(1)

;�

(2)

;�

(Q)�Q. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå Q =

S

fP

�

�

(1)

;�

(2)

;�

(Q)j �

(1)

2G

r

1

�n

;�

(2)

2G

r

2

�n

; �2[0; 1℄g, è åñëè P

(1)

� ïàðàëëå-

ëåïèïåä, òî ïðè âçÿòèè îáúåäèíåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü �

(1)

=I.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ

ëåììîé 3.8. Ïóñòü x 2 Q. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå � 2 [0; 1℄ è x

j

2 P

(j)

, ÷òî

x = �x

1

+(1��)x

2

(äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè ïåðåãðóïïèðîâêó ñëàãàåìûõ

è ïåðåîáîçíà÷åíèå â ðàçëîæåíèè x èç òåîðåìû Êàðàòåîäîðè). Çàìå÷àÿ,

÷òî x 2 �P

(1)

+ (1 � �)P

(2)

è ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.8, ïîëó÷àåì, ÷òî x 2

P

�

�

(1)

;�

(2)

;�

(Q) ïðè íåêîòîðûõ �

(1)

;�

(2)

èç ÷èñëà äîïóñòèìûõ. 2

Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 6.1 ïîêàçàíû äâà ïàðàëëåëîòîïà â IR

2

è 10 îöåíîê

P

�

I;�

(2)

;�

(Q), ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì çíà÷åíèÿì �

(2)

= I è �

(2)

=

2

6

4

�1 0

1 0

3

7

5

ïðè � = (i� 1)=4, i = 1; : : : ; 5.

Â ãë. VI ïðèäåòñÿ òàêæå ðàáîòàòü ñ ìíîæåñòâàìè Z � IR

n+1

, çàäàí-

íûìè ñâîèìè ñå÷åíèÿìè X (�)

21

:

Z =

[

�

b

����

t

fX (�); �g; ãäå 0 � �

b

� �

t

; X (�) � IR

n

: (6.3)

21

Êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò áûòü ïóñòû: X (�) = ; ïðè íåêîòîðûõ �.
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Îïðåäåëåíèÿ 6.1 Îïåðàöèè

�


,

+


,

\


 è ℄

�

�

íàä ìíîæåñòâîì (6.3)

îïðåäåëèì ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè.

Åñëè A 2 IR

n�n

, òî A

�


Z

4

=

S

�

b

����

t

fAX (�); �g.

Åñëè a 2 IR

n

, òî Z

+


a

4

=

S

�

b

����

t

fX (�) + a; �g.

Åñëè Y � IR

n

, òî Z

\


Y

4

=

S

�

b

����

t

fX (�) \ Y ; �g.

Åñëè R � IR

n

, 0 � � � �, òî

Z ℄

�

�

R

4

=

~

Z =

[

~�

b

���~�

t

f

~

X (�); �g; ãäå

~�

b

= �; ~�

t

= minf�

t

; �g;

~

X (�) =

[

maxf�

b

;�g����

t

(X (�) + (� � �)R):

(6.4)

Ïðè � = 0, � = +1 áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Z ℄R

4

= Z ℄

�

�

R.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå 6.1 Åñëè X

b

;X

t

� IR

n

� âûïóêëûå ìíîæåñòâà, Z

i

=

fX

i

; �

i

g, i = "b"; "t", òî 
o (Z

b

[ Z

t

) =

S

0���1

(�Z

t

+ (1� �)Z

b

).

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 6.2 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà Z �

IR

n+1

âèäà (6.3) íå âîçðàñòàþò, åñëè X (�

1

) � X (�

2

), 8 �

1

; �

2

: �

b

�

�

1

� �

2

� �

t

, äðóãèìè ñëîâàìè, âìåñòå ñ ëþáîé òî÷êîé fx; �g 2 Z

ìíîæåñòâî Z ñîäåðæèò è âñå òî÷êè fx; �g, ãäå �

b

� � � �.

Ëåììà 6.2 Ïóñòü Z èìååò âèä (6.3), åãî ñå÷åíèÿ íå âîçðàñòàþò, è

ïóñòü � � �

b

. Òîãäà ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà

~

Z = Z ℄

�

�

R íå âîçðàñòàþò,

êàêîâî áû íè áûëî ìíîæåñòâî R � IR

n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~z

4

= f~x; �g 2

~

Z, ãäå � � � � minf�

t

; �g. Â

ñèëó (6.4) ñóùåñòâóþò òàêèå � 2 [maxf�

b

; �g; �

t

℄, x 2 X (�) è u 2 R, ÷òî

~x = x + (� � �)u. �àññìîòðèì òî÷êó f~x; �g ñ ïðîèçâîëüíûì � 2 [�; �℄.

Ââåäåì

~

� = ��(���). Ñ ó÷åòîì � � �

b

èìååì

~

� � maxf�

b

; �g�(���) =

� � � � �

b

. Î÷åâèäíî,

~

� � � � �

t

. Òîãäà ~x = x+ (

~

� � �)u, ãäå x 2 X (

~

�)

â ñèëó ñâîéñòâà Z. Èç (6.4) ñëåäóåò, ÷òî f~x; �g 2

~

Z. 2
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Ëåììà 6.3 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 6.2, K � êîíóñ â IR

r

, C =

P(0; I; e) � IR

r

è B 2 IR

n�r

. Òîãäà ìíîæåñòâà Z

1

= Z ℄

�

�

B(�C \ K) è

Z

2

= Z ℄

�

�

B(C \ K) ñîâïàäàþò (�C � ãðàíèöà C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, Z

1

� Z

2

. Ïóñòü ~z

4

= f~x; �g 2 Z

2

, ò.å.

íàéäóòñÿ òàêèå � 2 [�; �

t

℄, x 2 X (�) è u 2 K, kuk

1

� 1, ÷òî ~x =

x+(���)Bu. Åñëè kuk

1

= 1, òî ~z 2 Z

1

. Ïóñòü kuk

1

= ", ãäå 0 < " < 1.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ~x â âèäå ~x = x+ (� � ~�)B~u, ãäå ~u = u=kuk

1

2 K,

k~uk

1

= 1, à ~� = � � "(� � �) = � + (1 � ")(� � �). Ïðè ýòîì �

b

� � �

� � ~� � �. Ââèäó (6.4) f~x; ~�g 2 Z

1

, à ïî ëåììå 6.2 è ~z = f~x; �g 2 Z

1

. Â

ñëó÷àå u = 0 ìîæíî çàïèñàòü ~x = x+ (�� �)B~u, ãäå ~u � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà èç �C \ K, ïðè÷åì x 2 X (�) â ñèëó ñâîéñòâà Z. Çíà÷èò, îïÿòü

f~x; �g 2 Z

1

. Âêëþ÷åíèå Z

2

� Z

1

äîêàçàíî. 2

Ëåììà 6.4 Èç âûïóêëîñòè Z è R ïðè ëþáûõ � � � ñëåäóåò âûïóê-

ëîñòü

~

Z = Z ℄

�

�

R. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 6.3, ïðè÷åì Z è K

âûïóêëû, òî îáà ìíîæåñòâà Z

1

è Z

2

èç ëåììû 6.3 âûïóêëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà â âûïóêëîñòè

~

Z . Ïóñòü ~z

k

4

=

f~x

k

; �

k

g 2

~

Z, k=1; 2, ò.å. ~x

k

= x

k

+ (�

k

� �

k

)u

k

, ãäå �

k

2[maxf�

b

; �

k

g; �

t

℄,

x

k

2X (�

k

), u

k

2 R. �àññìîòðèì òî÷êó z

�

4

= f~x

�

; �

�

g = �~z

1

+ (1��)~z

2

ñ � 2 [0; 1℄. Òîãäà ~x

�

= x

�

+ (�

�

� �

�

)u

�

, ãäå �

�

= ��

1

+ (1 � �)�

2

2

[maxf�

b

; �

�

g; �

t

℄, x

�

2 X (�

�

) â ñèëó âûïóêëîñòè Z, à u

�

= (�

�

� �

�

)

�1

�

(�(�

1

��

1

)u

1

+(1��)(�

2

� �

2

)u

2

) 2 R, åñëè �

�

> �

�

(â ñèëó âûïóêëîñòè

R), è u

�

� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç R, åñëè �

�

= �

�

. Èìååì z

�

2

~

Z.

Çíà÷èò, Z

2

âûïóêëî, à â ñèëó ëåììû 6.3 âûïóêëî è Z

1

. 2

Ñëåäñòâèå 6.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ çàìå÷àíèÿ 6.1, �

b

= 0,

Z = 
o (Z

b

[ Z

t

) ïðåäñòàâëåíî â âèäå (6.3) è

~

Z=Z ℄ R, ãäå ìíîæåñòâî

R âûïóêëî. Òîãäà ìíîæåñòâà

~

X (�) èç (6.4) ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâàìè

^

X (�) = 
o (X (�) [ (X

t

+ (�

t

� �)R)), ãäå X (�) =

�

�

t

X

t

+

�

t

��

�

t

X

b

.

Äîêàçàòåëüñòâî. X (�) èìååò óêàçàííûé âèä â ñèëó çàìå÷àíèÿ 6.1.

Áåðÿ âûïóêëóþ îáîëî÷êó îáåèõ ÷àñòåé î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ X (�) [
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(X

t

+ (�

t

� �)R) �

~

X (�) è ó÷èòûâàÿ âûïóêëîñòü

~

X (�), âûòåêàþùóþ

èç ëåììû 6.4, ïîëó÷àåì

^

X (�) �

~

X (�). Îáðàòíî, ïóñòü x 2

~

X (�), ò.å.

íàéäóòñÿ � 2 [�; �

t

℄, x

1

2 R, x

2

2 X

t

, x

3

2 X

b

òàêèå, ÷òî x =

�

�

t

x

2

+

�

t

��

�

t

x

3

+(���)x

1

. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = (1 � �)~x

3

+ �~x

2

, ãäå � =

���

�

t

��

2 [0; 1℄, ~x

3

=

�

�

t

x

2

+

�

t

��

�

t

x

3

2 X (�),

~x

2

= x

2

+ (�

t

� �)x

1

2 X

t

+ (�

t

� �)R, è, çíà÷èò, x 2

^

X (�). 2

Ëåììà 6.5 Åñëè ñå÷åíèÿ Z íå âîçðàñòàþò, òî òàêîâî æå ìíîæåñòâî

Z

\


Y ïðè ëþáîì Y�IR

n

. Åñëè Z è Y âûïóêëû, òî Z

\


Y òîæå âûïóêëî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âíåøíèõ îöåíîê ìíîæåñòâ Z îïðåäåëèì â IR

n+1

ñëå-

äóþùèé êëàññ ïîëèòîïîâ � = �(fP

b

;�

b

g; fP

t

;�

t

g) (ñì. ðèñ. 6.2).

Îïðåäåëåíèå 6.3 Åñëè �

b

, �

t

� ÷èñëà, 0 � �

b

� �

t

, à P

b

=

P (p

b

; P

b

; �

b

), P

t

= P (p

t

; P

t

; �

t

) � ïàðàëëåëåïèïåäû ñ îäèíàêîâûìè ìà-

òðèöàìè P

b

= P

t

= P , òî ïîëèòîï � îïðåäåëèì â âèäå

22

� = �(fP

b

;�

b

g; fP

t

;�

t

g) = 
o (Z

b

[ Z

t

);

Z

i

= fP

i

; �

i

g = fP (p

i

; P; �

i

); �

i

g; i = "b"; "t":

(6.5)

Èç çàìå÷àíèÿ 6.1 è ëåììû 3.2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 6.2 Ïîëèòîï (6.5) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

� =

[

�

b

����

t

fP (�); �g; P (�) = P (p(�); P; �(�));

p(�)=�p

t

+(1��)p

b

; �(�)=��

t

+(1��)�

b

; �=

���

b

�

t

��

b

:

(6.6)

Ñëåäñòâèå 6.3 Ñå÷åíèÿ ïîëèòîïà (6.5) íå âîçðàñòàþò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà P

t

� P

b

, è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå �óíêöèè 


(+)

j

(�)

ìîíîòîííî íå âîçðàñòàþò, à 


(�)

j

(�) � ìîíîòîííî íå óáûâàþò íà [�

b

; �

t

℄,

ãäå 


(�)

(�) îïðåäåëåíû äëÿ P (�) = P (p(�); P; �(�)) èç (6.6) �îðìóëàìè

(2.3), (2.4).

22

Èíäåêñû "b" è "t" ïðîèçîøëè îò ñëîâ "bottom" ("äíî") è "top" ("âåðõóøêà").
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ìîíî-

òîííîñòè äëÿ îïîðíûõ �óíêöèé �(ljP (�)) = ((���

b

)=(�

t

��

b

))�(ljP

t

)+

((�

t

� �)=(�

t

� �

b

))�(ljP

b

). 2

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò îïåðàöèé A

�


� è �

+


a òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëèòîïîì òèïà (6.6). Íàéäåì òåïåðü âíåøíèå îöåíêè òèïà (6.6) äëÿ ðå-

çóëüòàòà îïåðàöèé � ℄

�

�

BR è �

\


Y , ãäå B 2 IR

n�r

, R = C \ K, K �

êîíóñ, Y � ïàðàëëåëåïèïåä ëèáî ãèïåðïîëîñà.

Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ îöåíîê

äëÿ ìíîæåñòâ Z � IR

n+1

âèäà (6.3). Ñíà÷àëà ïðè �èêñèðîâàííîé ìàòðè-

öå P

+

2 M

n�n

0

ñòðîèòñÿ âíåøíÿÿ äëÿ Z îöåíêà

~

Z � Z, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

~

Z=

[

�

b

����

t

f

~

P (�); �g;

~

P (�)=P (P

+

; 


(�)

(�); 


(+)

(�))�X (�); 8�2[�

b

; �

t

℄:

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñòðîèòü

~

Z â âèäå

~

Z = Z

+

P

+

(Z)

4

=

[

�

b

����

t

f

~

P (�); �g; ãäå

~

P (�) = P

+

P

+

(X (�)): (6.7)

Ïðè ýòîì

~

Z ìîæåò íå áûòü ïîëèòîïîì � òèïà (6.6). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè 


(�)

(�) ïðåäñòàâèìû â âèäå




(�)

j

(�) = (

min

max

)f


1(�)

j

(�); 


2(�)

j

(�)g; j = 1; : : : ; n; (6.8)

ïðè÷åì âñå �óíêöèè 


k(�)

j

(�) ëèíåéíû. Ïîñòðîèì äëÿ 


(+)

j

(�) (


(�)

j

(�))

ëèíåéíûå ìàæîðàíòû (ìèíîðàíòû) 


+;(+)

j

(�) (


+;(�)

j

(�)), îïðåäåëÿåìûå

ïàðàìåòðàìè g

(+)

j

(g

(�)

j

):




+;(�)

j

(�) = 


(�)

j

(�

(�)

�j

) + g

(�)

j

(�� �

(�)

�j

);

�

(�)

�j

=�

(�)

0j

; g

(�)

j

2 � �(�


(�)

j

(�

(�)

�j

)); åñëè óðàâíåíèå 


1(�)

j

(�)=


2(�)

j

(�)

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü �

(�)

0j

; ïðè÷åì �

b

< �

(�)

0j

< �

t

;

�

(�)

�j

= �

b

; g

(�)

j

=

d

d�




(�)

j

(�

(�)

�j

) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

(6.9)
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ãäå â ïîñëåäíåé �îðìóëå èìååòñÿ ââèäó ïðàâàÿ îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèç-

âîäíàÿ. Âåêòîðû g

(�)

, g

(+)

, óäîâëåòâîðÿþùèå (6.9), áóäåì íàçûâàòü äî-

ïóñòèìûìè. Çäåñü ñèìâîëîì �f(�

�

) îáîçíà÷åí ñóáäè��åðåíöèàë âû-

ïóêëîé �óíêöèè f(�) â òî÷êå �

�

. Îïðåäåëèì äàëåå ìíîæåñòâî

�

+

g

(�)

;g

(+)

(

~

Z)

4

=

[

�

b

����

t

fP

+

(�); �g; P

+

(�) = P(P

+

; 


+;(�)

(�); 


+;(+)

(�)):

(6.10)

Îíî ñîäåðæèò

~

Z â ñèëó ñâîéñòâ ñóáäè��åðåíöèàëà

23

è ïðåäñòàâëåíèÿ

ïàðàëëåëåïèïåäà â âèäå (2.2). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 6.6 Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî âèäà (6.3). Ïðè ñäåëàííûõ îò-

íîñèòåëüíî

~

Z ïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîæåñòâî (6.10) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ïîëèòîï òèïà (6.6) è ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé äëÿ Z îöåíêîé: �

+

=

�

+

g

(�)

;g

(+)

(

~

Z) � Z, êàêîâû áû íè áûëè ìàòðèöà P

+

2 M

n�n

0

è äîïó-

ñòèìûå âåêòîðû g

(�)

, g

(+)

.

Èç �àêòîâ âûïóêëîãî àíàëèçà [23, ñ.211℄ ïîëó÷àåì

Çàìå÷àíèå 6.2 Ïóñòü 
(�) = maxf


1

(�); 


2

(�)g, ãäå 


k

(�) = a

k

�+

b

k

, k = 1; 2, è �

0

= (b

2

� b

1

)=(a

2

� a

1

)� åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ




1

(�)=


2

(�). Òîãäà �
(�

0

)=
o (

S

2

k=1

�


k

(�

0

))=
o (a

1

[ a

2

)=[minfa

1

; a

2

g;

maxfa

1

; a

2

g℄ è ëþáàÿ �óíêöèÿ âèäà 


+

(�) = 
(�

0

) + g(� � �

0

), g =

�maxfa

1

; a

2

g + (1 � �)minfa

1

; a

2

g, 8� 2 [0; 1℄, ñëóæèò ìèíîðàíòîé äëÿ


(�): 


+

(�) � 
(�), ïðè÷åì åñëè îáå �óíêöèè 


1

(�) è 


2

(�) ìîíîòîííî

íå óáûâàþò, òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è 


+

(�).

Ëåììà 6.7 Ïóñòü � � ïîëèòîï (6.6), R 2 
onv IR

r

, B 2 IR

n�r

è 0 �

� � �. Òîãäà âíåøíåé îöåíêîé äëÿ ìíîæåñòâà Z = � ℄

�

�

BR ÿâëÿåòñÿ

ïîëèòîï âèäà �

+

=

S

�

+;b

����

+;t

fP(P

+

; 


+;(�)

(�); 


+;(+)

(�)); �g, �

+;b

= �,

�

+;t

= minf�

t

; �g, ïîñòðîåííûé ïî �îðìóëàì �

+

= �

+

g

(�)

;g

(+)

(

~

Z),

~

Z =

23

Íàïîìíèì [129℄, ÷òî âåêòîð x

�

íàçûâàåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì �óíêöèè f(x), x2IR

n

, â òî÷êå x

0

, åñëè

f(x)� f(x

0

) � (x�x

0

; x

�

), à ìíîæåñòâî âñåõ ñóáãðàäèåíòîâ â òî÷êå x

0

íàçûâàåòñÿ ñóääè��åðåíöè-

àëîì �f(x

0

).
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Z

+

P

+

(Z), êàêîâû áû íè áûëè ìàòðèöà P

+

2 M

n�n

0

è âåêòîðû g

(�)

, äî-

ïóñòèìûå â ñèëó (6.9), ãäå �

b

, �

t

íàäî çàìåíèòü íà �

+;b

, �

+;t

. Çäåñü

~

Z =

[

�

+;b

����

+;t

f

~

P (�); �g;

~

P (�) = P (P

+

; 


(�)

(�); 


(+)

(�)); (6.11)




(�)

j

(�) = (Dp

t

� C�

t

)

j

+ (�

t

� �)h

(�)

j

; (6.12)

åñëè ëèáî �

b

= �

t

, ëèáî �

b

< �

t

è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(Dp

t

� C�

t

)

j

+ (�

t

� �

b

)h

(�)

j

(

�

�

)(Dp

b

� C�

b

)

j

; (6.13)

à åñëè �

b

< �

t

è (6.13) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

(6.8), ãäå




(�)

j

(�) = 


1(�)

j

(�) ïðè � � �

b

; 


(�)

j

(�) = 


2(�)

j

(�) ïðè � � �

b

; (6.14)




1(�)

j

(�) =

�� �

b

�

t

� �

b

(Dp

t

� C�

t

)

j

+

�

t

� �

�

t

� �

b

(Dp

b

� C�

b

)

j

;




2(�)

j

(�) = (Dp

b

� C�

b

)

j

+ (�

b

� �)h

(�)

j

(6.15)

è èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

D = P

+

�1

; C = Abs (P

+

�1

P ); h

(�)

j

= ��(�(P

+

�1

)

>

e

i

jBR): (6.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

~

P (�)=P

+

P

+

(X (�)), ãäå â ñèëó (6.4)

X (�) =

[

maxf�

b

;�g����

t

(P (�) + (� � �)BR): (6.17)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ Q

�

, çàâèñÿùèõ îò íåêîòîðîãî

ïàðàìåòðà � 2 � � IR

1

, èìååì

P

+

P

+

(

[

�2�

Q

�

) = P (P

+

; 


+;(�)

; 


+;(+)

);




+;(�)

i

= (

sup

inf

)f��(�(P

+

�1

)

>

e

i

j Q

�

) j� 2 �g;

(6.18)

è èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1, â ñëó÷àå �

b

= �

t

ïîëó÷àåì (6.12), à ïðè �

b

< �

t




(�)

j

(�) = (

max

min

)f'

(�)

j

(�; �) j maxf�

b

; �g � � � �

t

g

= (

max

min

)f'

(�)

j

(maxf�

b

; �g; �); '

(�)

j

(�

t

; �)g;
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'

(�)

(�; �)

4

=

� � �

b

�

t

� �

b

(Dp

t

� C�

t

) +

�

t

� �

�

t

� �

b

(Dp

b

� C�

b

) + (� � �)h

(�)

:

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà maxf�

b

; �g � �

t

� 0 íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ñîîòíîøåíèÿ '

(�)

j

(�

t

; �) (

�

�

)'

(�)

j

(maxf�

b

; �g; �) ýêâèâàëåíòíû óñëîâè-

ÿì (6.13), è 


(�)

j

(�) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (6.12) � (6.16). Âêëþ÷åíèå

Z � �

+

ñëåäóåò èç ëåììû 6.6. 2

Ñëåäñòâèå 6.4 Åñëè â óñëîâèÿõ ëåììû 6.7 ëèáî �

b

= �

t

, ëèáî

�

b

< �

t

è � = �

b

, òî �

+

= Z

+

P

+

(Z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèè 


(�)

j

(�) â (6.12), (6.14) îêàçûâàþòñÿ ëè-

íåéíûìè, à âåêòîðû g

(�)

îïðåäåëÿþòñÿ â ñèëó (6.9) îäíîçíà÷íî è îáåñïå-

÷èâàþò ðàâåíñòâî �

+

g

(�)

;g

(+)

(

~

Z) =

~

Z. 2

Ñëåäñòâèå 6.5 Ïóñòü �

(1)

è �

(2)

� äâà ïîëèòîïà (6.5) ñ îäèíàêîâûìè

P

(1);b

= P

(2);b

= P

(1);t

= P

(2);t

è �

(1);t

= �

(2);t

, íî ó ïåðâîãî �

(1);b

= �

(1);t

,

à ó âòîðîãî �

(2);b

< �

(2);t

, è ïóñòü Z

(k)

= �

(k)

℄

�

�

BR, ïðè÷åì 0 2 R. Òîãäà

ñîîòâåòñòâóþùèå â ñèëó ëåììû 6.7 îöåíêè èìåþò âèä �

(k)+

= Z

+

P

+

(Z

(k)

)

è ñîâïàäàþò: �

(1)+

= �

(2)+

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå 0 2 R îáåñïå÷èâàåò �(ljBR) � 0 è, çíà-

÷èò, (6.13). 2

Ñëåäñòâèå 6.6 Åñëè â óñëîâèÿõ ëåììû 6.7 ìíîæåñòâî R ïðåäñòà-

âèìî â âèäå R = C \K, ãäå C = P(0; I; e) � IR

r

, à K � êîíóñ, òî ñå÷åíèÿ

ìíîæåñòâà Z è åãî îöåíêè �

+

íå âîçðàñòàþò

24

. Åñëè ê òîìó æå îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî R = P(r; I; �), òî âåëè÷èíû h

(�)

j

èç (6.16) âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ÿâíûì �îðìóëàì h

(�)

= d� f , d = DBr, f = Abs (DB)�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �

1

� �

2

. �àñïèñûâàÿ X (�

1

) â âèäå (6.17),

çàìåíÿÿ îòðåçîê [maxf�

b

; �

1

g; �

t

℄, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ îáúåäèíå-

íèå, âëîæåííûì â íåãî îòðåçêîì [maxf�

b

; �

2

g; �

t

℄, è èñïîëüçóÿ âêëþ÷å-

íèå (� � �

1

)R � (� � �

2

)R, ïîëó÷àåì X (�

1

) � X (�

2

). Èç ìîíîòîííîñòè

ïî âêëþ÷åíèþ îïåðàöèè P

+

P

+

(Q) ñëåäóåò, ÷òî

~

P (�

1

) �

~

P (�

2

). Çíà÷èò,

ñå÷åíèÿ Z è

~

Z íå âîçðàñòàþò è �óíêöèè 


(+)

j

(�) (


(�)

j

(�)) ìîíîòîííî íå

24

Â îòëè÷èå îò ëåììû 6.2 íå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèé î íåâîçðàñòàíèè ñå÷åíèé � è î �.

89



âîçðàñòàþò (íå óáûâàþò). Ââèäó çàìå÷àíèÿ 6.2 è ñëåäñòâèÿ 6.3 ñå÷åíèÿ

ïîëèòîïà �

+

íå âîçðàñòàþò. 2

Ëåììà 6.8 Ïóñòü � � ïîëèòîï âèäà (6.6), à Y 2 
onv IR

n

. Òîãäà âíåø-

íåé îöåíêîé äëÿ ìíîæåñòâà Z = �

\


Y 6= ; ÿâëÿåòñÿ ïîëèòîï �

+

, ïî-

ñòðîåííûé ïî �îðìóëàì �

+

= �

+

g

(�)

;g

(+)

(

~

Z),

~

Z = Z

+

P

+

(�)

\


P

+

P

+

(Y),

êàêîâû áû íè áûëè ìàòðèöà P

+

2 M

n�n

0

è âåêòîðû g

(�)

, g

(+)

, äî-

ïóñòèìûå â ñèëó (6.9). Çäåñü

~

Z èìååò âèä (6.11), (6.8), ãäå 


1(�)

(�)

îïèñûâàþòñÿ òàêèìè æå �îðìóëàìè, ÷òî è â (6.15), à 


2(�)

j

(�) �

��(�(P

+

�1

)

>

e

i

j Y). Â ÷àñòíîñòè, åñëè Y = P(q;Q; �) � ïàðàëëåëåïè-

ïåä â IR

n

, òî 


2(�)

j

� (d � f)

j

. Ïðè ýòîì d = Dq, f = Abs (DQ)�,

D = P

+

�1

, C = Abs (DP ). Äîïóñêàÿ â (6.11) âîçìîæíîñòü

~

P (�) = ;,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �

+;b

= �

b

, �

+;t

= �

t

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèÿ �

+

� Z ñëåäóþò èç ëåììû 6.6, òàê

êàê

~

P (�) = P

+

P

+

(P (�))\P

+

P

+

(Y) � P (�)\Y , à �óíêöèè 


(�)

(�) èìåþò

óêàçàííûé âûøå âèä â ñèëó ëåììû 5.2. 2

Ñëåäñòâèå 6.7 Â óñëîâèÿõ ëåììû 6.8, åñëè ñå÷åíèÿ� íå âîçðàñòàþò,

òî òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò ìíîæåñòâà Z,

~

Z è �

+

. Ïðè ýòîì âñå

ñå÷åíèÿ

~

P (�) è P

+

(�) ìíîæåñòâ

~

Z è �

+

íåïóñòû, åñëè ïîëîæèòü �

+;b

=

�

b

, �

+;t

= minf�

t

;min

1�j�n

~�

j

g, ãäå ~�

j

� êîðåíü óðàâíåíèÿ 


(�)

j

(�) =




(+)

j

(�), åñëè îí åäèíñòâåííûé, ~�

j

= +1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñå÷åíèÿ Z íå âîçðàñòàþò ââèäó ëåììû 6.5. Çàìå-

òèì, ÷òî (Dp

i

�C�

i

)

j

= ��(�(P

+

�1

)

>

e

j

jP

+

P

+

(P

i

)), i = "b"; "t". Ïîýòîìó

âêëþ÷åíèÿ P

+

P

+

(P

b

) � P

+

P

+

(P

t

) îáåñïå÷èâàþò íåâîçðàñòàíèå (íåóáû-

âàíèå) �óíêöèé 


1(+)

j

(�) (


1(�)

j

(�)) èç (6.15), à çíà÷èò, è ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ñâîéñòâî �óíêöèé 


(�)

j

(�) âèäà (6.8), ïîñêîëüêó 


2(�)

j

(�) ïîñòîÿííû.

Ââèäó çàìå÷àíèÿ 6.2 è ñëåäñòâèÿ 6.3 ñå÷åíèÿ

~

Z è �

+

íå âîçðàñòàþò. Ïî-

ñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû òàêæå âûòåêàåò èç ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè

�óíêöèé 


(�)

j

(�). 2

Åñëè Z=�

\


Y , � � ïîëèòîï âèäà (6.5),(6.6), à Y=�

0

=S(


0

; s

0

; �

0

; 1)

� ãèïåðïîëîñà, òî íåñêîëüêî âíåøíèõ îöåíîê �

+

ìîæíî íàéòè â ÿâíîì
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âèäå, âûáðàâ ìàòðèöû îðèåíòàöèè P

+

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî V

4

=V (P

b

\ �

0

) (ñì. ñ.47) íåîñîáûõ ìàòðèö,

ñîñòîÿùåå íå áîëåå, ÷åì èç n+1 ýëåìåíòîâ P

(l)

, l=0; : : : ; n. Çäåñü P

(0)

=

P=fp

1

� � � p

n

g, à P

(l)

, l2f1; : : : ; ng, îïðåäåëåíà ïðè óñëîâèè (p

l

; s

0

)6=0 è

ðàâíà P

(l)

=(S

(l)

>

)

�1

, ãäå ìàòðèöà S

(l)

ïîëó÷åíà èç S=(P

�1

)

>

çàìåíîé l-î

ñòîëáöà íà s

0

. Ââèäó ëåììû À1.5 ñòîëáöû ìàòðèöû P

(l)

èìåþò âèä

p

(l);i

= p

i

� (p

i

; s

0

)(p

l

; s

0

)

�1

p

l

; i=1; : : : ; n; i6=l; p

(l);l

= (p

l

; s

0

)

�1

p

l

:

Ëåììà 6.9 Ïóñòü � � ïîëèòîï (6.6), à Y=�

0

=S(


0

; s

0

; �

0

; 1). Òîãäà

âíåøíåé îöåíêîé äëÿ Z=�

\


Y6=; ÿâëÿåòñÿ ïîëèòîï, ïîñòðîåííûé ïî

�îðìóëàì �

+

= �

+

g

(�)

;g

(+)

(

~

Z),

~

Z = Z

+

P

+

(Z), êàêîâû áû íè áûëè ìàòðèöà

P

+

=P

(l)

2V

4

(P

b

\�

0

) (l2f0; : : : ; ng) è âåêòîðû g

(�)

, g

(+)

, äîïóñòèìûå â

ñèëó (6.9). Çäåñü

~

Z èìååò âèä (6.11), (6.8), ãäå




1(�)

j

(�) = (P

�1

p(�))

j

� �

j

(�);




2(�)

j

(�) =

8

>

<

>

:

(P

�1

p(�))

j

+ j!

j

j

�1

(�

(�)

j

(�)� �

0

)� �

j

(�); !

j

6= 0;

�1; !

j

= 0;

j = 1; : : : ; n; j 6= l;




1(�)

l

(�) = 


0

� �

0

; 


2(�)

l

(�) = 


0

+ �

(�)

0

(�);

p(�), �(�) � òàêèå æå, êàê â (6.6), à

!

�

= (p

�

; s

0

); � = 1; : : : ; n; !

0

= �1;

�

(�)

�

(�) = �Abs (!)

>

�(�)� (sign!

�

)((p(�); s

0

)� 


0

); � = 0; : : : ; n:

Äîïóñêàÿ ïóñòûå

~

P (�), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �

+;b

= �

b

, �

+;t

= �

t

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèÿ �

+

�Z ñëåäóþò èç ëåììû 6.6. Ôîð-

ìóëû äëÿ 


(�)

j

ïîëó÷åíû ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì �îðìóë ëåì-

ìû 5.4, îïðåäåëÿþùèõ îöåíêè P

+

V

(P\ �

0

), V 2V

4

(P \�

0

), ïðîâåäåííûì

äëÿ âûÿâëåíèÿ ÿâíîãî âèäà ëèíåéíûõ �óíêöèé 


i(�)

j

(�). 2

Ñëåäñòâèå 6.8 Ëåììå 6.9 ñîîòâåòñòâóþò óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå

ñëåäñòâèþ 6.7, ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü �

+;b

= �

b

, �

+;t

= minf�

t

; �

(�)

; �

(+)

g,
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ãäå �

(�)

� êîðåíü óðàâíåíèÿ �(�s

0

jP (�)) = �


0

��

0

, åñëè îí åäèíñòâåí-

íûé, è �

(�)

= +1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 6.7. Ïðè

ýòîì íóæíóþ ìîíîòîííîñòü 


(�)

j

(�) ìîæíî óñòàíîâèòü, çàìåòèâ, ÷òî




2(�)

j

(�) = Const

2(�)

j

� j!

j

j

�1

�(�(j!

j

j(P

�1

)

>

e

j

� (sign!

j

)s

0

)jP (�))

ïðè !

j

6= 0;




1(�)

j

(�) = �(�(P

�1

)

>

e

j

jP (�)); j = 1; : : : ; n; j 6= l;




2(�)

l

(�) = Const

2(�)

l

� �(�s

0

jP (�)); 


1(�)

l

(�) = Const

1(�)

l

;

ãäå êîíñòàíòû íå çàâèñÿò îò �. Âûðàæåíèå äëÿ �

+;t

âûòåêàåò ñ ó÷åòîì

ìîíîòîííîñòè èç òîãî, ÷òî P (�) \ �

0

6= ; òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

�

+

0

(�) � ��

0

è ��

�

0

(�) � ��

0

(ñì. ëåììó 5.4). 2
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�ëàâà II

Ïîëèýäðàëüíûå àïïðîêñèìàöèè

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïðè

ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

óïðàâëåíèå

Â äàííîé ãëàâå ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû äâóñòîðîííåé àïïðîêñè-

ìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (êàê ñ

äèñêðåòíûì, òàê è ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì) áåç �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé,

îñíîâàííûå íà êîíñòðóêöèÿõ, îïèñàííûõ â ãë. I. Ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà

êàñàþùèõñÿ (òóãèõ) âíåøíèõ (âíóòðåííèõ) îöåíîê, â ðÿäå ñëó÷àåâ �

ìèíèìàëüíûõ (ìàêñèìàëüíûõ) ïî âêëþ÷åíèþ, îáåñïå÷èâàþùèõ òî÷íûå

ïðåäñòàâëåíèÿ èñêîìûõ ìíîæåñòâ. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ãëàâû

îïóáëèêîâàíà â [65, 66, 69, 73, 188℄.

7 Ìíîãîøàãîâûå ñèñòåìû

Ïîñòðîèì ïîëèýäðàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì (1.1), (1.2), (1.8). Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïèñàíà â � 1.

Åñëè �[k; l℄ � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ ñèñòåìû (1.1): �[k; l℄ =

A[k℄A[k�1℄ � � �A[l+1℄ ïðè k > l è �[k; l℄ = I ïðè k = l, òî ââèäó (1.7)
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X [k℄ = �[k; 0℄X

0

+

k

X

j=1

�[k; j℄R[j℄; k = 1; : : : ; N: (7.1)

Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé 1.1 è (1.8) X [k℄ � ýòî ñóììà k+1 ïà-

ðàëëåëåïèïåäà. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 3.1 è âû÷èñëÿÿ P

+

V

(Q) äëÿQ = X [k℄

ïðè ðàçëè÷íûõ V , ìîæíî ïîëó÷èòü âíåøíèå àïïðîêñèìàöèè, îáåñïå÷è-

âàþùèå òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (1.19) äëÿ X [k℄ è ïîçâîëÿþùèå ðàñïàðàë-

ëåëèâàòü âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî ýòî áóäóò "ñòàòè÷åñêèå" àïïðîêñèìàöèè,

íå îáëàäàþùèå ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, ïðèñóùèì ìíîæåñòâàì X [k℄.

Ïîñòðîèì îöåíêè P

+

[k℄, óäîâëåòâîðÿþùèå (1.13), (1.15), (1.19). Â ýâî-

ëþöèîííûõ óðàâíåíèÿõ íà êàæäîì øàãå k áóäåò áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü

îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ âíåøíèõ îöåíîê (3.7) äëÿ ñóììû äâóõ ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ. À ïåðåñå÷åíèå â (1.19) áóäåò áðàòüñÿ ïî íåêîòîðûì êîíå÷íûì

ìíîæåñòâàì V




N

íà÷àëüíûõ ìàòðèö P

+

[0℄, ââîäèìûì íèæå.

Ïóñòü F [X [N ℄℄ = ff

�

g

M [N ℄

�=1

è C[X [N ℄℄ = f


�

g

![N ℄

�=1

� ñèñòåìû âåêòîðîâ,

ââåäåííûå äëÿ X [N ℄, êàê óêàçàíî â (3.2) è ëåììå 3.4, à Z

N

= fz

�

g

M [N ℄

�=1

è Y

N

= fy

�

g

![N ℄

�=1

� ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè

z

�

= z[0℄, y

�

= y[0℄,

z[j � 1℄ = Nrv (A[j℄

�1

z[j℄); y[j � 1℄ = Nrv (A[j℄

>

y[j℄); (7.2)

j = N; : : : ; 1, z[N ℄ = f

�

, y[N ℄ = 


�

. Î÷åâèäíî, Z

N

åñòü ïîäìíîæåñòâî

ìíîæåñòâà Z

0

N

= fz

0�

g

M

0

[N ℄

�=1

âåêòîðîâ z

0�

, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùå-

ñòâóþò òàêèå k 2 f0; : : : ; Ng, i 2 f1; : : : ; ng, ÷òî �

i

[k℄ > 0, ïðè ýòîì z

0�

íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëàì z

0�

= z[0℄, (7.2) ïðè j = k; : : : ; 1, z[k℄ = r

i

[k℄.

Åñëè intX

0

6= ;, òî intX [N ℄ 6= ;. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè âûïîë-

íåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ 1.1 LinX [k℄ ïðè êàæäîì k 2 f0; : : : ; Ng ñîâïàäàåò

ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà ñòîëáöû ìàòðèöû T [k℄, ãäå

T [k℄ = Ort fA[k℄T [k � 1℄;

�

R[k℄g; k = 1; : : : ; N;

�

R[k℄ = R[k℄ diag �[k℄;

(7.3)

T [0℄ îáðàçîâàíà íåíóëåâûìè ñòîëáöàìè

�

R[0℄ ëèáî, åñëè òàêîâûõ íåò,

T [0℄ = 0 2 IR

n�1

. Çäåñü ñèìâîëîìOrtA äëÿ A = fa

i

g 2 IR

n�m

îáîçíà÷åíà
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ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ïðîöåññå

îðòîãîíàëèçàöèè �ðàììà-Øìèäòà [101, ñ. 70℄ ñòîëáöîâ a

i

, i = 1; : : : ;m,

è OrtA = 0 2 IR

n�1

äëÿ A = 0. Ïóñòü rankT [k℄ = n � ![k℄. Î÷åâèäíî,

n � ![0℄ � ![1℄ � : : : � ![N ℄ � 0. Òàêèì îáðàçîì, intX [k℄ 6= ; åñëè è

òîëüêî åñëè ![k℄ = 0. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì ![N ℄ = !. Â

êà÷åñòâå C[X [N ℄℄ = f


�

g

!

�=1

ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ

ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îðòîãîíà-

ëåí âñåì n � ! ñòîëáöàì T [N ℄, íàïðèìåð, âçÿòü ïîñëåäíèå ! ñòîëáöîâ

ìàòðèöû Ort fT [N ℄; Bg ïðè ëþáîé B 2M

n�n

0

, â ÷àñòíîñòè, ïðè B = I.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V




N

, 
=1; 3, ìíîæåñòâà ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ ïî Z

N

è

Y

N

òàê æå, êàê ñòðîèëèñü V




ïî F è C â � 3, è ïóñòü V

2

N

=fOrtV jV 2V

1

N

g.

Òåîðåìà 7.1 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåìû

(1.1), (1.2), (1.8). Åñëè

P

+

[k℄ = P

+

P

+

[k℄

(A[k℄P

+

[k�1℄ +R[k℄); k=1; : : : ; N ; P

+

[0℄ = P

+

P

+

[0℄

(X

0

);

(7.4)

òî P

+

[k℄ îáëàäàþò "âåðõíèì" ïîëóãðóïïîâûì (1.13) è ýâîëþöèîííûì

(1.15) ñâîéñòâàìè ïðè ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö P

+

[k℄ 2

M

n�n

�

, k = 0; : : : ; N . Ïóñòü ê òîìó æå âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1.1,

à ñòîëáöû ìàòðèö P

+

[k℄ = fp

+;i

[k℄g íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-

òåëüíûõ ìàòðèö H[k℄ = fh

i

[k℄g:

h

i

[k℄ = Nrv (A[k℄h

i

[k � 1℄); i=1; : : : ; n�!;

h

i

[k℄ = Nrv (A

>

[k℄

�1

h

i

[k � 1℄); i=n�! + 1; : : : ; n; k=1; : : : ; N;

(7.5)

H[0℄ = P

+

[0℄, â ñîîòâåòñòâèè ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ òðåõ ïðàâèë:

1) p

+;i

[k℄ = h

i

[k℄ äëÿ âñåõ i6=n�!, à p

+;n�!

[k℄ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé

(p

+;n�!

[k℄; h

i

[k℄) = 0, i=1; : : : ; n, i6=n�!, kp

+;n�!

[k℄k = 1

1

; P

+

[0℄ 2 V

1

N

;

2) P

+

[k℄ = Ort (H[k℄); P

+

[0℄ 2 V

2

N

;

3) P

+

[0℄ 2 V

3

N

;

p

+;i

[k℄ = h

i

[k℄ ïðè âñåõ i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ; N: (7.6)

1

Â ÷àñòíîñòè, p

+;n

[k℄ = NrvA

>

[k℄

�1

p

+;n

[k�1℄, k = 1; : : : ; N , ïðè Y

N

= ;.
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Òîãäà äëÿ X [N ℄ ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (1.19), ãäå ïåðåñå÷åíèå áå-

ðåòñÿ ïî âñåì P

+

[0℄ 2 V




N

, 
=1; 2; 3, ñîîòâåòñòâåííî. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ

�

+

i

[k℄ = 0; i = n�!+1; : : : ; n: (7.7)

Êðîìå òîãî,

�(�p

+?i

[k℄jP

+

[k℄) = �(�p

+?i

[k℄jX [k℄); (7.8)

ãäå i = n�!; : : : ; n â ñëó÷àÿõ 1, 2, è i = 1; : : : ; n â ñëó÷àå 3 (k = 0; : : : ;

N)

2

. Íàêîíåö, â ñëó÷àå 3 P

+

[k℄ ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ

âíåøíèìè ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûìè îöåíêàìè äëÿ X [k℄ ïðè k = N , à

òàêæå ïðè k 2 f0; : : : ; N�1g, åñëè ![k℄ = !.

ßâíûå �îðìóëû äëÿ öåíòðîâ è âåëè÷èí ïîëóîñåé ïàðàëëåëåïèïåäîâ

P

+

[k℄ â (7.4) (è öåíòðîâ ââîäèìûõ íèæå îöåíîê P

�

[k℄) èìåþò âèä

p

�

[k℄ = A[k℄ p

�

[k�1℄ + r[k℄; k = 1; : : : ; N ; p

�

[0℄ = r[0℄; (7.9)

�

+

[k℄ = Abs (P

+

[k℄

�1

A[k℄P

+

[k�1℄) �

+

[k�1℄+Abs (P

+

[k℄

�1

R[k℄) �[k℄;

k = 1; : : : ; N ; �

+

[0℄ = Abs ((P

+

[0℄)

�1

P

0

) �

0

:

(7.10)

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâèëà 1 è 2 ñîâïàäàþò ïðè ðàçìåðíîñòè n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâà (7.7) âûòåêàþò èç �îðìóë (7.10) ñ ó÷å-

òîì ëåìì À1.8, À1.1 è À1.6. Âêëþ÷åíèÿ (1.12), (1.15) äîêàçûâàþòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ê (1.7) ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 3.1

3

. Îáðàò-

íûå âêëþ÷åíèÿ X




[N ℄

4

=

T

P [N ℄ � X [N ℄, 
=1; 2; 3, äîêàæåì îò ïðî-

òèâíîãî. Ïóñòü x

�

2 X




[N ℄, íî x

�

=2 X [N ℄. Â ñèëó (7.7) âñå P [N ℄ ñî-

äåðæàòñÿ â LinX [N ℄. Ïîýòîìó x

�

ìîæíî îòäåëèòü îò X [N ℄ ïðè ïîìîùè

íåêîòîðîé êðàéíåé îïîðû äëÿ X [N ℄: (x

�

; l

�

) > �(l

�

jX [N ℄). Â êàæäîì èç

ñëó÷àåâ 1�3 íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà P

+

[0℄ 2 V




N

, 
2f1; 2; 3g, ÷òî åñëè

ïîñòðîèòü P

+

[�℄ è �

+

[�℄, òî l

�

îêàæåòñÿ ëèáî ïàðàëëåëüíûì (n � !)-ó

2

Òî åñòü îöåíêè P

+

[k℄ îêàçûâàþòñÿ òóãèìè â !+1 íàïðàâëåíèÿõ äëÿ ñëó÷àåâ 1, 2 è êàñàþùèìèñÿ

� äëÿ ñëó÷àÿ 3.

3

Ïðè íàðóøåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ 1.1 ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.5.
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ñòîëáöó ìàòðèöû P

+

[N ℄ (â ñëó÷àÿõ 1 è 2), ëèáî îðòîãîíàëüíûì ïîñëåä-

íèì ! è êàêèì-òî n�!�1 èç îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ P

+

[N ℄ (â ñëó÷àå 3). Ïðè

ýòîì (x

�

; l

�

) � �(l

�

jP

+

[N ℄). Âû÷èñëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà

ïî ëåììå 2.1 è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçóÿ åå ñ èñïîëüçîâàíèåì (7.10),

(7.7) è ëåìì À1.1, À1.6 � À1.8, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåí-

ñòâîì, ïðèâåäåííûì âûøå. �àâåíñòâà (7.8) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûìè

âûêëàäêàìè. Ìèíèìàëüíîñòü ïî âêëþ÷åíèþ ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ P

+

[k℄

è ëåììû 2.8. �àâåíñòâà (1.13) âûòåêàþò èç �îðìóë äëÿ P

+

[k℄. 2

Çàìå÷àíèå 7.1 Åñëè P

+

[k℄ � I, òî òðóáêà P

+

[�℄ îáðàçîâàíà ïàðàëëå-

ëåïèïåäàìè ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, êàê â

êëàññè÷åñêîì èíòåðâàëüíîì àíàëèçå. Íî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêà-

çûâàåò, ÷òî òàêàÿ òðóáêà ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì ãðóáîé îöåíêîé äëÿ

X [�℄ (ýòî îáúÿñíÿåòñÿ èçâåñòíûì ý��åêòîì "îáåðòûâàíèÿ"). Îöåíêè èç

òåîðåìû 7.1, íåñìîòðÿ íà ðåêóððåíòíîñòü �îðìóë, ïîçâîëÿþò èçáåæàòü

íàêîïëåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ 2 (!+1) íàïðàâëåíèé â ñëó÷àÿõ 1 è 2

(â ñëó÷àå 2 P

+

[k℄ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè) è äëÿ

2n íàïðàâëåíèé � â ñëó÷àå 3.

�àññìîòðèì òåïåðü êàñàþùèåñÿ îöåíêè, êîòîðûå íå òðåáóþò çíàíèÿ

Y

N

è ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû è äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåì ñ îãðà-

íè÷èâàþùèìè ìíîæåñòâàìè áîëåå îáùåãî âèäà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V

0

ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ìàòðèö P 2 M

n�n

0

,

îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà l 2 IR

n

, klk = 1, â

ýòîì ìíîæåñòâå íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà P , ÷òî l êîëëèíåàðåí êàêîìó-

ëèáî èç ñòîëáöîâ P

�1

.

Òåîðåìà 7.2 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(1.1), (1.2) ñ X

0

2 
onv IR

n

, R[k℄ 2 
onv IR

n

. Åñëè ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

[k℄

ïîñòðîåíû ïî �îðìóëàì (7.4), òî X [k℄ � P

+

[k℄, k = 0; : : : ; N , êàêîâû áû

íè áûëè ìàòðèöû P

+

[k℄ 2 M

n�n

0

. Åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1.1,

P 2M

n�n

0

� ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà è

P

+

[k℄ = A[k℄P

+

[k � 1℄; k = 1; : : : ; N ; P

+

[0℄ = P;
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òî P

+

[k℄ îêàçûâàþòñÿ êàñàþùèìèñÿ îöåíêàìè äëÿ X [k℄ è X [k℄ =

T

fP

+

[k℄j P 2 V

0

g, k = 1; : : : ; N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèÿ X [k℄ � P

+

[k℄ âûòåêàþò èç ðåêóððåíò-

íûõ �îðìóë äëÿ X [k℄ è P

+

[k℄ è ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ

îöåíîê P

+

V

(Q). �àâåíñòâà �(�(P

+

[k℄

�1

)

>

e

i

jP

+

[k℄) = �(�(P

+

[k℄

�1

)

>

e

i

j

X [k℄), i = 1; : : : ; n, äîêàçûâàþòñÿ èíäóêöèåé ïî k = 0; : : : ; N ñ ó÷å-

òîì àääèòèâíîñòè îïîðíîé �óíêöèè ñóììû ìíîæåñòâ è ñâîéñòâà îöå-

íîê P

+

V

(Q) áûòü êàñàþùèìèñÿ äëÿ Q. Ïðåäñòàâëåíèÿ (1.19) âûòåêàþò

èç ëåììû À1.4, ïîñêîëüêó 8l 2 IR

n

ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ ìàòðèöó

P 2M

n�n

0

, ÷òî (P

+

[k℄

�1

)

>

e

1

áóäåò êîëëèíåàðåí l. 2

�àññìîòðèì òåïåðü âíóòðåííèå àïïðîêñèìàöèè ÌÄ.

Ââåäåì êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ îöå-

íîê P

�

[N ℄ äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X [N ℄ ñèñòåìû (1.1), (1.2), (1.8),

îáåñïå÷èâàþùåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (1.20). �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå

ïàðàëëåëåïèïåäû P

�

[N ℄, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåêóððåíòíî ïîñòðîåíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì P

�

[0℄ = X

0

. Ïóñòü P

�

[k � 1℄ óæå ïîñòðî-

åí. Äëÿ ìíîæåñòâà Q[k℄ = A[k℄P

�

[k � 1℄ +R[k℄ � ñóììû äâóõ ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ, êàê è â �3, íàõîäèì ñèñòåìû âåêòîðîâ C[Q[k℄℄ = f


�

[k℄g

![k℄

�=1

è

F [Q[k℄℄ = ff

�

[k℄g

M [k℄

�=1

è ÷èñëà f'

�

[k℄g

M [k℄

�=1

. Â êà÷åñòâå P

�

[k℄ áåðåì ïðîèç-

âîëüíûé âíóòðåííèé äëÿ Q[k℄ ïàðàëëåëåïèïåä èç ëåììû 3.7.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X

i

;Y � IR

n

è ìàòðèöû A 2 M

n�n

âåðíî ðàâåíñòâî A � ([X

i

) + Y = [(AX

i

+ Y), òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 7.3 Äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X [N ℄ ñèñòåìû (1.1),

(1.2), (1.8) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (1.20), ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ

ïî âñåâîçìîæíûì P

�

[N ℄, ïîñòðîåííûì, êàê îïèñàíî âûøå.

Çàìå÷àíèå 7.2 ×èñëî ìíîæåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â òàêîì îáúåäèíåíèè,

î÷åíü âåëèêî (åñëè intX

0

6=;, äëÿ âñåõ F [Q[k℄℄ âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå

3.1 èM(F [Q[k℄℄)=2n, îíî ðàâíî (C

n�1

2n

)

N

). Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêî-

òîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ X [N ℄ ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ çíà÷è-

òåëüíî ìåíüøåãî ÷èñëà ïàðàëëåëåïèïåäîâ (íå ïðåâîñõîäÿùåãî C

n�1

(N+1)n

).
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Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì îáîçíà÷åíèå: åñëè w 2 IR

n

, òî

�(w;P(p; P ; �)) =

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

�

�

; åñëè ñóùåñòâóþò � 2 f1; : : : ; ng; � 2 f0; 1g

òàêèå, ÷òî w = (�1)

�

p

�

;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 7.4 Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1.1 è (1.8). Ïóñòü

p

�

[k℄ óäîâëåòâîðÿþò (7.9), âñïîìîãàòåëüíûå ìàòðèöû P

+

[k℄ � ñîîò-

íîøåíèÿì ñëó÷àÿ 1 òåîðåìû 7.1, äîïîëíåííûì óñëîâèÿìè (p

+;n�!

[k℄;

A[k℄p

+;n�!

[k�1℄) > 0, k = 1; : : : ; N , ìàòðèöû P

�

[k℄ ñîâïàäàþò ñ íèìè

çà èñêëþ÷åíèåì (n�!)-î ñòîëáöà: p

�;i

[k℄ = p

+;i

[k℄, i = 1; : : : ; n, i 6= n�!,

k = 0; : : : ; N , ïîñëåäíèå ! ïîëóîñåé �

�

i

[k℄, i = n�!+1; : : : ; n, ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ P

�

[k℄ ïðè êàæäîì k = 0; : : : ; N ðàâíû íóëþ, à îñòàëüíûå

ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ èç �îðìóë

�

�

i

[k℄ = kA[k℄p

�;i

[k�1℄k �

�

i

[k�1℄ + �(p

�;i

[k℄;R[k℄); k = 1; : : : ; N;

�

�

i

[0℄ = �(p

�;i

[0℄;X

0

); (i = 1; : : : ; n�!�1);

p

�;n�!

[k℄ =

8

>

<

>

:

p

+;n�!

[k℄; åñëè u[k℄ = 0;

Nrv u[k℄; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

k = 0; : : : ; N;

u[k℄ = A[k℄u[k�1℄ +

n

X

j=1

r

j

[k℄�

j

[k℄sign (r

j

[k℄; p

+;n�!

[k℄); k = 1; : : : ; N ;

u[0℄ =

n

X

j=1

r

j

[0℄�

j

[0℄sign (r

j

[0℄; p

+;n�!

[0℄);

�

�

n

[k℄ = ku[k℄k; k = 0; : : : ; N:

Òîãäà P

�

[k℄ 2 M

n�n

�

, k = 1; : : : ; N , è èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ (1.12).

Åñëè ê òîìó æå äëÿ Z

N

âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 3.1, òî äëÿ X [N ℄

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (1.20), ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåâîç-

ìîæíûì P

+

[0℄ 2 V

1

N

.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 3.6. Â ÷àñòíîñòè, X [N ℄ =

S

�

Q

�

,

ãäå îáúåäèíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåáîðó âñåõ d

�

2 D[X [N ℄℄. Êàæäûé d

�

ìîæíî çàìåíèòü íà ñòîëáåö p

+;n�!

[N ℄ íåêîòîðîé ìàòðèöû P

+

[N ℄ ñëó-

÷àÿ 1 òåîðåìû 7.1. Èñïîëüçóÿ ëåììû À1.1, À1.6 � À1.8, ìîæíî çàìåòèòü,
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÷òî âåêòîð u

�

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Q

�

ñîâïàäàåò ñ u[N ℄ èç òåîðå-

ìû 7.4. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ äðóãèå ïàðàìåòðû Q

�

. 2

Ê ñîæàëåíèþ, ââåäåííîå â òåîðåìå 7.4 ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ îöåíîê

îáåñïå÷èâàåò (1.20) òîëüêî ïðè óêàçàííîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæå-

íèè. Ââåäåì åùå îäíî ñåìåéñòâî îöåíîê P

�

[�℄. Îíî òàêæå ãàðàíòèðóåò

(1.20) äëÿ X [N ℄ ïðè íå ñëèøêîì áîëüøîì ÷èñëå òðóáîê.

Òåîðåìà 7.5 Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1.1 è X [k℄ � ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1.1), (1.2), (1.8). Ïóñòü H[0℄ 2 M

n�n

�

� ýòî ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè h

i

[0℄ 2 Z

N

, i = 1; : : : ; n�!, h

i

[0℄ 2 Y

N

, i =

n�!+1; : : : ; n, ìàòðèöû H[k℄ = fh

i

[k℄g, B[k℄ = fb

i

[k℄g, U [k℄ = fu

i

[k℄g,

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì H[k℄ = A[k℄H[k� 1℄, B[k℄ = OrtH[k℄, è

u

i

[k℄ = A[k℄u

i

[k�1℄ + f

i

(R[k℄; �[k℄; B[k℄);

u

i

[�1℄ = 0 2 IR

n

; i = 1; : : : ; n�!;

(7.11)

ãäå �óíêöèè f

i

çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

f

i

(R; �;B) =

X

j2J

i

r

j

�

j

sign (r

j

; b

i

);

J

i

= fj 2 f1; : : : ; ngj (r

j

; b

�

) = 0; � = i+ 1; : : : ; ng:

Åñëè ïàðàëëåëåïèïåäû P

�

[k℄ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

p

�

[k℄ = A[k℄ p

�

[k � 1℄ + r[k℄; p

�

[�1℄ = 0 2 IR

n

;

p

�;i

[k℄ = Nrv u

i

[k℄; �

�

i

[k℄ = ku

i

[k℄k; åñëè u

i

[k℄ 6= 0; è

p

�;i

[k℄ = b

i

[k℄; �

�

i

[k℄ = 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; i=1; : : : ; n�!;

p

�;i

[k℄ = b

i

[k℄; �

�

i

[k℄ = 0; i=n�!+1; : : : ; n;

(7.12)

k = 0; : : : ; N , òî P

�

[k℄ óäîâëåòâîðÿþò (1.16) è, êðîìå òîãî,

�(�b

i

[k℄jP

�

[k℄) = �(�b

i

[k℄jX [k℄); i = n�!; : : : ; n; k = 0; : : : ; N: (7.13)

Áîëåå òîãî, P

�

[N ℄ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ ïàðàëëåëå-

ïèïåäîì äëÿ X [N ℄, P

�

[k℄ îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì ïî îòíîøåíèþ
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ê X [k℄, åñëè dimP

�

[k℄ = dimX [k℄, (k 2 f0; : : : ; N�1g), è äëÿ X [N ℄ ñïðà-

âåäëèâî (1.20), ãäå îáúåäèíåíèå âçÿòî ïî âñåì ðàçëè÷íûì P

�

[N ℄, êîòî-

ðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû, êàê îïèñàíî âûøå. Óòâåðæäåíèÿ òåîðå-

ìû îñòàþòñÿ âåðíûìè, åñëè ìàòðèöû H[k℄ íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

(7.5), à B[k℄ � ïî �îðìóëàì B[k℄ = Ort ffh

i

[k℄g

n�!

i=1

; fh

i

[k℄g

n

i=n�!+1

g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (7.12) è ëåìì À1.2, À1.13 âñå P

�

[k℄ 2

M

n�n

�

. Èìååì P

�

[k℄ = fxj x =

P

n�!

i=1

u

i

[k℄�

i

; j�

i

j � 1g. Ïðÿìûì âû÷èñëå-

íèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè x 2 P

�

[k℄, òî x 2 A[k℄P

�

[k�1℄ +R[k℄,

òî åñòü (1.16) âåðíî. Ïîñêîëüêó ïî �îðìóëå Êîøè (7.1) X [k℄ åñòü ñóììà

k + 1 ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ìèíèìàëüíîñòü P

�

[k℄ è (1.20) áóäóò ñëåäîâàòü

èç òåîðåìû 3.2, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî u

i

[k℄ = ~u

i

[k℄, i = 1; : : : ; n�!,

k = 0; : : : ; N , ãäå

u

i

[k℄ =

k

X

l=0

X

j2J

i

[l℄

�[k; l℄r

j

[l℄�

j

[l℄


ji

[l℄; 


ji

[l℄ = sign (r

j

[l℄; b

i

[l℄);

~u

i

[k℄ =

k

X

l=0

X

j2

~

J

i

[k;l℄

~r

j

[k; l℄�

j

[l℄~


ji

[k; l℄; ~r

j

[k; l℄ = �[k; l℄r

j

[l℄;

J

i

[l℄ = fj 2 f1; : : : ; ngj (r

j

[l℄; b

�

[l℄) = 0; � = i+1; : : : ; ng; ~


ji

[k; l℄,

~

J

i

[k; l℄

ïîäîáíû âåëè÷èíàì 


ji

[l℄, J

i

[l℄ ñ çàìåíîé r

j

[l℄ íà ~r

j

[k; l℄. Ïî ëåììå À1.9

J

i

[l℄=

~

J

i

[k; l℄, à ñ ó÷åòîì ëåìì À1.10, À1.11 


ji

[l℄=~


ji

[k; l℄. Ñîîòíîøåíèÿ

(7.13) ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòå-

êàåò èç íååäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ âûðîæäåííîãî ïàðàëëåëåïèïå-

äà è ëåììû À1.6. 2

Çàìå÷àíèå 7.3 Ñåìåéñòâî îöåíîê P

�

[�℄ ñ ïàðàìåòðàìè (7.12) ñî-

äåðæèò ñåìåéñòâî, ââåäåííîå â òåîðåìå 7.4, åñëè âûïîëíåíî ïîñëåäíåå

ïðåäïîëîæåíèå ýòîé òåîðåìû.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 3.3, èìååò ñìûñë ââåñòè òàêæå áîëåå øèðîêîå

ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ îöåíîê.

Òåîðåìà 7.6 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(1.1), (1.2), ãäå X

0

= P(p

0

; P

0

; �

0

), R[k℄ = P [r[k℄;

�

R[k℄℄,

�

R[k℄ 2 IR

n�r

.
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Åñëè ïàðàëëåëîòîïû P

�

[k℄ íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

P

�

[k℄ = P

�

�

(1)

[k℄;�

(2)

[k℄

(A[k℄P

�

[k � 1℄ +R[k℄); k = 1; : : : ; N;

P

�

[0℄ = P

�

�

(X

0

);

(7.14)

ãäå ìàòðèöû �, �

(1)

[k℄ è �

(2)

[k℄ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

� 2 G

n�n

; �

(1)

[k℄ 2 G

n�n

; �

(2)

[k℄ 2 G

r�n

; k = 1; : : : ; N; (7.15)

ìíîæåñòâà G

n�n

, G

r�n

îïðåäåëåíû â (3.10), òî P

�

[k℄ ÿâëÿþòñÿ âíó-

òðåííèìè îöåíêàìè äëÿ X [k℄, ò.å. ïðè âñåõ k=0; : : : ; N èìåþò ìå-

ñòî âêëþ÷åíèÿ (1.12). Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

X [k℄ =

S

fP

�

[k℄j � = I;�

(1)

[j℄ = I;�

(2)

[j℄ 2 G

r�n

; j = 1; : : : ; kg.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèÿ P

�

[k℄�X [k℄ ñëåäóþò èç ëåììû 3.8.

Ïðîâåðêà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íà äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.8, à

òàêæå òåîðåìû 8.4 äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. 2

Âûäåëèì â óêàçàííîì ñåìåéñòâå îöåíîê òóãèå.

Ñëåäñòâèå 7.1 Ïóñòü çàäàí âåêòîð l

0

2 IR

n

, è

l[k℄ = A[k℄

�1

>

l[k�1℄; k = 1; : : : ; N; l[0℄ = l

0

:

Åñëè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.6 èìååì � = I, �

(1)

[k℄ � I, à �

(2)

[k℄ ïîñòðîåíû â

ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 3.1, ãäå â �îðìóëàõ (3.17) ñëåäóåò ïîëîæèòü




(1)

=

�

P

>

0

l

0

, 


(2)

=

�

R[k℄

>

l[k℄ (ïðè÷åì ìíîæåñòâà J è I òîæå ìîãóò çàâèñåòü

îò k), òî P

�

[k℄ îêàçûâàþòñÿ òóãèìè (â íàïðàâëåíèè l[k℄) âíóòðåííèìè

îöåíêàìè äëÿ X [k℄, k=1; : : : ; N .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.8

è ñëåäñòâèÿ 3.1 ïóòåì ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé �(�l[k℄jX [k℄) è �(�l[k℄jP

�

[k℄)

ñ èñïîëüçîâàíèåì äëÿ x[�℄, p

�

[�℄ è P

�

[�℄ òîãî �àêòà, ÷òî, åñëè âåêòîðíàÿ

èëè ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ y[�℄ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òèïà (1.1) ñ y[0℄ = y

0

,

à l[�℄ � óêàçàííûì âûøå ñîîòíîøåíèÿì, òî

l[k℄

>

y[k℄ = l

>

0

y

0

+

k

X

j=1

l[j℄

>

w[j℄; k = 1; : : : ; N

(ñì. ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 21.1). 2
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Çàìå÷àíèå 7.4 Îöåíêè P

�

[k℄, ïîñòðîåííûå êàê îïèñàíî â òåîðå-

ìàõ 7.2, 7.3, 7.4, 7.5 è 7.6 (ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ,

îïðåäåëÿþùèõ ñåìåéñòâà îöåíîê), îáëàäàþò "íèæíèì" ïîëóãðóïïîâûì

(1.14) è ýâîëþöèîííûì (1.16) ñâîéñòâàìè.

8 Ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Ïóñòü ñîñòîÿíèå x(t) 2 IR

n

îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

_x = A(t)x+ w(t); t 2 T = [0; �℄; (8.1)

ãäå A(t) � èçâåñòíàÿ íåïðåðûâíàÿ n�n-ìàòðèöà. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

x(0) = x

0

2 IR

n

è âõîäíîå âîçäåéñòâèå w(�), ÿâëÿþùååñÿ èçìåðèìîé (ïî

Ëåáåãó) n-ìåðíîé �óíêöèåé âðåìåíè t, ñòåñíåíû îãðàíè÷åíèÿìè

x

0

2 X

0

; w(t) 2 R(t) ïðè ï.â. t 2 T; (8.2)

ãäå X

0

, R(t) � çàäàííûå âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â IR

n

, ïðè÷åì

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå R(t) íåïðåðûâíî.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü äîïîëíåíû �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Â

ïîñëåäíåì ñëó÷àå (êîòîðûé ðàññìîòðåí â �11) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

îíè íàëîæåíû â èçâåñòíûå äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t

k

:

x(t

k

) 2 Y(t

k

); k = 1; : : : ; N




; 0 = t

0

< t

1

< � � � < t

N




< t

N




+1

= �:

(8.3)

ÔÎ ìîãóò, â ÷àñòíîñòè, ïîðîæäàòüñÿ óðàâíåíèåì èçìåðåíèé

y(t

k

) = G(t

k

)x(t

k

) + �(t

k

); �(t

k

) 2 �(t

k

) � IR

m

; k = 1; : : : ; N




; (8.4)

ãäå G(t

k

) � çàäàííûå m�n ìàòðèöû ðàíãà m, �(t

k

) � íåèçâåñòíûå ïîìå-

õè, �(t

k

) 2 
onv IR

m

� èçâåñòíûå ìíîæåñòâà, y(t

k

) � äàííûå èçìåðåíèé.

Îïðåäåëåíèÿ 8.1 [201℄ Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X (t) =

X (t; 0;X

0

) ñèñòåìû (8.1), (8.2) ((8.1) � (8.3)) ïðè t � 0 íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî òàêèõ òî÷åê x 2 IR

n

, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóþò x

0

è
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w(�), óäîâëåòâîðÿþùèå (8.2) è ïîðîæäàþùèå ðåøåíèå x(�) ñèñòåìû (8.1)

òàêîå, ÷òî x(t) = x (è âûïîëíÿåòñÿ (8.3)). Ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ X (t),

t 2 T , èçâåñòíà êàê òðóáêà òðàåêòîðèé X (�) èëè òðóáêà äîñòèæèìî-

ñòè, à ïðè íàëè÷èè �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé � êàê òðóáêà âûæèâàþùèõ

òðàåêòîðèé. Åñëè îãðàíè÷åíèÿ (8.3) ïîðîæäàþòñÿ èçìåðåíèÿìè, òî X (t)

èçâåñòíû êàê èí�îðìàöèîííûå îáëàñòè.

Èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äè��åðåíöèàëüíûõ

ñèñòåì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà; îñíîâíûå ñâîéñòâà äëÿ ëèíåé-

íûõ ñèñòåì ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [77, 102, 151, 155℄. Èçâåñòíî, â

÷àñòíîñòè, ÷òî ÌÄ îáëàäàþò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì

X (t; 0;X

0

) = X (t; �;X (�; 0;X

0

)); 8�; t : 0 � � � t � �: (8.5)

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî X

0

è R(t) ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäàìè

X

0

=P(p

0

; P

0

; �

0

)�P [p

0

;

�

P

0

℄; R(t)=P(r(t); R(t); �(t))�P [r(t);

�

R(t)℄;

(8.6)

ãäå r, R, � íåïðåðûâíû ïî t, à ìíîæåñòâà â (8.3) � ïàðàëëåëåïèïåäàìè

Y(t

k

) = P(q(t

k

); Q(t

k

); �(t

k

)) (8.7)

èëè ïîëîñàìè

Y(t

k

) = S(
(t

k

); S(t

k

); �(t

k

);m) =

m

\

i=1

�

i

(t

k

): (8.8)

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà X (t) ïàðàëëåëåïèïåäàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäóò.

Áóäåì èñêàòü âíåøíèå P

+

(�) è âíóòðåííèå P

�

(�) îöåíêè äëÿ X (�):

P

�

(t) = P(p

�

(t); P

�

(t); �

�

(t)) èëè P

�

(t) = P [p

�

(t);

�

P

�

(t)℄;

îáëàäàþùèå ïîëóãðóïïîâûì è ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ÿâ-

ëÿþòñÿ àíàëîãàìè (8.5). Êàê áóäåò âèäíî íèæå, P

�

(t) ìîãóò áûòü íàéäå-

íû èç ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P

�

(0), òàê ÷òî

ïî àíàëîãèè ñ ÌÄ ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ P

�

(t) = P

�

(t; 0;P

�

(0)),

ãäå ñèìâîëàìè P

�

(t; �;P

�

�

) îáîçíà÷àåì çíà÷åíèÿ ðåøåíèé óïîìÿíóòûõ

óðàâíåíèé â ìîìåíò t ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P

�

(�) = P

�

�

.
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Îïðåäåëåíèå 8.2 [93, 201℄ �îâîðÿò, ÷òî îöåíêè P

+

(t) è P

�

(t) îáëà-

äàþò "âåðõíèì" è "íèæíèì" ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, åñëè

P

+

(t; 0;P

+

(0)) = P

+

(t; �;P

+

(�; 0;P

+

(0))); 0 � � � t � �;

X

0

� P

+

(0);

(8.9)

P

�

(t; 0;P

�

(0)) = P

�

(t; �;P

�

(�; 0;P

�

(0))); 0 � � � t � �;

P

�

(0) � X

0

:

(8.10)

Îïðåäåëåíèå 8.3 [155℄ �îâîðÿò, ÷òî îöåíêè P

+

(t) è P

�

(t) îáëàäàþò

ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì, åñëè

X (t; �;P

+

(�)) � P

+

(t); 8�; t : 0 � � � t � �; X

0

� P

+

(0); (8.11)

P

�

(t) � X (t; �;P

�

(�)); 8�; t : 0 � � � t � �; P

�

(0) � X

0

: (8.12)

Ñîîòíîøåíèÿ (8.11), (8.12) ãàðàíòèðóþò âêëþ÷åíèÿ

P

�

(t) � X (t) � P

+

(t); 8 t 2 T: (8.13)

Áîëåå òîãî, íàøåé öåëüþ áóäåò ââåñòè öåëûå ñåìåéñòâà òàêèõ òðóáîê

P

�

(�), îáåñïå÷èâàþùèå, ïðè êàæäîì t 2 T , òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ X (t):

X (t) =

\

P

+

(t); (8.14)

X (t) =

[

P

�

(t): (8.15)

Îöåíêè æåëàòåëüíî ñòðîèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè áûëè êàê ìîæ-

íî áëèæå ê ÌÄ, íàïðèìåð, áûëè òóãèìè èëè êàñàþùèìèñÿ.

Èíîãäà ìîæåò áûòü òàêæå ïîëåçíî âûäåëèòü ýëåìåíòû ñåìåéñòâ, îï-

òèìàëüíûå â íåêîòîðîì ñìûñëå. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè

ìîæíî ðàññìîòðåòü, íàïðèìåð, îáúåì îöåíêè â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìå-

íè �, è â ñåìåéñòâàõ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê ïîñòàâèòü ýêñòðå-

ìàëüíûå çàäà÷è âèäà

volP

+

(�) ! min; (8.16)

volP

�

(�) ! max : (8.17)
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Â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå "ëîêàëüíûå" êðèòåðèè îïòèìàëüíî-

ñòè [155, ñ. 127℄, [201, ñ. 169℄

4

.

Íàïîìíèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ

x = �(t; 0) ~x; (8.18)

ãäå �(t; �) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

_x = A(t)x, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

��(t; �)=�t = A(t)�(t; �); �(�; �) = I; (8.19)

ìû ïðèõîäèì ê áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìå ñ íóëåâîé ìàòðèöåé A(t) � 0:

_

~x = ~w(t); ~x(0) 2 X

0

;

~w(t) 2

~

R(t) = �(t; 0)

�1

R(t) = P(~r(t);

~

R(t); ~�(t)):

(8.20)

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

P

�

(t) = �(t; 0)

~

P

�

(t); (8.21)

ãäå

~

P

�

(t) � ýòî âíåøíèå (âíóòðåííèå) îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæè-

ìîñòè

~

X (t) ñèñòåìû (8.20).

Ïîñòðîèì âíà÷àëå âíåøíèå ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå îöåíêè P

+

(t)

äëÿ X (t), çàäàâøèñü íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé ìàòðè÷íîé �óíê-

öèåé P (t) 2 IR

n�n

, t 2 T , òàêîé ÷òî

detP (t) 6= 0; t 2 T: (8.22)

(P (t) áóäåò îïðåäåëÿòü äèíàìèêó ìàòðèö îðèåíòàöèè).

�àññóæäàåì àíàëîãè÷íî [155, ñ.128℄, [201, ñ.183℄, ãäå ñòðîÿòñÿ ýëëèï-

ñîèäàëüíûå îöåíêè. Çà�èêñèðóåì t 2 (0; �℄ è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå T

N

îòðåçêà [0; t℄ òî÷êàìè �

0

= 0, �

k

=

P

k

i=1

�

i

, k = 1; : : : ; N , �

N

= t, ãäå

4

Íàïðèìåð, ñëåäóÿ [155℄ ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó ñëó÷àþ, òðóáêó P

+

(�) ìîæíî áûëî áû íàçâàòü

ëîêàëüíî îïòèìàëüíîé â ñìûñëå îáúåìà âíåøíåé îöåíêîé äëÿ X (�), åñëè ïðè êàæäîì � 2 T èìååì

d

dt

volP

+

(t)

�

�

t=�

�

d

dt

volP (t)

�

�

t=�

äëÿ ëþáîé òðóáêè P (�) (ñ äè��åðåíöèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè p(t),

P (t), �(t)), îïðåäåëåííîé äëÿ t � � , îáëàäàþùåé ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì (8.11) è óäîâëåòâîðÿþ-

ùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ P (�) = P

+

(�).
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�

i

> 0. Èñïîëüçóåì ïðîñòåéøóþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ñè-

ñòåìû (8.1):

x[k℄ = A[k℄x[k � 1℄ + w[k℄; k = 1; : : : ; N;

A[k℄ = I + �

k

A(�

k�1

); x[0℄ 2 X

0

; w[k℄ 2 R[k℄ = �

k

R(�

k�1

):

(8.23)

Åñëè, çàäàâøèñü ìàòðèöàìè P [k℄, ïîñòðîèòü ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

[k℄ =

P(p

+

[k℄; P [k℄; �[k℄):

P

+

[0℄ = P

+

P [0℄

(X

0

); P

+

[k℄ = P

+

P [k℄

(A[k℄P

+

[k � 1℄ +R[k℄); k=1; : : : ; N;

(8.24)

òî P

+

[k℄ áóäóò âíåøíèìè îöåíêàìè äëÿ ÌÄ X [k℄ ñèñòåìû (8.23).

Â êà÷åñòâå P [k℄ âîçüìåì ìàòðèöû P [k℄ = P (�

k

). Òîãäà

P [k℄ = P [k � 1℄ + �

k

_

P (�

k�1

) + o(�); k = 1; : : : ; N; (8.25)

ãäå � = maxf�

i

j i = 1; : : : ; Ng. Òàê êàê P

�1

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dP

�1

=dt = �P

�1

_

PP

�1

(8.26)

(ïîëó÷àþùåìóñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì òîæäåñòâà PP

�1

= I), òî

P [k℄

�1

= P [k � 1℄

�1

� �

k

P [k � 1℄

�1

_

P (�

k�1

)P [k � 1℄

�1

+ o(�): (8.27)

Êîíêðåòèçèðóÿ �îðìóëû (8.24), èìååì

p

+

[k℄ = (I + �

k

A(�

k�1

))p

+

[k � 1℄ + �

k

r[k℄; (8.28)

�[k℄ = Abs (P [k℄

�1

(I + �

k

A(�

k�1

))P [k � 1℄)�[k � 1℄

+�

k

Abs (P [k℄

�1

R[k℄)�[k℄:

(8.29)

Âû÷òåì p

+

[k�1℄ è �[k�1℄ èç îáåèõ ÷àñòåé (8.28) è (8.29) ñîîòâåòñòâåííî,

âûäåëèì ÷ëåíû äî 1-ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî � âêëþ÷èòåëüíî,

ïîäåëèì íà �

k

è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè � ! 0. Ïðè ýòîì âîñïîëüçóåìñÿ

íåïðåðûâíîñòüþ A, ðàâåíñòâîì (8.27), îöåíêàìè òèïà j ja+"j�jaj j � 3j"j,

jmaxfa

1

+ "

1

; a

2

+ "

2

g �maxfa

1

; a

2

gj � maxfj"

1

j; j"

2

jg è ðàâåíñòâîì

Abs (I +D)� I = AbD; 8D = fd

j

i

g : jd

i

i

j � 1; i = 1; : : : ; n;
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ãäå ñèìâîëîì AbB îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ çàìåíû âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðè-

öû B, çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëüíûõ, ñîîòâåòñòâóþùèìè àáñîëþòíûìè

âåëè÷èíàìè. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ÎÄÓ

_p

+

= A(t) p

+

+ r(t); t 2 T ; p

+

(0) = p

0

; (8.30)

_� = Ab (P (t)

�1

(A(t)P (t)�

_

P (t)))� + Abs (P (t)

�1

R(t))�(t);

�(0) = Abs (P (0)

�1

P

0

)�

0

:

(8.31)

Òåîðåìà 8.1 Ïóñòü X (t) � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(8.1), (8.2), (8.6). È ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåí-

öèðóåìàÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ P (t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (8.22). Åñëè ïà-

ðàìåòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

(t) = P(p

+

(t); P

+

(t); �

+

(t)) ïðè t 2 T

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

P

+

(t) = P (t) diag fkp

i

(t)kg

�1

; �

+

(t) = diag fkp

i

(t)kg �(t); (8.32)

è ÎÄÓ (8.30), (8.31), òî P

+

(t) îáëàäàþò ñâîéñòâàìè (8.9) è (8.11) è

ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè îöåíêàìè äëÿ X (t).

Ïðè P (t) � I, p

0

= 0, P

0

= I, r(t) � 0, R(t) � I òåîðåìà 8.1 äàåò

îöåíêó, ïðèâåäåííóþ â [230℄.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â êíèãå [155, ï.8.3℄

äëÿ ñëó÷àÿ ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ (íî áåç çàìåíû ïåðåìåííûõ

[155, ñ.129℄). Äëÿ ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ (8.11) èñïîëüçóåòñÿ âêëþ÷åíèå

X (�

k

; �

j

;P [j℄) � P [k℄+ o(1)B(0; 1), �

k

; �

j

2 T

N

, ãäå P [k℄ ñòðîÿòñÿ ïî �îð-

ìóëàì (8.24), o(1)! 0 ïðè � ! 0, âåëè÷èíà o(1) ðàâíîìåðíî ìàëà íà T

è íå çàâèñèò îò T

N

. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ èíòåãðàëüíîé âîðîíêè [118,220℄,

÷òî h

+

(X (�

i+1

; �

i

;P [i℄);P [i+ 1℄) � o(�), ãäå h

+

(X ;Y) = minf
�0jX �

Y+
B(0; 1)g� õàóñäîð�îâî ïîëóðàññòîÿíèå, è ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ,

àíàëîãè÷íûå ïðîäåëûâàåìûì ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè îäíîøàãîâûõ ìå-

òîäîâ ðåøåíèÿ ÎÄÓ [10, ãë. VIII, x4℄. 2

108



�àññìîòðèì îöåíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ, êîãäà

_

P = A(t)P; P (0) = P

+

0

: (8.33)

Óðàâíåíèå (8.26) ïðè ýòîì ïðåâðàùàåòñÿ â dP

�1

=dt = �P

�1

A.

Òåîðåìà 8.2 Ïóñòü X (t) � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(8.1), (8.2), (8.6). Ïóñòü P

+

0

2 M

n�n

0

� ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Åñëè

ïàðàìåòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

(t) = P(p

+

(t); P

+

(t); �

+

(t)) ïðè t 2 T

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (8.30), (8.32), (8.33) è

_� = Abs (P (t)

�1

R(t)) �(t); �(0) = Abs ((P

+

0

)

�1

P

0

) �

0

; (8.34)

òî P

+

(t) ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè êàñàþùèìèñÿ îöåíêàìè äëÿ X (t)

5

. Êðî-

ìå òîãî, ïðè êàæäîì t � 0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

X (t) =

\

fP

+

(t) j P

+

0

2 V

0

g; (8.35)

ãäå V

0

� ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâè-

ÿì, ñ�îðìóëèðîâàííûì íà ñ. 97.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü çàìåíîé ïåðåìåííûõ (8.18),

ïðèõîäèì ê ñèñòåìå (8.20). Ïóñòü

~

P

+

(t) � ýòî òðóáêà ñ ïàðàìåòðàìè

_

~p

+

= ~r(t);

_

~

P

+

= 0;

_

~�

+

= Abs (

~

P

+

(t)

�1

~

R(t))~�(t);

~

P

+

(0) = P

+

P

+

0

(X

0

):

(8.36)

Ïîñêîëüêó

~

P

+

(t)�

~

P

+

(0), òî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì

�îðìóëû äëÿ îïîðíîé �óíêöèè ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîîòíîøåíèé (8.36)

è äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïîðíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà äî-

ñòèæèìîñòè

~

X (t) ñèñòåìû (8.20) (ñì., íàïðèìåð, [119, ñ. ℄, [155, ñ.28℄)

íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî �(�~p

+?i

(t)j

~

X (t; �;

~

P

+

(�))) = �(�~p

+?i

(t)j

~

P

+

(t)),

i = 1; : : : ; n. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îáåñïå÷èâàþò ýâîëþöèîííîå ñâîéñòâî

(8.11) äëÿ

~

P

+

(�) (êîòîðîå ñëåäóåò òàêæå èç òåîðåìû 8.1). Àíàëîãè÷íî

5

Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 3.4, ìîæíî òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè intX

0

6=;, òî òðóáêà P

+

(�) ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî-îïòèìàëüíîé â ñìûñëå îáúåìà îöåíêîé äëÿ X (�) [188℄.
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çàêëþ÷àåì, ÷òî

~

P

+

(t) ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè êàñàþùèìèñÿ îöåíêàìè äëÿ

~

X (t). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî l 2 IR

n

, klk = 1, ñóùåñòâóåò òðóá-

êà

~

P

+

(�), 0 � � � t, òàêàÿ ÷òî ~p

+?n

(t) = l è �(lj

~

X (t)) = �(lj

~

P

+

(t)).

Ýòîò �àêò îáåñïå÷èâàåò ïðåäñòàâëåíèå

~

X (t) â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ îöåíîê.

Ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

(t) = �(t; 0)

~

P

+

(t) îáåñïå÷èâàþò òàêèå æå ñâîéñòâà

îöåíîê â ñèñòåìå (8.1). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû P

+

(t) óäîâëå-

òâîðÿþò (8.30), (8.32), (8.33), (8.34). 2

Çàìå÷àíèå 8.1 Çàäà÷à (8.16) â ðàññìàòðèâàåìîì ñåìåéñòâå îöåíîê

ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â IR

n

2

.

Çàìå÷àíèå 8.2 Åñëè ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

(t) ðàññìàòðèâàòü êàê ïà-

ðàëëåëîòîïû P [p

+

(t);

�

P

+

(t)℄, òî ïðè óñëîâèè intX

0

6= ; è (8.33) íåñëîæíî

âûïèñàòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ

�

P

+

(t). Òàê êàê

�

P

+

= P

+

�

diag �

+

= P diag �, òî ïðÿìûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

_

�

P

+

= A(t)

�

P

+

+

�

P

+

�diag (Abs ((

�

P

+

)

�1

R(t)) �(t));

�

P

+

(0) = P

+

0

�diag (Abs ((P

+

0

)

�1

P

0

) �

0

):

Çàìå÷àíèå 8.3 Ïóñòü ìíîæåñòâà X

0

;R(t) 2 
onv IR

n

è �(ljR(t))

íåïðåðûâíà ïî t. Òîãäà (ñ ó÷åòîì ëåììû 2.7 äëÿ X

0

è R(t)) òåîðåìà 8.2

âåðíà, åñëè â äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äëÿ ïàðàìåòðîâ P

+

(t) çà-

ìåíèòü X

0

è R(t) íà P

+

P (0)

(X

0

) è P

+

P (t)

(R(t)).

�àññìîòðèì òåïåðü âíóòðåííèå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìî-

ñòè. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì âíóòðåííèå îöåíêè, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì â

òåîðåìå 7.5 äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì. Ïîëîæèì

_p

�

= A(t) p

�

+ r(t); t 2 T; p

�

(0) = p

0

: (8.37)

Òåîðåìà 8.3 Ïóñòü X (t) � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(8.1), (8.2), (8.6), ìàòðèöà H(0) 2M

n�n

�

, à ïàðàìåòðû ïàðàëëåëåïèïå-

äîâ P

�

(t) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (8.37) è
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_

H = A(t)H; B(t) = fb

i

(t)g = OrtH(t);

_u

i

= A(t)u

i

+ f

i

(R(t); �(t); B(t)); u

i

(0) = f

i

(P

0

; �

0

; B(0));

p

�;i

(t) = Nrvu

i

(t); �

�

i

(t) = ku

i

(t)k; åñëè u

i

(t) 6= 0;

p

�;i

(t) = b

i

(t); �

�

i

(t) = 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; i=1; : : : ; n;

(8.38)

ãäå �óíêöèè f

i

(R; �;B) � òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 7.5. Òîãäà P

�

(t)

ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè äëÿ X (t), óäîâëåòâîðÿþ-

ùèìè ñîîòíîøåíèÿì (8.10), (8.12), è �(�b

n

(t)jP

�

(t)) = �(�b

n

(t)jX (t)).

Êðîìå òîãî, åñëè intX (t) 6= ;, òî X (t) =

S

fP

�

(t) j H(0) 2M

n�n

�

g,

8t 2 T (÷åðòà îçíà÷àåò çàìûêàíèå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì t = � (äëÿ t < � äîêàçàòåëüñòâî àíà-

ëîãè÷íî). Çàìåòèì, ÷òî F

i

(�)

4

= f

i

(R(�); �(�); B(�)) =

P

n

j=1

r

j

(�)�

j

(�)�

sign d

ji

(�)

Q

n

�=i+1

�

j�

(�). Çäåñü d

ji

(�) = (r

j

(�); b

i

(�)); �

j�

(�) � ýòî õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ

6

ìíîæåñòâà íóëåé �óíêöèè d

j�

(�). Ââèäó

íåïðåðûâíîñòè R(�), �(�) �óíêöèè F

i

(�) èçìåðèìû. Ïî �îðìóëå Êîøè

u

i

(�) = �(�; 0)u

i

(0) +

R

�

0

�(�; �)F

i

(�)d � è ëåììå À1.9 (â êîòîðîé A çàìå-

íåíî íà �(�; 0), �(�; �)) ïîëó÷àåì, ÷òî (u

i

(�); b

�

(�)) = 0, � = i+1; : : : ; n.

Âû÷èñëÿÿ (u

i

(�); b

i

(�)) è èñïîëüçóÿ ëåììû À1.10, À1.11, âèäèì, ÷òî

(u

i

(�); b

i

(�))=0() u

i

(�)=0 (i=1; : : : ; n). Ïî ëåììå À1.2 P

�

(�) 2M

n�n

�

.

Åñëè x(�) 2 P

�

(�), òî x(�) = p

�

(�)+

P

n

i=1

u

i

(�)�

i

äëÿ � = � è íåêîòîðîãî

�, óäîâëåòâîðÿþùåãî Abs � � e. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî äëÿ òðàåêòîðèè x(�) ñ ïîñòîÿííûì � èìååì _x(�)�A(�)x(�) 2 R(�),

� 2 [0; t℄, ò.å. x(�) 2 X (�) è P

�

(�) � X (�). Àíàëîãè÷íî, P

�

(0) � X

0

.

Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ �(�b

n

(�)jP

�

(�)) è (8.12) ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìûì âû÷èñ-

ëåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåìì À1.10, À1.11; (8.10) � î÷åâèäíî.

Ïóñòü intX (�) 6= ; è x(�) 2 X (�). Ââåäåì ñåòêó �

k

= k h

N

, k =

0; : : : ; N , ãäå h

N

= �=N , è ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.1) ñ A[k℄ = I+h

N

A(�

k

).

Ïóñòü X [N ℄ � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1.1), (1.2) ñ R[k℄ =

6

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ �(x), äëÿ êîòîðîé �(x) = 1

ïðè x 2 X , �(x) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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h

N

R(�

k

). Ïîñêîëüêó h(X (�);X [N ℄) ! 0 ïðè N ! 1, òî íàéäåòñÿ òî÷-

êà x[N ℄ 2 X [N ℄ òàêàÿ, ÷òî jx(�) � x[N ℄j � O(h

N

), O(h

N

) ! 0 ïðè

N ! 1. Ïî òåîðåìå 7.5 x[N ℄ 2 P

�

[N ℄, ãäå ïàðàìåòðû ïàðàëëåëåïè-

ïåäà P

�

[N ℄ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â ýòîé òåîðå-

ìå ! = 0 è ïðè íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ìàòðèöå H[0℄ 2 M

n�n

�

. Òàêèì

îáðàçîì, x[N ℄ = p

�

[N ℄ +

P

n

i=1

u

i

[N ℄�

i

, Abs � � e. Ïóñòü P

�

(�) îïðå-

äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (8.37), (8.38) ñ H(0) = H[0℄. �àññìîòðèì òî÷êó

~x = p

�

(�) +

P

n

i=1

u

i

(�)�

i

ñ òåìè æå �

i

, ÷òî è âûøå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

äîêàçàòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

j~x� x[N ℄j � O(h

N

). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ �îðìóëû Êîøè äëÿ

ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì è ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ñðàâíèâàÿ

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ �óíêöèé äèñêðåòíîãî âðåìåíè ñ ñîîò-

âåòñòâóþùèìè �óíêöèÿìè íåïðåðûâíîãî âðåìåíè (íàïîìíèì, ÷òî f

N

(t),

t 2 T , åñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå âîñïîëíåíèå �óíêöèè f [k℄, k=1; : : : ; N ,

åñëè f

N

(t) = f [k℄, �

k�1

<t��

k

, k=1; : : : ; N). À èìåííî, òðåáóåìîå ñîîò-

íîøåíèå âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ �àêòîâ: âîñïîëíåíèÿ �

N

(�; t), r

N

(t),

R

N

(t), �

N

(t) �óíêöèé �[N; k℄, r(�

k

), R(�

k

), �(�

k

) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî

ê �(�; t), r(t), R(t), �(t) ñîîòâåòñòâåííî; âîñïîëíåíèÿ d

ji

N

(t) �óíêöèé

d

ji

[k℄

4

= (r

j

(�

k

); b

i

[k℄) ñõîäÿòñÿ ê d

ji

(t) ðàâíîìåðíî è, òåì áîëåå, ïî ìåðå;

k�

ji

N

� �

ji

k

L

1

(T )

� O(h

N

), ãäå �

ji

N

(t) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ

ìíîæåñòâà íóëåé äëÿ d

ji

N

(t); âñå óïîìÿíóòûå �óíêöèè îãðàíè÷åíû. 2

Ê ñîæàëåíèþ, âíóòðåííîñòü ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

�

(�) èç òåîðåìû 8.3

ìîæåò áûòü ïóñòîé, äàæå åñëè intX (�) 6= ;. Íî åñëè intX

0

6= ;, òî

èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òðóáîê P

�

(�) ñ intP

�

(t) 6= ;, t 2 T , êîòîðûå ñî-

îòâåòñòâóþò ìàòðèöå H(0), ëèáî ñîâïàäàþùåé ñ P

0

, ëèáî ïîëó÷åííîé èç

P

0

ïóòåì ïåðåñòàíîâêè åå ñòîëáöîâ. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòî-

ðûå òðóáêè ñ intP

�

(t) 6= ; ïî �îðìóëàì (8.37), (8.38), ãäå X

0

çàìåíåíî íà

ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

~

P

0

� X

0

(äëÿ òàêèõ òðóáîê óòâåðæäåíèå

òåîðåìû 8.3, êàñàþùååñÿ �(�b

n

(t)jP

�

(t)), íåâåðíî).

�àññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî òðóáîê P

�

(�), îáðàçîâàííûõ ïàðàëëåëî-
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òîïàìè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ÎÄÓ

_

p

�

= A(t) p

�

+ r(t); p

�

(0) = p

0

;

_

�

P

�

= A(t)

�

P

�

+

�

R(t) �(t);

�

P

�

(0) =

�

P

0

�:

(8.39)

Çäåñü � è �(t) � ñîîòâåòñòâåííî n�n-ìàòðèöà è èçìåðèìàÿ n�n-

ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ � ýòî ïàðàìåòðû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâî

òðóáîê, ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ è ñòåñíåíû îãðàíè÷åíèÿìè

� 2 G; �(�) 2 G = f�(�)j �(t) 2 G ïðè ï.â. t 2 Tg;

G = f� = f


j

i

gj k�k � 1g = G

n�n

; k�k = max

1�i�n

n

X

j=1

j


j

i

j:

(8.40)

Òåîðåìà 8.4 Ïóñòü X (t) � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(8.1), (8.2), (8.6). Ïàðàëëåëîòîïû P

�

(t) = P [p

�

(t);

�

P

�

(t)℄, ïàðàìåòðû

êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (8.39), (8.40), îáëàäàþò ñâîé-

ñòâàìè (8.10), (8.12) è ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè îöåíêàìè äëÿ X (t).

Áîëåå òîãî, ïðè êàæäîì t � 0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

X (t) =

[

fP

�

(t) j � = I; �(�) 2 Gg: (8.41)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì (8.12). Çà�èêñèðóåì t 2 T . Åñëè x

�

2

P

�

(t), òî íàéäóòñÿ òàêèå f�

i

g

n

i=1

, j�

i

j � 1, ÷òî x

�

= p

�

(t) +

P

n

i=1

�p

i

(t)�

i

.

Îáîçíà÷èâ ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç x

�

(t), ðàññìîòðèì åå êàê �óíêöèþ t (çà-

�èêñèðîâàâ �). Òîãäà, î÷åâèäíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì # � t èìååì x

�

(#) 2

P

�

(#) è íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âû-

ïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé (8.39), (8.40)

_

x

�

(�) � A(�)x

�

(�) 2 P [r(�);

�

R(�)℄,

� 2 [#; t℄. Òàêèì îáðàçîì, x

�

= x

�

(t) 2 X (t; #;P

�

(#)), è, çíà÷èò,

P

�

(t) � X (t; #;P

�

(#)). Àíàëîãè÷íî, P

�

(0) � X

0

.

Â ñèëó �îðìóëû Êîøè ñîîòíîøåíèå x 2 X (t) äëÿ ñèñòåìû (8.1), (8.2),

(8.6) îçíà÷àåò, ÷òî x = x(t), ãäå

x(t) = �(t; 0)(p

0

+

�

P

0

�) +

t

Z

0

�(t; �)(r(�) +

�

R(�) �(�))d � (8.42)

ïðè íåêîòîðûõ �, �(�), ñòåñíåííûõ óñëîâèÿìè

j�

i

j � 1; j�

i

(�)j � 1; i = 1; : : : ; n: (8.43)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (8.41) ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ � è �(�), ñòåñíåííûõ

(8.43), íàéäóòñÿ �(�) èç (8.40) è � 2 IR

n

ñ óñëîâèåì Abs� � e òàêèå, ÷òî

x(t) = �(t; 0)p

0

+

t

Z

0

�(t; �)r(�)d � +

0

B

�

�(t; 0)

�

P

0

+

t

Z

0

�(t; �)

�

R(�)�(�)d �

1

C

A

�:

�àññóæäàåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.8. Åñëè x(t) 2 �X (t), òî

ó � õîòÿ áû îäíà (ïóñòü i

�

-ÿ) êîìïîíåíòà ïî ìîäóëþ ðàâíà 1, è äîñòàòî÷íî

ïîëîæèòü � = �, à â êà÷åñòâå �(�) âçÿòü ìàòðèöó, ó êîòîðîé i

�

-é ñòîëáåö

ðàâåí sign �

i

�

��(�), à îñòàëüíûå � íóëåâûå. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê

ðàññìîòðåííîìó ñ ó÷åòîì âûïóêëîñòè îöåíîê. 2

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííîå ñåìåéñòâî P

�

(�) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñåìåéñòâî

ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ îöåíîê äëÿ X (�), îïèñàííîå â òåîðåìå 8.3.

Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 3.1, âûäåëèì â ñåìåéñòâå îöåíîê (8.41) òóãèå.

Ñëåäñòâèå 8.1 Ïóñòü çàäàí âåêòîð l

0

2 IR

n

è l(�) óäîâëåòâîðÿåò

ñèñòåìå ÎÄÓ

_

l = �A(t)

>

l, t 2 T , l(0) = l

0

. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû

8.4 èìååì �=I, à �(t)=f


j

(t)g � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ìàòðè÷íàÿ

�óíêöèÿ, ñòîëáöû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì 


j

(t)=�

j

(t)e

i

j

,

j=1; : : : ; n, ãäå fi

1

; : : : ; i

n

g � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë f1; : : : ;

ng

7

, �

j

(t) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (3.17), ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü J =

f1; : : : ; ng, 


(1)

=

�

P

>

0

l

0

, 


(2)

=

�

R(t)

>

l(t), òî P

�

(t) îêàçûâàåòñÿ òóãîé (â

íàïðàâëåíèè l(t)) âíóòðåííåé îöåíêîé äëÿ X (t) ïðè ëþáîì t 2 T .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 7.1 è èñ-

ïîëüçóåò òîò �àêò, ÷òî, åñëè âåêòîðíàÿ èëè ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ y(�)

óäîâëåòâîðÿåò ÎÄÓ _y = A(t)y + f , y(0) = y

0

, òî d(l

>

y)=dt = l

>

f , è â

ñèëó �îðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà l(t)

>

y(t) = l

>

0

y

0

+

R

t

0

l(�)

>

f(�)d� . 2

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â êà÷åñòâå âíåøíèõ îöåíîê ìû áðàëè ïàðàëëåëå-

ïèïåäû, à â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ � ïàðàëëåëîòîïû, êîòîðûå ìîãóò è íå

áûòü ïàðàëëåëåïèïåäàìè. Îäíàêî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 8.1 Åñëè intX

0

6= ; è óäîâëåòâîðÿþùèå (8.40) � è �(�) òàêîâû,

7

Êîòîðàÿ òîæå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè.
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÷òî

det

�

P

�

(0) > 0; (8.44)

tr ((�(t; 0)

�1

�

P

�

(t))

_

�(t; 0)

�1

�

R(t) �(t)) � 0 ïðè ï.â. t 2 T; (8.45)

òî P

�

(t) îêàçûâàþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè.

Ñèìâîëîì B

_

â (8.45) îáîçíà÷åíà ìàòðèöà, ïðèñîåäèíåííàÿ ê B

[101, ñ.39℄. Çàìåòèì, ÷òî íàì âàæíî òîëüêî óñëîâèå intP

�

(0) 6= ;, ò.å.

det

�

P

�

(0) 6= 0, ïîñêîëüêó ïîëîæèòåëüíîñòè â (8.44) ìîæíî äîáèòüñÿ, íà-

ïðèìåð, óìíîæåíèåì êàêîãî-ëèáî ñòîëáöà ìàòðèöû � ëèáî

�

P

0

íà �1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ (8.18) ïðèõîäèì

ê ñèñòåìå ñ íóëåâîé ìàòðèöåé A(t) � 0:

_

~x = ~w(t); ~x(0) 2 X

0

; ~w(t) 2 P [~r(t);

~

R(t)℄;

ãäå ~r = �(t; 0)

�1

r,

~

R = �(t; 0)

�1

�

R. Ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ îöåíîê

~

P

�

(�)

äëÿ ÌÄ

~

X (�) ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

_

~p

�

= ~r(t); ~p

�

(0) = p

0

;

_

~

P

�

=

~

R(t) �(t);

~

P

�

(0) =

�

P

0

� (8.46)

è (8.40) è ñâÿçàíî ñ èñõîäíûì ñåìåéñòâîì P

�

(�) �îðìóëàìè p

�

= �(t; 0)�

~p

�

,

�

P

�

= �(t; 0)

~

P

�

. Äëÿ ìàòðèöû

~

P

�

, óäîâëåòâîðÿþùåé (8.46), èìåþò

ìåñòî [101, ñ.183℄ ðàâåíñòâà

d

dt

det

~

P

�

= tr ((

~

P

�

)

_

~

R�);

d

dt

det

~

P

�

= det

~

P

�

� tr ((

~

P

�

)

�1

~

R�); åñëè det

~

P

�

(t) 6= 0:

(8.47)

Ñîîòíîøåíèÿ (8.44), (8.45) îáåñïå÷èâàþò íåóáûâàíèå �óíêöèè det

~

P

�

(t)

è åå ïîëîæèòåëüíîñòü. Òàê êàê det�(t; 0)>0, òî è det

�

P

�

(t)>0, 8t2T . 2

Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, óñëîâèå (8.45) ìîæíî çàìåíèòü ñëåäó-

þùèì

tr (

�

P

�

(t)

�1

�

R(t) �(t)) � 0 ïðè ï.â. t 2 T: (8.48)

Çàìå÷àíèå 8.4 Óñëîâèå (8.45) (òàê æå, êàê è (8.48)) íå î÷åíü êîí-

ñòðóêòèâíî (çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ �(t) � 0). Îäíàêî
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íà åãî îñíîâå ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íåâûðî-

æäåííûõ âíóòðåííèõ îöåíîê.

Ïóñòü ïàðàìåòð � 2 G çà�èêñèðîâàí, ïðè÷åì âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî (8.44). Ââåäåì ìíîæåñòâî T

N

òî÷åê �

k

= k h, k = 0; : : : ; N ,

h = �=N . �àññìîòðèì êëàññ G

N

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé �(�):

G

N

= f�(�)j �(t) � �(�

k

) 2 G; t 2 [�

k

; �

k+1

); k = 0; : : : ; N�1g è N

çàäà÷ îïòèìèçàöèè

d

dt

volP

�

(t)

�

�

�

�

�

t=�

! max

�(�)2G

; 8� 2 T

N

: (8.49)

Ïîñêîëüêó

d

dt

det

�

P

�

=

d

dt

det�(t; 0) � det

~

P

�

+det�(t; 0) �

d

dt

det

~

P

�

; det �(t; 0) > 0;

(8.50)

ïîëó÷àåì, ïðè óñëîâèè det

~

P

�

(t) > 0, 8t 2 [0; � ℄, ÷òî çàäà÷à (8.49) ïðè

�èêñèðîâàííîì � 2 T

N

ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè ïî � ïðàâûõ ÷àñòåé

ñîîòíîøåíèé (8.47), èëè, èíà÷å, çàäà÷å

tr (�(�) �)! max

�2G

; �(�) = f�

j

i

(�)g =

�

P

�

(�)

�1

�

R(�): (8.51)

�åøåíèå �

�

(�) = f


�j

i

(�)g ýòîé çàäà÷è (íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííîå),

êàê ìû óæå âèäåëè â � 3, ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî �îðìóëàì (3.29).

Òðóáêó P

�

(�) áóäåì ñòðîèòü ïîøàãîâî. Ïóñòü äëÿ � 2 T

N

ìàòðèöà

P

�

(t) óæå îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå �

0

� t � � . Ïðîäîëæèì åå íà

(�; � + h℄. Åñëè ïðè �(t) � �

�

(�), t 2 [�; � + h), äëÿ ìàòðèöû P

�

(t),

íàéäåííîé â ñèëó (8.39), îêàçûâàåòñÿ

det

�

P

�

(t) > 0; 8t 2 (�; � + h℄; (8.52)

òî óäîâëåòâîðÿåìñÿ âçÿòûìè �(t) è ïîñòðîåííûìè íà ýòîì ïðîìåæóòêå

P

�

(t). Èíà÷å ïîëàãàåì �(t) � 0, t 2 [�; � + h) è íàõîäèì â ñèëó (8.39)

ñîîòâåòñòâóþùèå P

�

(t). Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì òðóáêà P

�

(�) îáðà-

çîâàíà íåâûðîæäåííûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè.
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè intX

0

6= ; è

�

R(t) 6� 0, òî, âûáèðàÿ N äîñòàòî÷íî

áîëüøèì, ýòèì ñïîñîáîì ìîæíî ïîñòðîèòü �(t), îòëè÷íûå îò òîæäåñòâåí-

íîãî íóëÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñòðîèòü íåâûðîæäåííûå âíóòðåííèå îöåí-

êè P

�

(�), åñëè íà êàæäîì øàãå âìåñòî �

�

(�), ðåøàþùåãî çàäà÷ó (8.51),

áðàòü �

�

(�) ïðîñòî èç óñëîâèÿ tr (�(�) �

�

(�)) > 0.

Äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ âûïîëíåíèÿ (8.52) ÿâëÿþòñÿ, â ñèëó

(8.47), íåðàâåíñòâà tr (�(t)�

�

(�)) � 0, 8t 2 [�; � + h).

Åñëè íà ïðîìåæóòêå [�; � + h℄ íàéòè îöåíêó j�(t) � �(�)j � �, ãäå

�(t) =

d

dt

det

~

P

�

(t) � �óíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóë (8.47),

òî åùå îäíî, áîëåå ãðóáîå, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ âûïîëíåíèÿ (8.52)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

det

~

P

�

(�) � tr (�(�)�

�

(�))�� � 0: (8.53)

Ïðè n � 2 â êà÷åñòâå ãðóáîé îöåíêè� ìîãóò ñëóæèòü, íàïðèìåð, âåëè÷è-

íû (ïðè çàïèñè êîòîðûõ ìû, âî èçáåæàíèå ãðîìîçäêîñòè, èñïîëüçîâàëè

íîâûå ïåðåìåííûå)

�

1

= n!n k

~

P

�

k

n�1

�

~

R

(h) + n!n (n�1) (C

~

R

)

2

(k

~

P

�

k+ C

~

R

h)

n�2

h;

�

2

= det

~

P

�

a(h) exp(a(h)C

~

R

h) (�

~

R

(h) + 2a(h)(C

~

R

)

2

h);

åñëè h < (C

~

R

k(

~

P

�

)

�1

k)

�1

; ãäå a(h) = k(

~

P

�

)

�1

k(1� k(

~

P

�

)

�1

kC

~

R

h)

�1

:

Çäåñü �èãóðèðóåò òà æå ìàòðè÷íàÿ íîðìà, ÷òî è â (8.40), àðãóìåíò �

ó âñåõ âåëè÷èí äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè îïóùåí, è èñïîëüçîâàíû ñëåäóþ-

ùèå îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ìàòðè÷íîé

�óíêöèè F (t): �

F

(�; h) = max

��t��+h

kF (t)� F (�)k, C

F

= max

t2T

kF (t)k. Îöåí-

êó �

1

íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ââîäÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ïåðâîé èç �îðìóë (8.47)

ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû, ïîëüçóÿñü �îðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ

~

P

�

è

âûðàæåíèåì

_

~

P

�

èç (8.46), à òàêæå ãðóáûìè íåðàâåíñòâàìè òèïà

jtrA� trBj � n kA�Bk;

j detA� detBj � n!n kA�Bk maxfkAk; kBkg

n�1

;

kA

_

� B

_

k � n! (n�1) kA� Bk maxfkAk; kBkg

n�2

;

kA

_

k � n! kAk

n�1

:

(8.54)
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Îöåíêó �

2

ìîæíî ïîëó÷èòü, ââîäÿ ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû â ïðàâóþ

÷àñòü âòîðîé èç �îðìóë (8.47), ó÷èòûâàÿ âûòåêàþùåå (8.47) ðàâåí-

ñòâî det

~

P

�

(t) = det

~

P

�

(�) exp(

R

t

�

tr ((

~

P

�

)

�1

~

R�)d�), èñïîëüçóÿ îöåíêó

k

~

P

�

(t)

�1

k � a(h), ïîëó÷àåìóþ èç ñîîòíîøåíèÿ

d

dt

X

�1

= �X

�1

d

dt

XX

�1

äëÿ X =

~

P

�

ñ ïîìîùüþ ëåììû Áèõàðè [40, ñ.112℄ è èñïîëüçóÿ íåðàâåí-

ñòâà òèïà jtr (ABC)j � kAkkBkkCk.

Çàìå÷àíèå 8.5 Åñëè det

�

P

0

� 0, òî çàäà÷à (8.17) â ñåìåéñòâå (8.41)

ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëü-

íûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà det

�

P

�

(�), ãäå ðîëü óïðàâëåíèé èãðàåò �(t),

ñòåñíåííàÿ îãðàíè÷åíèÿìè (8.40). Ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå â êëàññå

èçìåðèìûõ �óíêöèé �(�), è íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè äëÿ íåå

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Åñëè �(�) � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, à

�

P

�

(�) � ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (8.39), òî

tr (	(t)

>

�

R(t)�(t)) = max

�2G

tr (	(t)

>

�

R(t)�) ïðè ï.â. t 2 T; (8.55)

ãäå ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ 	(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

_

	 = �A(t)

>

	; t 2 T ; 	(�) = (

�

P

�

(�)

>

)

_

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò

èç êîìïàêòíîñòè X (�), âûòåêàþùåé èç ëèíåéíîñòè ñèñòåìû è êîìïàêòíî-

ñòè ìíîæåñòâà G [102, ñ.178℄. Ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóþò

èç [163℄ (â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ïðèíèìàåò óêàçàííóþ

�îðìó ââèäó �îðìóëû

�

�X

detX = detX � (X

�1

)

>

). 2

Çàìåòèì, ÷òî ïðè A(t) � 0 è det

�

P

0

> 0 ñîîòíîøåíèå (8.55) ïåðåõîäèò

â tr (

�

P

�

(�)

�1

�

R(t)�(t)) = max

�2G

tr (

�

P

�

(�)

�1

�

R(t)�), ÷òî íàïîìèíàåò óñëîâèå

(8.51), íî îòëè÷àåòñÿ îò íåãî àðãóìåíòîì ó ìàòðèöû

�

P

�

.

Çàìå÷àíèå 8.6 Êàæäàÿ èç ââåäåííûõ òðóáîê P

+

(�), P

�

(�) îïèñû-

âàåòñÿ ñâîåé ñèñòåìîé ÎÄÓ, íå çàâèñÿùåé îò äðóãèõ. Ïîýòîìó êîíå÷íîå

÷èñëî òàêèõ îöåíîê ìîæíî íàéòè ïóòåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.
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9 ×èñëåííûå àëãîðèòìû è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçà-

öèÿ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 7.1, ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì

äëÿ âû÷èñëåíèÿ X [N ℄. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (7.2), (7.3) íàõîäèì Y

N

. Èç

ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí �

i

[k℄ (i 2 f1; : : : ; ng, k 2 f0;

: : : ; Ng) âûáèðàåì êàêèå-òî n�!�1 (ëèáî n�!) ýëåìåíòîâ è ïî �îðìó-

ëàì (7.2) íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå n�!�1 (n�!) âåêòîðîâ èç Z

0

N

. Åñëè

îíè îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òî äîïîëíèâ èõ (ïðè Y

N

6= ;)

âåêòîðàìè èç Y

N

, ñòðîèì ìàòðèöó P

+

[0℄ àíàëîãè÷íî ñëó÷àÿì 1 èëè 2

(ëèáî 3) òåîðåìû 7.1, è äàëåå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì �îðìóëàì âû÷èñëÿ-

åì P

+

[N ℄. Àíàëîãè÷íî, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ìîæíî íàéòè äðóãèå

âíåøíèå äëÿ X [N ℄ ïàðàëëåëåïèïåäû. Åñëè ìîùíîñòü ÝÂÌ ïîçâîëÿåò ïå-

ðåáðàòü âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè, òî â ðåçóëüòàòå X [N ℄ îïðåäåëÿåòñÿ

â âèäå (1.19) òî÷íî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îãðàíè÷èâàåìñÿ íàõîæäåíèåì

âíåøíåé ìàæîðàíòû äëÿ X [N ℄ (íàïðèìåð, ïåðåáðàâ ìàòðèöû P

+

[0℄ èç

íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà V




N

). Àëãîðèòìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ

âíóòðåííèõ àïïðîêñèìàöèé íà îñíîâå òåîðåì 7.4, 7.5 àíàëîãè÷íû.

�àññìîòðèì àëãîðèòìû ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ý��åêòèâíîñòè, ñ÷èòàÿ âû-

ïîëíåííûìè (1.8) è ïðåäïîëîæåíèÿ 1.1 è 3.1 äëÿ Z

N

, êîãäà M(Z

N

) =

(N+1)n.

Îöåíèì ÷èñëî îïåðàöèéM

�

, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè äëÿ òî÷-

íîãî íàõîæäåíèÿ X [N ℄ â âèäå (1.19), ïîëüçóÿñü, êàê îïèñàíî âûøå, òåî-

ðåìîé 7.1 ïðè 
 = 1; 2. Äëÿ ïðîñòîòû ïîä îïåðàöèåé áóäåì ïîíèìàòü

ëþáóþ àðè�ìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ, à òàêæå �óíêöèþ

p

x. Äëÿ ïåðå-

õîäà îò P

+

[k�1℄ ê P

+

[k℄ òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà n

3

îïåðàöèé, äëÿ êàæäî-

ãî P

+

[N ℄ íàäî ñäåëàòü N òàêèõ øàãîâ, à âñåãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü

C

n�1

(N+1)n

òàêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

[N ℄. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ P

+

[0℄

ïî òðóäîåìêîñòè íå ñëîæíåå ðàññìîòðåííûõ. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ

X [N ℄ â êàæäîì èç ñëó÷àåâ 1�2 òåîðåìû 7.1 äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè M

�

�

Const�n

3

NC

n�1

(N+1)n

<Const�n

n+2

(N+1)

n

=(n�1)! îïåðàöèé (çäåñü èñïîëüçî-

119



âàíî îäíî èç ãðóáûõ íåðàâåíñòâ k

n�1

<C

n�1

(k+1)n

(n�1)!=n

n�1

<(k+1)

n�1

).

Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà M

�

äîñòàòî÷íî âåëèêà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè

áîëüøèõ n, åñëè ñ÷èòàòü ñ ó÷åòîì �îðìóëû Ñòèðëèíãà [150, Ò.2, ñ.371℄,

÷òî n! � n

n

e

�n

p

2�n, ýòà îöåíêà ñâîäèòñÿ ê � Constn

5=2

(N + 1)

n

e

n

. Íî

çäåñü íàäî èìåòü â âèäó òðè îáñòîÿòåëüñòâà.

Âî-ïåðâûõ, òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ òåì �àêòîì,

÷òî ñóùåñòâóþò ñèñòåìû (1.1), (1.2), (1.8), äëÿ êîòîðûõ X [N ℄ èìååò

C

n�1

(N+1)n

ðàçëè÷íûõ êðàéíèõ îïîð.

Âî-âòîðûõ, âû÷èñëåíèå êàæäîé òðóáêè íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ. Ïî-

ýòîìó íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ ìîæíî ïðîâîäèòü îäíîâðåìåííûé

ðàñ÷åò íåñêîëüêèõ òðóáîê.

À, â-òðåòüèõ, ïîêàæåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ N ïðåäëîæåííûå àëãîðèò-

ìû ìîãóò áûòü áîëåå ý��åêòèâíû ïî ÷èñëó îïåðàöèé, ÷åì èçâåñòíûé

àëãîðèòì [103℄, â êîòîðîì ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èùåòñÿ â âèäå ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ïðè÷åì ý��åêòèâíîñòü âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì

N äàæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà îäíîì ïðîöåññîðå.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî [103℄ ìíîæåñòâà X [k℄ çàäàþòñÿ â âèäå ñèñòåì

C

k

x� 


k

. Ìû îöåíèì (ñíèçó) òîëüêî ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ

ïåðåõîäà îò ìàòðèö C

k�1

ê C

k

ïî �îðìóëàì C

k

=V

1

k

C

k�1

A[k℄

�1

(ò.å. ïóòåì

ïåðåìíîæåíèÿ òðåõ ìàòðèö ðàçìåðà m

k

�m

k�1

, m

k�1

�n è n�n ñîîòâåò-

ñòâåííî, ãäå m

k

� ýòî ÷èñëî íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ X [k℄), îñòàâëÿÿ

â ñòîðîíå âîïðîñ î òðóäîåìêîñòè íàõîæäåíèÿ V

1

k

. Â óñëîâèÿõ ïðåäïî-

ëîæåíèÿ 3.1 m

k

îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé 2C

n�1

(k+1)n

. Ïîýòîìó òîëüêî äëÿ

ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö âîçðàñòàþùåé îò øàãà ê øàãó ðàçìåðíîñòè òðå-

áóåòñÿ M

��

> Const�n

P

N

k=1

C

n�1

(k+1)n

C

n�1

k n

>Const�n

P

N

k=1

(C

n�1

k n

)

2

>Const�

n

2n�1

(2n�1)

�1

((n�1)!)

�2

(N�1)

2n�1

îïåðàöèé. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

N àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà òåîðåìå 7.1, äàþò âûèãðûø ïî ÷èñëó îïå-

ðàöèé: M

��

=M

�

>Const�(n

n�4

=(n�1)!)�((N�1)=(N+1))

n

�(N�1)

n�1

!1

ïðè N !1. Ýòîò âûèãðûø îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæå-

íèÿõ ìíîæåñòâà â (1.2) èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä (1.8) (â [103℄ äîïóñêàþòñÿ
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ïðîèçâîëüíûå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè).

Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà òåîðåìå 7.4, òàêàÿ æå. �àñ-

ñìîòðèì åãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñõîäà ïàìÿòè. Åñëè áû ìû "â ëîá" âû-

÷èñëÿëè âñåâîçìîæíûå ñóììû âåðøèí ñóììèðóåìûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ

(à X [N ℄ åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì òî÷åê), òî

èí�îðìàöèÿ îáî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ èç IR

n

ïðåäñòàâëÿëà áû ñîáîé, âîîáùå

ãîâîðÿ, L

��

=n2

(N+1)n

÷èñåë. Ïîñêîëüêó äëÿ îïèñàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà

äîñòàòî÷íî 2n+n

2

(�àêòè÷åñêè äàæå n+n

2

) ÷èñåë, òî ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 7.4 X [N ℄ ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ L

�

= (2n + n

2

)C

n�1

(N+1)n

<

((2n+n

2

)=(n�1)!)2

(n�1) log

2

(Nn+n)

÷èñåë. Ýòà îöåíêà ñ ðîñòîì N ðàñòåò

çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì L

��

.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ãðóáûå âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà òðóáîê P

+

[�℄ è

P

�

[�℄ â ðàññìàòðèâàåìûõ ñåìåéñòâàõ (â ñêîáêàõ � ïðè áîëüøèõ n):

â òåîðåìå 7.1 (
 = 1; 2): C

n�1

(N+1)n

(<� n

�1=2

e

n

(N+1)

n�1

);

â òåîðåìå 7.1 (
 = 3): C

n

(N+1)n

(<� n

�1=2

e

n

(N+1)

n

);

â òåîðåìå 7.3: (C

n�1

2n

)

N

(<� 2

3nN

);

â òåîðåìå 7.4: C

n�1

(N+1)n

;

â òåîðåìå 7.5: A

n�1

(N+1)n

< (N+1)

n�1

n

n�1

, ãäå A

r

k

=

k!

(k�r)!

� ÷èñëî ðàçëè÷-

íûõ ðàçìåùåíèé èç k ýëåìåíòîâ ïî r.

�ÿä àëãîðèòìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèýäðàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ìíî-

æåñòâ äîñòèæèìîñòè ðåàëèçîâàí â âèäå ïàêåòà ïðîãðàìì BOXES â ñè-

ñòåìå MATLAB 5. Êðàòêèå ñâåäåíèÿ î íåì ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè B.

�ÿä àëãîðèòìîâ ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå C äëÿ ìíîãî-

ïðîöåññîðíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà ÌÂÑ-100 (êîòîðûé îïèñàí,

íàïðèìåð, â [137℄). Ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññîðíóþ �åð-

ìó è ìîæåò ðàáîòàòü ïðè ëþáîé �èçè÷åñêîé òîïîëîãèè ñåòè ïðîöåññî-

ðîâ. Çàäà÷à-ìàñòåð, âûïîëíÿþùàÿñÿ íà îäíîì èç ïðîöåññîðîâ, çàíèìàåò-

ñÿ ðàñïðåäåëåíèåì è ïîñûëêîé çàäàíèé äëÿ èäåíòè÷íûõ çàäà÷-ðàáî÷èõ,

ïðèåìîì ðåçóëüòàòîâ ñ÷åòà îò íèõ è çàïèñüþ ðåçóëüòàòîâ â �àéë. Çàäà÷è-

ðàáî÷èå, âûïîëíÿþùèåñÿ íà îñòàëüíûõ, "ðàáî÷èõ", ïðîöåññîðàõ, ðàññ÷è-
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òûâàþò îòäåëüíûå òðóáêè P

�

[�℄. Â çàäà÷å-ìàñòåðå îðãàíèçîâàí öèêë ïî

ðàáî÷èì ïðîöåññîðàì, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç èõ ñîñòîÿíèÿ, è

ïðè îñâîáîæäåíèè "ðàáî÷åãî" ïðîèçâîäèòñÿ ïîñûëêà åìó î÷åðåäíîãî çà-

äàíèÿ. Îíî íà÷èíàåòñÿ ñ �ëàãà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò, ÷òî ëèáî äàëåå

áóäóò ïåðåäàâàòüñÿ îáùèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû, ëèáî èí�îðìàöèÿ äëÿ

ðàñ÷åòà î÷åðåäíîé òðóáêè, ëèáî ÷òî âñå ïîñ÷èòàíî è ðàáî÷èé ïðîöåññîð

ñëåäóåò îñòàíîâèòü. Èí�îðìàöèÿ äëÿ ðàñ÷åòà òðóáêè P

�

[�℄ ñîäåðæèò, â

÷àñòíîñòè, �ëàã ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ è ëèáî ìàòðèöó îðèåíòàöèè äëÿ íà-

÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ëèáî èí�îðìàöèþ î ñïîñîáå åå ïîñòðîåíèÿ.

Â ïðîãðàììå ïðåäóñìîòðåí ãðà�è÷åñêèé âûâîä íà ýêðàí PC. �ðà�è-

÷åñêèå ïðîöåäóðû íàïèñàíû ñ ïîìîùüþ ìíîãîïðîöåññîðíîé ãðà�è÷åñêîé

áèáëèîòåêè, ðàçðàáîòàííîé Ä.Â.Ìàíàêîâûì â îòäåëå ñèñòåìíîãî îáåñïå-

÷åíèÿ ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ íà îñíîâå áèáëèîòåêè Mi
rosoft. Â íèæíåé ÷àñòè

ýêðàíà êàæäûé èç ðàáî÷èõ ïðîöåññîðîâ ðèñóåò ïðîåêöèè íàéäåííûõ èì

îöåíîê äëÿ X [N ℄ íà çàäàííûå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè (1�3 øò.), à â

âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà îäèí èç ðàáî÷èõ ïðîöåññîðîâ ïîêàçûâàåò â äèíà-

ìèêå ýâîëþöèþ (ïî k) ïðîåêöèé P

�

[k℄ äëÿ òåõ òðóáîê, ðàñ÷åòîì êîòî-

ðûõ îí çàíÿò (ïðèìåðû èçîáðàæåíèé äîñòàâëÿþò ðèñ. 9.2, 9.4, 12.1, 12.2).

Ïðîåêöèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ñòðîèòñÿ êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà â äâóìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ïðîåêöèé âåðøèí ïàðàëëåëåïèïåäà. Àëãîðèòìû

ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè îïèñàíû, íàïðèìåð, â [99, 128℄.

Ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ èññëåäîâàëàñü íà ìîäåëüíîì ïðè-

ìåðå, ãäå âíåøíèå îöåíêè ÌÄ ñòðîèëèñü äëÿ ñèñòåìû áåç ÔÎ (n=6,

N=200). Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ý��åêòèâíîñòè áûë âçÿò êîý��è-

öèåíò óñêîðåíèÿ k

a



(i) = T (1)=T (i), ãäå T (i) � âðåìÿ ñ÷åòà çàäà÷è íà

i ïðîöåññîðàõ. Íèæå â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà. Â ïåðâîé ñòðîêå óêàçàíî ÷èñëî çàäåéñòâîâàííûõ ïðîöåñ-

ñîðîâ, â ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ k

a



(i), ïîëó÷åííûå ïðè

ðàñ÷åòå íà ñåòè èç 16 ïðîöåññîðîâ, ñîåäèíåííûõ â äâîéíóþ ëèíåéêó: êî-

ãäà çàäà÷à-ìàñòåð âûïîëíÿåòñÿ íà íóëåâîì ïðîöåññîðå (2-ÿ ñòðîêà) è â
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ñåðåäèíå ëèíåéêè (3-ÿ ñòðîêà) (íóìåðàöèÿ ïðîöåññîðîâ ïîñëåäîâàòåëü-

íàÿ, íà÷èíàÿ ñ êîðíåâîãî):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 2 2.9 3.8 4.5 5.2 5.5 6 6.6 7 7.4 7.4 5.7 5.7 5.5

1 1 2 2.9 3.8 4.7 5.2 6 6.6 7.4 7.9 7.9 7.9 6.3 6.3 6.3

1 1 1.9 2.8 3.8 4.3 4.9 5.8 6.4 6.4 7.5 7.5 8 8.5 8.5 9.1

Ïðîèçâåäåííàÿ íà ÌÂÑ-100 çàìåíà �èçè÷åñêîé êîí�èãóðàöèè ñåòè íà

"êîíâåðò" (ñ íóìåðàöèåé ïðîöåññîðîâ òèïà "äåðåâî") ïðèâåëà ê óâåëè-

÷åíèþ k

a



(i) äî 9:1 íà 16 ïðîöåññîðíûõ ýëåìåíòàõ (ñì. 4-þ ñòðîêó). Âû-

÷èñëåíèÿ íà ñèñòåìå èç 32 ïðîöåññîðîâ, ñîåäèíåííûõ â äâà "êîíâåðòà",

ñóùåñòâåííîãî âûèãðûøà äëÿ äàííîãî ïðèìåðà íå äàëè: íàèáîëüøåå çíà-

÷åíèå k

a



(i) = 9:8 ïîëó÷åíî ïðè i = 18, à ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè i

çíà÷åíèÿ k

a



(i) êîëåáëþòñÿ îò 8 äî 8:5.

Ïðèâåäåííàÿ âî âòîðîé ñòðîêå çàâèñèìîñòü k

a



îò i êà÷åñòâåííî ñîãëà-

ñóåòñÿ ñ èçâåñòíîé òåîðåòè÷åñêîé îöåíêîé âðåìåíè ñ÷åòà çàäà÷ òèïà ïðî-

öåññîðíîé �åðìû íà ëèíåéêå ïðîöåññîðîâ [59℄: T (1) = K!, à ïðè i > 1

T (i) = K(!=(i�1)+
i=2), ãäåK � ÷èñëî âàðèàíòîâ, êîòîðûå íàäî ïîñ÷è-

òàòü, ! � âðåìÿ ñ÷åòà îäíîãî âàðèàíòà, 
 � âðåìÿ îáìåíà äàííûõ ìåæäó

äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðîöåññîðàìè, i�1 � ÷èñëî ïðîöåññîðîâ, ãäå ñ÷èòàþòñÿ

ðàáî÷èå çàäà÷è. Ïðè ýòîì k

a



(i) îêàçûâàåòñÿ óíèìîäàëüíîé �óíêöèåé ñ

ìàêñèìóìîì â òî÷êå i

�

= (2!=
)

1=2

+1, è k

a



(i

�

) = (i

�

�1)=(2+1=(i

�

�1)).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà àëãîðèòìîâ ! ïðîïîðöèîíàëüíî n

3

N , òàê

êàê äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà ïî k â òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà n

3

îïåðà-

öèé. Ïðè îöåíèâàíèè X [N ℄ â çàäà÷ó-ìàñòåð ïåðåñûëàþòñÿ P

+

[k℄ òîëüêî

äëÿ k = N è 
 ïðîïîðöèîíàëüíî n

2

. Ñëåäîâàòåëüíî, i

�

è k

a



(i

�

) ïðîïîð-

öèîíàëüíû (nN)

1=2

è ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè

ñèñòåìû è (èëè) ÷èñëà øàãîâ ïî âðåìåíè ýòè çíà÷åíèÿ áóäóò âîçðàñòàòü.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ äèñêðåòèçàöèåé ñèñòåì

(8.1), (8.2), (8.6) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. À èìåííî, ðàññìîòðèì ñèñòå-

123



ìó (1.1), (1.2), (1.8), ãäå X

0

� òî æå, ÷òî è â (8.2), à

A[k℄ = I + h

N

A((k�1)h

N

); k = 1; : : : ; N ; h

N

= � N

�1

;

R[k℄ = h

N

R(kh

N

); k = 1; : : : ; N:

(9.56)

Ïðèìåð 9.1 Ïóñòü A(t)�

2

6

4

0 1

0 0

3

7

5

, p

0

=(0; 0)

>

, P

0

=I, �

0

=(0; 0)

>

,

r(t)�(0; 0)

>

, R(t)�I, �(t)�(0; 1)

>

, �=1, N=200. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìî-

ñòè X (�) äëÿ òàêîé ñèñòåìû (8.1) èçâåñòíî â ÿâíîì âèäå (ñì. [155℄); åãî

ïëîùàäü ðàâíà S = 2=3. Íà ðèñ. 9.1 ïîêàçàíû âíåøíèå îöåíêè P

+

[N ℄

äëÿ ÌÄ X [N ℄ ñèñòåìû (1.1), (1.2), (9.56). Îíè ïîëó÷åíû äëÿ 20 âûáðàí-

íûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìàòðèö P [0℄ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àÿìè 1 è 3

òåîðåìû 7.1 (ñì. 9.1(a) è 9.1(b) ñîîòâåòñòâåííî). Ìèíèìàëüíûå èç ïëîùà-

äåé óïîìÿíóòûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñîîòâåòñòâåííî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâ-

íû 1:5S è 1:2S; îáå âåëè÷èíû ìåíüøå, ÷åì ïëîùàäü (� 1:9S) ëîêàëüíî-

îïòèìàëüíîé âíåøíåé ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêè äëÿ X (�), ïîñòðîåííîé â

[155, ñ.153℄.

Ïðèìåð 9.2 Ïóñòü A(t)�

2

6

4

0 1

�8 0

3

7

5

, p

0

=(�0:5; 0)

>

, P

0

=I, �

0

=

(0:5; 0:5)

>

, r(t)�(0; 0)

>

, R(t)�I, �(t)�(0; 1)

>

, �=2, N=500. Â íèæíèõ ÷à-

ñòÿõ ðèñ. 9.2 (a) è 9.2 (b) ïîêàçàíû ìíîæåñòâî X

0

è P

+

[N ℄, ïîñòðîåííûå,

êàê îïèñàíî âûøå (ñì. òàêæå ðèñ. 9.3 (a) è 9.3 (
)). Â íèæíåé ÷àñòè

ðèñ. 9.2 (
) ïîêàçàíû X

0

è ïàðàëëåëåïèïåäû P

�

[N ℄, ïîëó÷åííûå ïî �îð-

ìóëàì òåîðåìû 7.5. Â âåðõíèõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðèñóíêîâ ïîêàçàíû íåêîòîðûå

ðåàëèçàöèè âíåøíèõ P

+

[�℄ (âíóòðåííèõ P

�

[�℄) òðóáîê ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñåìåéñòâ (ïîêàçàíû ñå÷åíèÿ ÷åðåç êàæäûå 10 øàãîâ k äëÿ P

+

[k℄ è ÷å-

ðåç 20 øàãîâ äëÿ P

�

[k℄). Äëÿ ëó÷øåãî ñðàâíåíèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ

îöåíîê íèæíèå ÷àñòè ðèñ. 9.2 (b) è 9.2 (
) îáúåäèíåíû íà ðèñ. 9.2 (d).

Íà ðèñ. 9.3 (d) ïîêàçàíî íåñêîëüêî òóãèõ âíóòðåííèõ äëÿ X [N ℄ îöåíîê

P

�

[N ℄, íàéäåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 7.1.

Ïðèìåð 9.3 Ïóñòü ñèñòåìà (8.1) îïèñûâàåò ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü

äâóõ íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ (ïîäñèñòåìû ñâÿçàíû ÷åðåç îãðàíè÷å-
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íèÿ; â [201℄ ïîñòðîåíû ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè X [k℄ äëÿ àíàëîãè÷íîé

ñèñòåìû). Ïóñòü � = 5, N = 500,

A(t)�

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0 1 0 0

�8 0 0 0

0 0 0 1

0 0 �4 0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

;

p

0

=(1; 0; 1; 0)

>

; P

0

=I; �

0

=(1; 1; 1; 1)

>

;

r(t)�(0; 0; 0; 0)

>

; R�I; �(t)�(1; 0:1; 1; 0:1)

>

:

Ïîñêîëüêó ïàðàëëåëåïèïåäû, âîçíèêàþùèå â ýòîé çàäà÷å � ÷åòûðåõ-

ìåðíûå, ìû ïîêàçûâàåì èõ äâóìåðíûå ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòè fx

1

; x

2

g,

fx

1

; x

3

g, fx

3

; x

4

g, fx

2

; x

4

g. Â íèæíèõ ÷àñòÿõ ðèñ. 9.4 (a) è 9.4 (b) ïîêàçàíû

ïðîåêöèè X

0

è 25 ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

[N ℄, ïîñòðîåííûõ â ñîîòâåòñòâèè

ñî ñëó÷àÿìè 3 è 1 òåîðåìû 7.1 ñîîòâåòñòâåííî. Â âåðõíèõ ÷àñòÿõ ýòèõ

ðèñóíêîâ äëÿ íåêîòîðûõ òðóáîê èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâ ïîêàçàíû

ïðîåêöèè ñå÷åíèé P

+

[k℄ íà óïîìÿíóòûå âûøå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè

÷åðåç êàæäûå 10 øàãîâ k.
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�ëàâà III

Ïîëèýäðàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâ

äîñòèæèìîñòè ñèñòåì ñ �àçîâûìè

îãðàíè÷åíèÿìè è èí�îðìàöèîííûõ

îáëàñòåé

Â äàííîé ãëàâå ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äâóñòîðîííèõ

îöåíîê ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (êàê ñ

äèñêðåòíûì, òàê è ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì) ïðè íàëè÷èè �àçîâûõ îãðà-

íè÷åíèé â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ

òàêèõ ñèñòåì, ïðèìåíèìû äëÿ àïïðîêñèìàöèè èí�îðìàöèîííûõ îáëà-

ñòåé, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷àõ ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ â ñèñòåìàõ,

ãäå ïðîèçâîäÿòñÿ íåòî÷íûå èçìåðåíèÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ãëàâû îïóáëèêîâàíà â [67, 68, 73, 188,193℄.

10 Ìíîãîøàãîâûå ñèñòåìû

�àññìîòðèì ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ âíåøíèõ ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ

àïïðîêñèìàöèé ÌÄ X [k℄ äëÿ ñèñòåìû (1.1), (1.2), (1.8) ñ �àçîâûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè (1.3) â âèäå ïàðàëëåëåïèïåäîâ (1.9) èëè ïîëîñ (1.10).

Äâå ñëåäóþùèå òåîðåìû îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìå (1.1) � (1.3), (1.8), (1.9).

Ïåðâàÿ èñïîëüçóåò ïîäõîä [75, 201℄ è îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè òåî-
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ðåìû 7.1 ê ñèñòåìàì áåç ÔÎ, íî ñ ìàòðè÷íûìè ïàðàìåòðàìè T [�℄:

�x[k℄ = T [k℄A[k℄�x[k�1℄ + T [k℄w[k℄ + (I � T [k℄)�[k℄; k = 1; : : : ; N;

�x[0℄ 2 X

0

; w[k℄ 2 R[k℄; �[k℄ 2 Y [k℄; k = 1; : : : ; N;

(10.1)

ãäå T [k℄ 2M

n�n

00

4

= fM2M

n�n

0

j det(I�M)6=0g, k = 1; : : : ; N .

Òåîðåìà 10.1 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(1.1) � (1.3), (1.8), (1.9), âñå X [k℄ 6= ; è âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1.1.

Åñëè P

+

[�℄ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì P

+

[0℄ = P

+

P

+

[0℄

(X

0

);

P

+

[k℄=P

+

P

+

[k℄

(T [k℄A[k℄P

+

[k�1℄ + T [k℄R[k℄+(I�T [k℄)Y [k℄); k=1; : : : ; N;

òî ïðè ëþáûõ P

+

[k℄2M

n�n

�

, k=0; : : : ; N , è T [k℄2M

n�n

00

, k=1; : : : ; N ,

ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ (1.12). Êðîìå òîãî, åñëè ìàòðèöû P

+

[k℄ îïðå-

äåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëþáûì èç òðåõ ïðàâèë, àíàëîãè÷íûì îïè-

ñàííûì â òåîðåìå 7.1 ñ çàìåíîé A[k℄ íà T [k℄A[k℄ è V




N

íà V




N

(T [�℄)

(ãäå ìíîæåñòâà V




N

(T [�℄) ïîñòðîåíû äëÿ ñèñòåìû (10.1) ïðè �èêñè-

ðîâàííîé T [�℄ àíàëîãè÷íî V




N

äëÿ (1.1), (1.2), (1.8)), òî X [N ℄ =

T

T [�℄

T

P

+

[0℄2V




N

(T [�℄)

P

+

[N ℄, 
=1; 2; 3, ãäå â ïåðâîì ïåðåñå÷åíèè äîñòàòî÷íî

ïåðåáðàòü âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T [�℄ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ T [k℄ 2M

n�n

00

.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìîäè�èêàöèåé ðàññóæäåíèé èç [98,

148℄ (ñì. òàêæå ïîõîæåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20.2). 2

Ê ñîæàëåíèþ, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ïàðàëëåëåïè-

ïåäû P

+

[N ℄, ïîñòðîåííûå êàê îïèñàíî â òåîðåìå 10.1, ìîãóò îêàçàòüñÿ

ñëèøêîì ãðóáûìè îöåíêàìè äëÿ X [N ℄.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èñïîëüçóåò �îðìóëû ëåììû 5.2.

Òåîðåìà 10.2 Ïóñòü X [k℄ 6= ;, k = 0; : : : ; N , � ìíîæåñòâà äîñòè-

æèìîñòè ñèñòåìû (1.1) � (1.3), (1.8), (1.9). Åñëè
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P

(0)+

[k℄ = P

+

P

(0)+

[k℄

(A[k℄P

+

[k � 1℄ +R[k℄); k = 1; : : : ; N;

P

+

[k℄ = P

+

P

(1)+

[k℄

(P

(0)+

[k℄)

T

P

+

P

(1)+

[k℄

(Y [k℄); k = 1; : : : ; N;

P

+

[0℄ = P

+

P

(0)+

[0℄

(X

0

);

(10.2)

òî ïðè ëþáûõ P

(0)+

[k℄ 2 M

n�n

�

, k = 0; : : : ; N , P

(1)+

[k℄ 2 M

n�n

�

,

k = 1; : : : ; N ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ (1.15). Áîëåå òîãî, èìåþò ìåñòî

ïðåäñòàâëåíèÿ (1.19), ãäå ïåðåñå÷åíèå âçÿòî ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó

ìíîæåñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé P

(0)+

[�℄, P

(1)+

[�℄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèÿ î÷åâèäíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �[k℄ ìíî-

æåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàòðèö P

(0)+

[j℄, j = 0; : : : ; k,

P

(1)+

[j℄, j = 1; : : : ; k, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì P

(0)+

[j℄ 2

V

4

(A[j℄P

+

[j�1℄ + R[j℄), P

(1)+

[j℄ 2 V

4

(P

(0)+

[j℄

T

Y [j℄), j = 1; : : : ; k,

P

(0)+

[0℄ = P

0

. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî

�(ljX [j℄) = inff�(ljP

+

[j℄) j P

(�)+

[�℄ 2 �[j℄g; 8l 2 IR

n

; (10.3)

äëÿ j = 0; : : : ; N . Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ j = 0, ïîñêîëüêó �[0℄ ñî-

ñòîèò èç åäèíñòâåííîé ìàòðèöû P

(0)+

[0℄ = P

0

, ïðè êîòîðîé P

+

[0℄ =

P

+

P

(0)+

[0℄

(X

0

) = X

0

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (10.3) âåðíî äëÿ j = 0; : : : ; k�1, è

äîêàæåì åãî äëÿ j = k. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå X

0

[k℄ = A[k℄X [k�1℄ +R[k℄ è

èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè (10.3) ïðè j = k � 1, àääèòèâíîñòü

îïîðíîé �óíêöèè äëÿ ñóììû äâóõ ìíîæåñòâ è çàìå÷àíèå 5.1, èìååì

�(ljX

0

[k℄) = �(A[k℄

>

ljX [k�1℄) + �(ljR[k℄)

= inff�(A[k℄

>

ljP

+

[k�1℄) j P

(�)+

[�℄2�[k�1℄g+ �(ljR[k℄)

= inff�(ljA[k℄P

+

[k�1℄+R[k℄) j P

(�)+

[�℄2�[k�1℄g

= inff�(ljP

(0)+

[k℄) j P

(�)+

[�℄2�[k�1℄;

P

(0)+

[k℄2V

4

(A[k℄P

+

[k�1℄+R[k℄)g:

Ñëåäîâàòåëüíî,
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�(ljX [k℄) = �(ljX

0

[k℄

T

Y [k℄) = inf

l

1

;l

2

: l

1

+l

2

=l

f�(l

1

jX

0

[k℄) + �(l

2

jY [k℄)g

= inf

l

1

;l

2

inf

P

(�)+

[�℄2�[k�1℄; P

(0)+

[k℄

f�(l

1

jP

(0)+

[k℄) + �(l

2

jY [k℄)g

= inf

P

(�)+

[�℄2�[k�1℄; P

(0)+

[k℄

f�(ljP

(0)+

[k℄

T

Y [k℄)g = inf

P

(�)+

[�℄2�[k℄

�(ljP

+

[k℄);

ãäå èñïîëüçîâàíà ëåììà 5.2. �àâåíñòâà (1.19) ñëåäóþò èç (10.3). 2

�àññìîòðèì òåïåðü âíåøíèå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ÌÄ X [k℄ ñèñòåìû

(1.1) � (1.3), (1.8) ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå ïîëîñ (1.10).

Òåîðåìà 10.3 Ïóñòü X [k℄ 6= ;, k = 0; : : : ; N , � ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè ñèñòåìû (1.1) � (1.3), (1.8), (1.10), ãäå Y [k℄ =

T

m[k℄

i=1

�

i

[k℄. Åñëè

P

(0)+

[k℄ = P

+

P

(0)+

[k℄

(A[k℄P

+

[k�1℄ +R[k℄); k = 1; : : : ; N;

P

(i)+

[k℄ = P

+

P

(i)+

[k℄

(P

(i�1)+

[k℄

T

�

i

[k℄); i = 1; : : : ;m[k℄;

P

+

[k℄ = P

(m[k℄)+

[k℄; k = 1; : : : ; N; P

+

[0℄ = P

+

P

(0)+

[0℄

(X

0

);

(10.4)

òî âêëþ÷åíèÿ (1.15) âåðíû ïðè ëþáûõ ìàòðèöàõ P

(0)+

[k℄ 2 M

n�n

�

, k =

0; : : : ; N , P

(i)+

[k℄ 2 M

n�n

�

, i = 1; : : : ;m[k℄, k = 1; : : : ; N . Ñïðàâåäëèâû

ïðåäñòàâëåíèÿ (1.19), ãäå ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íî-

ìó ìíîæåñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé P

(�)+

[�℄.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññóæäåíèÿìè, ïîäîáíûìè ïðèâåäåííûì ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10.2, ïîëó÷àåì, 8l 2 IR

n

, ÷òî �(ljX [k℄) = inff�(lj

P

+

[k℄)jP

(�)+

[�℄g, ãäå P

(0)+

[j℄, j = 0; : : : ; k, � òàêèå æå, êàê â óïîìÿíó-

òîì äîêàçàòåëüñòâå, è P

(i)+

[j℄ 2 V

4

(P

(i�1)+

[j℄

T

�

i

[j℄), i = 1; : : : ;m[j℄,

j = 1; : : : ; k. 2

Ê ñîæàëåíèþ, ÷èñëî ýëåìåíòîâ P

+

[�℄ â óïîìÿíóòîì ñåìåéñòâå î÷åíü

âåëèêî. Ïðè óñëîâèÿõ m[k℄ = m, P

+

[0℄ = X

0

è intX [j℄ 6= ;, j =

1; : : : ; N , ýòî ÷èñëî ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé (C

n

r

)

N

(C

n

n+1

)

mN

=

(

r!

n!(r�n)!

)

N

(n+ 1)

mN

, ãäå r � (C

n�1

2n

) =

(2n)!

(n�1)!(n+1)!

.

Óêàæåì, êàê ìîæíî âûáèðàòü ìàòðèöû îðèåíòàöèè, ÷òîáû èìåòü âîç-

ìîæíîñòü ïîëó÷àòü îöåíêè â âèäå âûðîæäåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.
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Çàìå÷àíèå 10.1 Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.3 ìàòðèöû îðèåíòà-

öèè P

(i)+

[k℄ ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåê-

òîðîâ Y

N

= fy

i

g

!

i=1

, êàê îïèñàíî ïåðåä òåîðåìîé 7.1

1

. Ìàòðèöà P

(0)+

[0℄

âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå ñòîëáöû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

p

(0)+;�

[0℄ 2 (LinY

N

)

?

; � = 1; : : : ; n� !;

p

(0)+;�

[0℄ 2 LinY

N

; � = n� ! + 1; : : : ; n;

è ïðè i = 0 è k = 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

�

(i)+

�

[k℄ = 0; � 2 I

0

[k℄;

(p

(i)+;�

[k℄; p

(i)+;�

[k℄) = 0; 8 �; � : � 2 I

0

[k℄; � 2 I

1

[k℄;

ãäå I

0

[k℄

S

I

1

[k℄ = f1; : : : ; ng; fn� ! + 1; : : : ; ng � I

0

[k℄:

(10.5)

Ñòîëáöû ìàòðèö P

(0)+

[k℄ ïðè k = 1; : : : ; N íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

p

(0)+;j

[k℄ = Nrv (A[k℄p

(m[k�1℄)+;j

[k � 1℄); j 2 I

1

[k � 1℄;

p

(0)+;j

[k℄ = Nrv ((A[k℄

>

)

�1

p

(m[k�1℄)+;j

[k � 1℄); j 2 I

0

[k � 1℄;

ãäå ñ÷èòàåòñÿ m[0℄ = 0, à ïàðàìåòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

(i)+

[k℄ =

P(p

(i)+

[k℄; P

(i)+

[k℄; �

(i)+

[k℄) ïðè i = 1; : : : ;m[k℄, k = 1; : : : ; N âû÷èñëÿ-

þòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 5.5 è ëåììîé 5.5

2

. Òîãäà ñîîòíîøå-

íèÿ (10.5) âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ i = 0; : : : ;m[k℄, k = 0; : : : ; N , è íà

ïîäøàãàõ i = 1; : : : ;m[k℄ (k 2 f1; : : : ; Ng) ïàðàëëåëåïèïåäû P

(i)+

[k℄

èìåþò íàèìåíüøèé îáúåì ñðåäè âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, âíåøíèõ äëÿ

P

(i�1)+

[k℄

T

�

i

[k℄.

Ïîñòðîèì òåïåðü âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ ÌÄ ïðè ÔÎ â âèäå ïîëîñ.

Òåîðåìà 10.4 Ïóñòü X [k℄, k = 0; : : : ; N , � ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-

ñòè ñèñòåìû (1.1) � (1.3), (1.8), (1.10). Ïóñòü

P

�

[0℄ = P

�

�

(X

0

); (10.6)

P

�

[k℄ = P

( �m[k℄)�

[k℄; k = 1; : : : ; N; (10.7)

1

Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé Y

N

= ; (ò.å. ! = 0), êîòîðûé èìååò ìåñòî, åñëè ó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

â ìîìåíò N äëÿ ñèñòåìû (1.1), (1.2), (1.8) áåç �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé åñòü âíóòðåííèå òî÷êè.

2

Â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè ìîæíî áðàòü ëþáîé èç îïèñàííûõ òàì ïàðàëëåëåïèïåäîâ.
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ãäå

P

(0)�

[k℄ = P

�

�

(1)

[k℄;�

(2)

[k℄

(A[k℄P

�

[k�1℄ +R[k℄); (10.8)

P

(i)�

[k℄=

8

>

>

<

>

>

:

P

(i�1)�

[k℄; åñëè P

(i�1)�

[k℄�Z

(i)

[k℄;

P

�

p

(i)�

[k℄;P

(i)�

[k℄

(Q

(i)�

[k℄) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

Q

(i)�

[k℄ = P

(i�1)�

[k℄

T

Z

(i)

[k℄; i = 1; : : : ; �m[k℄;

(10.9)

ïðè÷åì â ïðèâåäåííûõ âûøå �îðìóëàõ ëèáî

�m[k℄ = 1; Z

(1)

[k℄ = Y [k℄; (10.10)

ëèáî

�m[k℄ = m[k℄; Z

(i)

[k℄ = �

i

[k℄: (10.11)

Çäåñü âñå ìàòðèöû �;�

(j)

[k℄ 2 G (ìíîæåñòâà G îïðåäåëåíû â (8.40)),

ìàòðèöû P

(i)�

[k℄ 2 M

n�n

�

, à p

(i)�

[k℄ � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, ïðèíàä-

ëåæàùèå Q

(i)�

[k℄

3

. Åñëè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå

Q

(i)�

[k℄ 6=;, òî ïàðàëëåëîòîïû P

�

[k℄ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè îöåíêàìè

äëÿ X [k℄, k=0; : : : ; N . Ñïðàâåäëèâû òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (1.20), ãäå

îáúåäèíåíèÿ âçÿòû ïðè � = I, �

(1)

[k℄ � I è êàêîé-ëèáî �èêñèðîâàí-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö P

(�)�

[�℄ ïî âñåâîçìîæíûì çíà÷åíèÿì

�

(2)

[k℄ 2 G, p

(i)�

[k℄ 2 Q

(i)�

[k℄. Ôîðìóëû (10.6)�(10.9) êîíêðåòèçèðóþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ (3.11), (2.23).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèÿ P

�

[k℄�X [k℄ ñëåäóþò èç ðåêóððåíòíûõ

ñîîòíîøåíèé (1.7) äëÿ X [k℄ è ëåìì 3.8, 5.6. Ïóñòü x

�

[�℄ � ïðîèçâîëüíàÿ

òðàåêòîðèÿ èç òðóáêè X [�℄. Òðóáêó P

�

[�℄ âèäà (10.6)�(10.9), ñîäåðæàùóþ

x

�

[�℄, ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè. Ïîëîæèì P

�

[0℄ = X

0

(ýòî ïàðàëëåëåïè-

ïåä). Ïóñòü óæå èìååì P

�

[k�1℄ 3 x

�

[k�1℄. Åñëè P

�

[k�1℄ � ïàðàëëåëå-

ïèïåä, òî ïî ëåììå 3.8 ïðè �

(1)

[k℄ = I íàéäeòñÿ òàêàÿ �

(2)

[k℄ 2 G, ÷òî

x

�

[k℄ 2 P

(0)�

[k℄, ãäå P

(0)�

[k℄ èìååò âèä (10.8). Ïî óñëîâèþ x

�

[k℄ 2 Y [k℄.

Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü p

(i)�

[k℄ = x

�

[k℄, i = 1; : : : ; �m[k℄, è âçÿòü, íà-

ïðèìåð, P

(i)�

[k℄ = I. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì x

�

[k℄ 2 P

�

[k℄, ãäå P

�

[k℄ �

3

Â ÷àñòíîñòè, îïèñàííûå â çàìå÷àíèè 2.4 èëè ëåììå 5.7.
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ïàðàëëåëåïèïåä (ïðè óñëîâèè, ÷òî x

�

[k℄ 2 intQ

( �m[k℄)�

[k℄, îí íåâûðîæäåí

ââèäó ëåììû 2.15, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó â ñèëó

(2.23)), k = 1; : : : ; N . 2

Ââèäó ëåììû 3.5 èìååò ìåñòî òàêæå

Òåîðåìà 10.5 Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 10.4 îñòàåòñÿ âåðíûì,

åñëè âìåñòî (10.6), (10.8) âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè

P

�

[0℄ = P

�

p

0

;P

(0)�

[0℄

(X

0

); (10.12)

P

(0)�

[k℄=P

�

A[k℄p

�

[k�1℄+r[k℄;P

(0)�

[k℄

(A[k℄P

�

[k�1℄+R[k℄); (10.13)

ïðè ëþáûõ P

(0)�

[k℄ 2 M

n�n

�

, k = 0; : : : ; N . Çäåñü p

0

, r[k℄ è p

�

[k℄ � ýòî

öåíòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ X

0

, R[k℄ è P

�

[k℄ ñîîòâåòñòâåííî.

Ìîæíî çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ �,

�

(�)

[�℄, p

(�)�

[�℄, P

(�)�

[�℄ â òåîðåìàõ 10.4 è 10.5 íå èñêëþ÷àåòñÿ íåïðèÿòíûé

ñëó÷àé, êîãäà â ïðèâåäåííûõ �îðìóëàõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà, ìî-

ãóò ïîëó÷èòüñÿ ïóñòûå îöåíêè P

�

[k℄, à áðàòü îáúåäèíåíèÿ ïî âñåâîçìîæ-

íûì p

(i)�

[k℄ 2 Q

(i)�

[k℄ íå î÷åíü êîíñòðóêòèâíî.

Çàìå÷àíèå 10.2 Âñå ââåäåííûå â ýòîì ïàðàãðà�å îöåíêè P

+

[k℄

(P

�

[k℄) îáëàäàþò "âåðõíèì" ("íèæíèì") ïîëóãðóïïîâûì è ýâîëþöèîí-

íûì ñâîéñòâàìè.

11 Ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Ïóñòü X (t) � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (8.1), (8.2), (8.6)

ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (8.3), ãäå t

k

� çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ìíîæåñòâà X (t), âîîáùå ãîâîðÿ, èñïûòûâàþò ðàçðûâû (ñêà÷êè) â ìîìåí-

òû t

k

. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X (t) íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ

ñëåâà îò òî÷åê t = t

k

. Òîãäà X (t

k

) � ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x(t

k

), ñîâ-

ìåñòèìûõ ñ ÔÎ Y(t

j

) ïðè j < k, à X (t

k

+0) � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x(t

k

),

ñîâìåñòèìûõ ñ ÔÎ Y(t

j

) ïðè ïðè j � k.
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Òåîðåìà 11.1 Ïóñòü X (t) � ÌÄ ñèñòåìû (8.1), (8.2), (8.6) ñ ÔÎ

(8.3), ãäå Y(t

k

) � çàäàííûå ïàðàëëåëåïèïåäû (8.7) èëè ïîëîñû (8.8).

Òîãäà ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

(t) ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè îöåíêàìè äëÿ X (t),

îáëàäàþùèìè ñâîéñòâàìè (8.9), (8.11), åñëè èõ ïàðàìåòðû ïðè t 2

(t

k

; t

k+1

℄, k = 0; : : : ; N




, óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÓ, îïèñàííûì â òåîðå-

ìå 8.1, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ P

+

(t

k

+ 0) äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé îáåñïå-

÷èâàþò âêëþ÷åíèÿ P

+

(t

k

)

T

Y(t

k

) � P

+

(t

k

+ 0)

4

. Ñïðàâåäëèâû òî÷-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (8.14), ãäå P

+

(t) � ïàðàëëåëåïèïåäû, ïàðàìåò-

ðû êîòîðûõ íà èíòåðâàëàõ (t

k

; t

k+1

℄, k = 0; : : : ; N




, óäîâëåòâîðÿþò

ÎÄÓ, îïèñàííûì â òåîðåìå 8.2, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè P

+

(t

0

+ 0) =

P

+

P

(0)+

(t

0

)

(X

0

) è P

+

(t

k

+ 0) = P

+

P

( �m+1)+

(t

k

)

(P

( �m)+

(t

k

)), k � 1, ãäå ìàòðèöû

P

(0)+

(t

0

); P

( �m+1)+

(t

k

) 2M

n�n

�

, ïàðàëëåëåïèïåäû P

( �m)+

(t

k

) ïîñòðîåíû ïî

ñëåäóþùèì �îðìóëàì: åñëè Y(t

k

) èìåþò âèä (8.7), òî �m = 1,

P

(1)+

(t

k

) = P

+

P

(1)+

(t

k

)

(P

+

(t

k

))

\

P

+

P

(1)+

(t

k

)

(Y(t

k

));

P

(1)+

(t

k

)2V

4

(P

+

(t

k

)

T

Y(t

k

)), à åñëè Y(t

k

) èìåþò âèä (8.8), òî �m=m,

P

(i)+

(t

k

) = P

+

P

(i)+

(t

k

)

(P

(i�1)+

(t

k

)

T

�

i

(t

k

)); i = 1; : : : ;m;

P

(0)+

(t

k

) = P

+

(t

k

);

P

(i)+

(t

k

) 2 V

4

(P

(i�1)+

(t

k

)

T

�

i

(t

k

)). Çäåñü ïåðåñå÷åíèå âçÿòî ïî âñå-

âîçìîæíûì óïîìÿíóòûì çíà÷åíèÿì ìàòðèö P

(0)+

(t

0

), P

(i)+

(t

k

), i =

1; : : : ; �m+1, k = 1; : : : ; j, ãäå j òàêîâî, ÷òî t

j

� t < t

j+1

5

.

Äîêàçàòåëüñòâî âêëþ÷åíèé îñíîâûâàåòñÿ íà èçâåñòíûõ ðåêóððåíò-

íûõ ñîîòíîøåíèÿõ äëÿ X (t), ïîäîáíûõ (1.7), ãäå ïåðâîå ñîîòíîøåíèå

îïðåäåëÿåò X (t) â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ÔÎ, à âòîðîå ó÷èòûâàåò î÷åðåä-

íîå ÔÎ (ñì., íàïðèìåð, [155, ñ. 255℄), è íà ðåçóëüòàòàõ � 5 è � 8. Ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ (8.14) âûòåêàþò èç ñîîòíîøåíèé �(ljX (t)) = inf �(ljP

+

(t)), êîòî-

ðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâó

4

Ïîñòðîèòü òàêèå P

+

(t

k

+ 0) ìîæíî, êàê îïèñàíî â �5.

5

Ïðè t = t

j

ïåðåñå÷åíèå ïî P

( �m+1)+

(t

j

) áðàòü èçëèøíå.

133



òåîðåìû 10.2 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ äëÿ îïîðíûõ �óíêöèé, îïèñàííûõ â äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.2. 2

Òåîðåìà 11.2 Ïóñòü X (t) � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(8.1) � (8.3), (8.6), (8.8). Ïóñòü P

�

(t), t 2 T , � ïàðàëëåëîòîïû,

ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðè t 2 (t

k

; t

k+1

℄, k = 0; : : : ; N




, óäîâëåòâîðÿ-

þò ÎÄÓ (8.39), ãäå �óíêöèÿ �(�) ïîä÷èíåíà (8.40), ïðè÷åì íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ P

�

(t

k

+ 0) äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîñòðîåíû ïî �îðìóëàì

P

�

(t

0

+ 0) = P

�

�(t

0

)

(X

0

) è P

�

(t

k

+ 0) = P

�

�(t

k

)

(P

( �m)�

(t

k

)), k � 1, ãäå

P

(0)�

(t

k

) = P

�

(t

k

), à P

(i)�

(t

k

), i = 1; : : : ; �m, ïîñòðîåíû ïî �îðìóëàì,

ïîëó÷åííûì èç (10.9) � (10.11) çàìåíîé àðãóìåíòà k (â êâàäðàòíûõ

ñêîáêàõ) íà t

k

(â êðóãëûõ ñêîáêàõ) è m[k℄ íà m. Çäåñü âñå ìàòðèöû

�(t

k

) 2 G, P

(i)�

(t

k

) 2 M

n�n

�

, à p

(i)�

(t

k

) � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, ïðè-

íàäëåæàùèå Q

(i)�

(t

k

). Åñëè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Q

(i)�

(t

k

) 6= ;, i = 1; : : : ; �m, k = 1; : : : ; N




, òî ïàðàëëåëîòîïû P

�

(t) ÿâëÿ-

þòñÿ âíóòðåííèìè îöåíêàìè äëÿ X (t), t 2 T , îáëàäàþùèìè ñâîéñòâà-

ìè (8.10), (8.12). Ñïðàâåäëèâû òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (8.15), ãäå îáú-

åäèíåíèÿ âçÿòû ïðè �(t

k

) � I è êàêîé-ëèáî �èêñèðîâàííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ìàòðèö P

(i)�

(t

k

), i = 1; : : : ; �m, k = 1; : : : ; j, ïî âñåâîçìîæ-

íûì óïîìÿíóòûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ �(�) è p

(i)�

(t

k

), i = 1; : : : ; �m,

k = 1; : : : ; j, ãäå j òàêîâî, ÷òî t

j

� t < t

j+1

.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10.4 ñ ó÷åòîì

òåîðåìû 8.4. 2

12 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

�àññìîòðèì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ äèñêðåòèçàöèåé ñèñòåì (8.1), (8.2),

(8.6) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè

x(t

j

) 2 Y(t

j

); j = 1; : : : ; N




;
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ãäå 0 < t

1

< : : : < t

N




� � � èçâåñòíûå ìîìåíòû âðåìåíè

6

, Y(t

j

) èìåþò

âèä ïàðàëëåëåïèïåäîâ (8.7) èëè ïîëîñ (8.8). Ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò

ïîðîæäàòüñÿ óðàâíåíèåì

y(t

j

) = G(t

j

)x(t

j

) + �(t

j

);

�(t

j

) 2 P (0; I; ��(t

j

)) � IR

m

; j = 1; : : : ; N




:

(12.1)

À èìåííî, ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.1) � (1.3), (1.8), (9.56), ãäå X

0

� òî æå,

÷òî è â (8.2), à

Y [k

j

℄ = Y(t

j

); k

j

= [t

j

h

�1

N

℄; j=1; : : : ; N




; Y [k℄ = IR

m

ïðè k 6= k

j

(ñèìâîëîì [a℄ îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a).

Ïðèìåð 12.1 Íà ðèñ. 12.1 ïîêàçàíû âíåøíèå îöåíêè äëÿ X [k℄ äëÿ

ñèñòåìû èç ïðèìåðà 9.2, äîïîëíåííîé �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (8.7), ãäå

q � (0; 0)

>

, Q � I, � � (100; 1)

>

, N




= N . Ôàêòè÷åñêè, ñóùåñòâåííûå

îãðàíè÷åíèÿ íàëîæåíû òîëüêî íà êîîðäèíàòó x

2

, è ÔÎ ñâîäèëîñü ê âèäó

(8.7) ïóòåì ââåäåíèÿ �èêòèâíîé ãèïåðïîëîñû, çàâåäîìî ñîäåðæàùåé ÌÄ

ñèñòåìû áåç ÔÎ. Âñå îöåíêè ïîëó÷åíû ïî �îðìóëàì òåîðåìû 10.2, ãäå

P

(1)+

[k℄ = P

(0)+

[k℄, k = 1; : : : ; N , à ìàòðèöû P

(0)+

[�℄ ïîñòðîåíû â ñîîò-

âåòñòâèè ñî ñëó÷àÿìè 1 è 3 òåîðåìû 7.1 ïðè P

(0)+

[0℄ 2 V




N

, 
 = 1 è 3

(ñì. ðèñ. 12.1 (a) è 12.1 (b) ñîîòâåòñòâåííî). Ìàñøòàá òîò æå ñàìûé, ÷òî

è íà ðèñ. 9.2. Ïðè ýòîì íåò ãàðàíòèè, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðè òàêîì âûáîðå

ìàòðèö P

(i)+

[�℄, i = 0; 1, ñåìåéñòâî îöåíîê P

+

[N ℄ îáåñïå÷èâàåò (1.19). Íî

ñðàâíåíèå ðèñ. 12.1 ñ ðèñ. 9.2 è 9.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå îöåíêè ïîçâî-

ëÿþò ó÷èòûâàòü �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ.

Ïðèìåð 12.2 �àññìîòðèì ñèñòåìó èç ïðèìåðà 9.3, äîïîëíåííóþ

�àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (8.7) ñ q�(0; 0; 0; 0)

>

, Q�I, ��(100; 4; 100; 5)

>

,

N




= N . �èñ. 12.2 ïî ñìûñëó àíàëîãè÷åí ðèñ. 9.4, ìàñøòàá � òîò æå. Â

íèæíèõ ÷àñòÿõ ðèñ. 12.2 (a) è 12.2 (b) ïîêàçàíû ïðîåêöèè X

0

è îöå-

íîê P

+

[N ℄, ïîñòðîåííûõ, êàê îïèñàíî â ïðèìåðå 12.1 äëÿ 25 ìàòðèö

6

Â äàííîì ïàðàãðà�å áóäåì äîïóñêàòü âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ ÔÎ (8.3) è â êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè, êîãäà t

N




= �.
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P

(0)+

[0℄ 2 V




N

, 
 = 3 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Îöåíêè îêàçûâàþòñÿ ìåíü-

øå, ÷åì äëÿ ñèñòåì áåç �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

Ïðèâåäåì òåïåðü ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà �àçî-

âûå îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä ïîëîñ (8.8). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âíåøíèõ îöå-

íîê èñïîëüçóåì �îðìóëû (10.4), äîïîëíåííûå ñîîòíîøåíèÿìè èç òåîðå-

ìû 3.1, ëåìì 3.9, 5.4, 5.5 è çàìå÷àíèÿ 5.4. Â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè â

ëåììå 5.5 âûáîð j äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè

�

P

(j)

ïðîèçâîäèì ñëó÷àéíûì

îáðàçîì ñðåäè âñåõ j 2 I

�

èëè j 2 fI

�

[ 0g. Â êà÷åñòâå ìàòðèö îðèåí-

òàöèè P

(0)+

[0℄ â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ïðèìåðàõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì

áåðåì íåñêîëüêî îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö.

Ïðèìåð 12.3 Ïóñòü A(t), X

0

, R(t) � òàêèå æå, êàê â ïðèìåðå 9.2,

m=1, 
(t)�0, S

>

(t)�(0; 1), �(t)�1, �=2, N=500, t

j

=j�N

�1




, N




=500. Íà

ðèñ. 12.3(a) ïîêàçàíû ìíîæåñòâî X

0

(øòðèõîâîé ëèíèåé) è 10 âíåøíèõ

îöåíîê äëÿ ÌÄ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè, ïîñòðîåííûõ, êàê îïèñàíî

âûøå, íà ðèñ. 12.3(b) � äèíàìèêà âî âðåìåíè îäíîé èç òðóáîê P

+

[�℄ (èçî-

áðàæåíû ñå÷åíèÿ P

+

[k℄ ÷åðåç êàæäûå 10 øàãîâ k). Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëü-

òàòàìè èç ïðèìåðà 12.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 12.3,

îêàçûâàþòñÿ ëó÷øå (â ÷àñòíîñòè ìåíüøå).

Ïîñòðîèì íåñêîëüêî âíóòðåííèõ òðóáîê, ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè èç òå-

îðåì 10.4 è 10.5 ïðè m[k℄ = 1, P

�

[k℄ = P

(1)�

[k℄ = P

(0)�

[k℄, k = 1; : : : ; N .

Ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (10.6) � (10.10), ãäå � = I, �

(1)

[k℄ � I,

è âûáðàíû ÷åòûðå ïàðàìåòðèçàöèè �

(2)

[�℄ (àíàëîãè÷íûå ðàññìàòðèâàå-

ìûì íèæå â ïðèìåðå 16.1

7

). Âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå �îðìóëàìè (10.12),

(10.13), ãäå ëèáî P

(0)�

[k℄ � I, ëèáî â êà÷åñòâå P

(0)�

[k℄ âçÿòû ìàòðè-

öû îðèåíòàöèè âíåøíèõ îöåíîê P

+

[k℄, ïîñòðîåííûõ êàê îïèñàíî âûøå.

Ïðè êàæäîì âûáðàííîì ñïîñîáå ðàñ÷åòà ìàòðèö îðèåíòàöèè ðàññìîòðèì

ïÿòü ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷åê p

(1)�

[k℄ (ïî �îðìóëàì (2.24), èëè (2.25),

èëè (2.26), èëè (5.24), (5.25), èëè (2.27). Íà ðèñ. 12.4(a) ïîêàçàíî ìíî-

æåñòâî X

0

è íåïóñòûå âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ ÌÄ â êîíå÷íûé ìîìåíò

7

Ïðè ýòîì â �îðìóëàõ (16.4) � (16.6) ïîëàãàåì �[k℄ = (A[k℄

�

P

�

[k�1℄)

�1

�

R[k℄.
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Òàáëèöà 12.1:

Ôîðìóëû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåíòðîâ:

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

ìàòðèö îðèåíòàöèè:

(2.24) (2.25) (2.26) (5.24)

èëè

(5.25)

(2.27)

Ôîðìóëû òèïà (16.4) ; 0.5126 ; ; 0.7331

(16.5) � (16.6),

~

�

1

0.1988 0.3167 ; ; 0.6349

(16.5) � (16.6),

~

�

2

0.4622 0.0290 ; ; 0.5019

(16.5) � (16.6),

~

�

3

; 0.1741 ; ; 0.3585

P

�

[k℄ � I ; ; ; ; ;

P

�

[k℄ � P

+

[k℄,

P

+

[0℄ = P

0

0.0064 0.0314 ; ; 0.0346

P

�

[k℄ � P

+

[k℄,

P

+

[0℄ = P

1

0

2 M

n�n

�

; 0.0008 ; ; ;

P

�

[k℄ � P

+

[k℄,

P

+

[0℄ = P

2

0

2 M

n�n

�

0.0080 ; 0.0016 0.0002 0.0099

P

�

[k℄ � P

+

[k℄,

P

+

[0℄ = P

3

0

2 M

n�n

�

0.0140 0.0001 0.0226 ; 0.0210

âðåìåíè, íà ðèñ. 12.4(b) � ðÿä ñå÷åíèé òðóáêè P

�

[�℄, ñîîòâåòñòâóþùåé

(16.4), (2.27). Íà ðèñ. 12.4(a) òîíêèìè ëèíèÿìè äëÿ ñðàâíåíèÿ èçîáðà-

æåíû òàêæå âíåøíèå îöåíêè P

+

[N ℄, èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðè ïîñòðîåíèè

÷àñòè âíóòðåííèõ îöåíîê. Â òàáë. 12.1 äëÿ êàæäîãî îïèñàííîãî ñïîñîáà

ïîñòðîåíèÿ îöåíêè óêàçàíî, ïîëó÷àåòñÿ ëè îöåíêà P

�

[N ℄ ïóñòîé, è, åñëè

íåò, òî ïðèâåäåí åå îáúåì. Êîëîíêè ñîîòâåòñòâóþò ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ

òî÷åê p

(1)�

[k℄, à ñòðîêè � ìàòðèö îðèåíòàöèè.

Âíóòðåííèå îöåíêè îêàçàëèñü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âíåøíèõ. Îòíîøå-

íèå îáúåìîâ (íàèìåíüøåãî èç ÷åòûðåõ èñïîëüçîâàííûõ âíåøíèõ îöåíîê

P

+

[N ℄ ê íàèáîëüøåìó èç ïîñòðîåííûõ âíóòðåííèõ îöåíîê P

�

[N ℄) ðàâ-

íî 2.7507. Íàèëó÷øàÿ (â ñìûñëå îáúåìà) îöåíêà P

�

[N ℄ ïîëó÷èëàñü ïðè

èñïîëüçîâàíèè �îðìóë (16.4) è (2.27). Äàííûå î íåïóñòîòå îöåíîê èç

òàáë. 12.1, îòíîñÿòñÿ ê äàííîìó ïðèìåðó, è äëÿ äðóãèõ ñèñòåì, êàê ïî-
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êàçûâàåò ìîäåëèðîâàíèå, ìîãóò îêàçàòüñÿ èíûìè.

Ïðèìåð 12.4 �èñ. 12.5 � 12.8 èëëþñòðèðóþò âíåøíåå îöåíèâàíèå

èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé äëÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû â ÷åòûðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå ïî ðåçóëüòàòàì íåòî÷íîãî èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò x

2

è x

4

,

êîãäà � = 5, N = 500, t

j

= j�N

�1




, N




= 100, A(t), X

0

, R(t) � òàêèå

æå, êàê â ïðèìåðå 9.3, à G è �� èç (12.1) èìåþò âèä

G(t) �

2

6

4

0 1 0 0

0 0 0 1

3

7

5

; ��(t) � (4; 5)

>

:

Ìîäåëèðóåìàÿ òðàåêòîðèÿ è èçìåðÿåìûé ñèãíàë ïîðîæäåíû íà÷àëüíûì

çíà÷åíèåì x

0

= (2; 1; 2; 1)

>

è âîçìóùåíèÿìè w(t) è �(t) ýêñòðåìàëüíîãî

"bang-bang" òèïà (ñì. [201, ñ.284℄)

8

. Äëÿ w(t) äëèíà èíòåðâàëà ïîñòîÿí-

ñòâà âîçìóùåíèÿ w(t) âçÿòà ðàâíîé 0:25, à äëÿ �(t) � ðàâíîé 5 è 0:15

(òî÷íåå, �(t

j

) � � äëÿ j = 1; : : : ; N




è �(t

j

) = �(t

j+1

) = �(t

j+2

) äëÿ

j = 1; 4; 7; : : : ñîîòâåòñòâåííî). Ñîîòâåòñòâóþùèå âíåøíèå îöåíêè ïðåä-

ñòàâëåíû íà ðèñ. 12.5 � 12.8, ãäå ïîêàçàíû äâóìåðíûå ïðîåêöèè ÷åòû-

ðåõìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ íà ïëîñêîñòè fx

1

; x

2

g, fx

1

; x

3

g, fx

3

; x

4

g,

fx

2

; x

4

g. Íà ðèñ. 12.6, 12.8 øòðèõîâûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ïðîåêöèè

íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà è ñïëîøíûìè ëèíèÿìè � ïðîåêöèè äåñÿòè îöå-

íîê äëÿ èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè, à íà

ðèñ. 12.5, 12.7 � äèíàìèêà âî âðåìåíè îäíîé èç òðóáîê âíåøíèõ îöå-

íîê (èçîáðàæåíû ïðîåêöèè ñå÷åíèé P

+

[k℄ ÷åðåç êàæäûå 10 øàãîâ). Èç

ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé ïîìåõå �(�) îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ õó-

æå, ÷åì ïðè ïîìåõå òèïà "bang-bang" ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé.

Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè èç ïðèìåðà 9.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî è ïðè "ïëî-

õîé" ïîìåõå �(�) ïîñòðîåííûå îöåíêè îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì îöåíêè

ÌÄ ñèñòåìû áåç ó÷åòà äàííûõ èçìåðåíèé.

8

Ïðè ýòîì T ïîêðûâàåòñÿ èíòåðâàëàìè îäèíàêîâîé äëèíû. Íà ïåðâîì èíòåðâàëå ïîëàãàåòñÿ

w(t) � w

1

, ãäå çíà÷åíèå w

1

âûáðàíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà ãðàíèöå äîïóñòèìîé îáëàñòè R, à íà

âòîðîì ïîëàãàåòñÿ w(t) � �w

1

. Çàòåì âûáèðàåòñÿ íîâîå çíà÷åíèå w

2

2 �R è ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ

äëÿ ñëåäóþùåé ïàðû èíòåðâàëîâ, è ò.ä. Âîçìóùåíèÿ �(�) ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî.
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�ëàâà IV

Ïîëèýäðàëüíûå îöåíêè â çàäà÷å

öåëåâîãî ñèíòåçà ñòðàòåãèé

óïðàâëåíèÿ áåç íåîïðåäåëåííîñòè è â

óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè

�ëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å íåëèíåéíîãî ñèíòåçà óïðàâëåíèé â ñèñòåìàõ

ñ èñõîäíîé ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé è ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïó-

òè ðåøåíèÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ óêàçàíû â [80,88℄. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè

ïîñòðîåíà òàê íàçûâàåìàÿ òðóáêà ðàçðåøèìîñòèW(�), òî ðåøåíèå çàäà-

÷è óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ýêñòðåìàëüíûõ ñòðàòå-

ãèé Í.Í. Êðàñîâñêîãî. Â [95, 111℄ ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ

W(�) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî ýâîëþ-

öèîííîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî ðåøåíèå äàåòñÿ èíòåãðàëîì Àóìàíà (â ñëó÷àå

áåç íåîïðåäåëåííîñòè) èëè àëüòåðíèðîâàííûì èíòåãðàëîì Ïîíòðÿãèíà

(â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè). Òî÷íîå íàõîæäåíèå W(�) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó (îñîáåííî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå). ×èñëåííîìó

ïîñòðîåíèþ àëüòåðíèðîâàííûõ ñóìì Ïîíòðÿãèíà ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð,

ðàáîòû [16,44,109℄. Â [93,94,201℄ ðàçðàáîòàíà ñõåìà "ýëëèïñîèäàëüíîãî

ñèíòåçà", ïðè êîòîðîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ýëëèïñî-

èäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé òðóáêè W(�), è ïîä÷åðêíóòî, ÷òî òàêàÿ ñõåìà
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ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ, à

íå àëãîðèòìè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, êàê ýòîãî òðåáóåò "òî÷íàÿ" òåîðèÿ. Â

äàííîé ãëàâå ðàçðàáàòûâàþòñÿ êîíñòðóêòèâíûå ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è

ñèíòåçà, îñíîâàííûå íà ïîëèýäðàëüíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ òðóáêè ðàçðå-

øèìîñòè. Ïðè ýòîì âìåñòîW(�) èñïîëüçóþòñÿ ñåìåéñòâà ïàðàëëåëåïèïå-

äîçíà÷íûõ îöåíîê, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ

ïàðàìåòðèçîâàííûõ ñèñòåì ÎÄÓ. �åçóëüòàòû ãëàâû îïèñàíû â [189,191℄.

13 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñèíòåçà

�àññìîòðèì ñèñòåìó

_x = A(t)x+ u(t) + v(t); t 2 T = [0; �℄; (13.1)

ñ âõîäíûìè âîçäåéñòâèÿìè u(t) (óïðàâëåíèå) è v(t) (íåèçâåñòíîå, íî îãðà-

íè÷åííîå âîçìóùåíèå), ñòåñíåííûìè çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè

u(t) 2 R(t); v(t) 2 Q(t) ïðè ï.â. t 2 T; (13.2)

è ñ äàííûì öåëåâûì ("òåðìèíàëüíûì") ìíîæåñòâîì M. Áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ èìåþò �îðìó ïàðàëëåëåïèïåäîâ:

R(t) = P(r(t); R(t); �(t)) � P [r(t);

�

R(t)℄;

Q(t) = P(q(t); Q(t); �(t)) � P [q(t);

�

Q(t)℄;

M = P(p

�

; P

�

; �

�

) � P [p

�

;

�

P

�

℄;

(13.3)

ãäå r(t), R(t), �(t), q(t), Q(t), �(t), A(t) � íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå è

ìàòðè÷íûå �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 13.1 [93℄ Çàäà÷à öåëåâîãî ñèíòåçà óïðàâëåíèé ïðè

íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè

W(�; �;M) è òàêîé ìíîãîçíà÷íîé ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ

u = U(t; x), U(�; �) 2 U




R

, ÷òîáû âñå ðåøåíèÿ x(t) äè��åðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ

_x 2 A(t)x+ U(t; x) +Q(t); t 2 T; (13.4)
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âûïóùåííûå èç ëþáîé ïîçèöèè f�; x

�

g, x

�

= x(�) 2 W(�; �;M), � 2

[0; �), äîñòèãàëè òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâàM â ìîìåíò �: x(�) 2M.

Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W(t)

4

= W(t; �;M) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ

ñîñòîÿíèé x

t

2 IR

n

, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà âîîáùå ñó-

ùåñòâóåò. Çäåñü êëàññ U




R

äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò

èç ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé U(t; x), èçìåðèìûõ ïî t, ïîëóíåïðåðûâ-

íûõ ñâåðõó ïî x, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûïóêëûå êîì-

ïàêòíûå ìíîæåñòâà U(t; x) � R(t); t 2 T: Óñëîâèå U(�; �) 2 U




R

ãà-

ðàíòèðóåò [147℄, ÷òî âêëþ÷åíèå (13.4) èìååò ðåøåíèå, ò.å. äëÿ ëþáîãî

x(0) = x

0

2 IR

n

ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ x(t), t 2 T ,

îáåñïå÷èâàþùàÿ âêëþ÷åíèå (13.4) ïðè ïî÷òè âñåõ t 2 T .

Ìíîãîçíà÷íóþ �óíêöèþ W(t) ïðèíÿòî íàçûâàòü [93℄ òðóáêîé ðàçðå-

øèìîñòè èëè "ìîñòîì Êðàñîâñêîãî" . Ôóíêöèÿ W(t) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷å-

âûì ýëåìåíòîì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Èçâåñòíî [95, 111℄, ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè

f�; x

�

g ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà èíòåðâàëå [�; �℄ ñó-

ùåñòâóåò òàêîå h

+

-ðåøåíèå Z(�) óðàâíåíèÿ èíòåãðàëüíîé âîðîíêè

lim

�!+0

�

�1

h

+

(Z(t� �) + �Q(t); (I � �A(t))Z(t)� �R(t)) = 0 (13.5)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

Z(�) �M; (13.6)

÷òî x

�

2 Z(�). Íàïîìíèì, ÷òî h

+

-ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.5), (13.6)

íà T îïðåäåëÿåòñÿ êàê h

+

-àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå

1

îòîáðàæåíèå Z(�):

T 7! 
onv IR

n

, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó (13.5) ïðè ï.â. t 2 T è êðàå-

âîìó óñëîâèþ (13.6). Îòîáðàæåíèå W(t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìàêñè-

ìàëüíûì ðåøåíèåì

2

óðàâíåíèÿ (13.5), W(�) =M.

Èçâåñòíî òàêæå [95, 201℄, ÷òî åñëè íàéäåíà òðóáêà Z(�), óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ (13.5), (13.6), òî ñòðàòåãèþ U

Z

(t; x) ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå

1

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Z(t) ñî çíà÷åíèÿìè â 
onv IR

n

íàçûâàåòñÿ h

+

-àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íûì (ñëåâà) íà èíòåðâàëå T , åñëè 8" > 0 9Æ > 0:

P

i

(t

00

i

� t

0

i

) < Æ )

P

i

h

+

(Z(t

0

i

);Z(t

00

i

)) < " äëÿ

ëþáîé êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (t

0

i

; t

00

i

) � T .

2

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî h

+

-ðåøåíèÿ (13.5), (13.6) âûïîëíÿåòñÿ Z(t) � W(t), 8t 2 T .
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ïðàâèëà "ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ" Í.Í. Êðàñîâñêîãî:

U

Z

(t; x) =

8

>

>

<

>

>

:

R(t); åñëè x 2 Z(t);

Argmaxf(�l

0

; u)j u 2 R(t)g; åñëè x =2 Z(t);

(13.7)

ãäå l

0

= l

0

(t; x) � ðåøåíèå (îíî åäèíñòâåííî) çàäà÷è

(l

0

; x)� �(l

0

jZ(t)) = maxf(l; x)� �(ljZ(t)) j klk = 1g: (13.8)

Óêàçàííàÿ ñòðàòåãèÿ U

Z

(t; x) îêàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, è ëþáîå ðåøåíèå

x(�) âêëþ÷åíèÿ (13.4) (ãäå U(t; x) çàìåíåíî íà U

Z

(t; x)), íà÷èíàþùååñÿ â

x(�) = x

�

2 Z(�), óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ x(t) 2 Z(t), � � t � �, è,

ñëåäîâàòåëüíî, äîñòèãàåò öåëåâîãî ìíîæåñòâà â ìîìåíò �: x(�) 2M.

Áóäåì ðàçëè÷àòü äâå çàäà÷è: çàäà÷ó ñèíòåçà óïðàâëåíèé äëÿ ñëó÷àÿ

áåç íåîïðåäåëåííîñòè, êîãäà v(t) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ (ò.å. â (13.3) èìå-

åì �(t) � 0 è

�

Q(t) � 0), è çàäà÷ó â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Äëÿ ïåðâîé çàäà÷è W(t) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó Àóìàíà [165℄ è ñîâïà-

äàåò ñ ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (13.1), (13.2) â ìîìåíò t èç

ìíîæåñòâà M, âû÷èñëåííîìó â îáðàòíîì âðåìåíè, îò � ê t. À èìåííî,

W(�) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ñîñòîÿíèé x

�

2 IR

n

, äëÿ êîòîðûõ ñó-

ùåñòâóåò óïðàâëåíèå u(t) 2 R(t), � � t � �, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç x

�

âM ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè x(t), � � t � �, òàê ÷òî x(�) = x

�

;

è x(�) 2M. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå W(t) 6= ;, t 2 T .

Âòîðóþ çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü, ñ÷èòàÿ âûïîëíåííûì

Ïðåäïîëîæåíèå 13.1 Äëÿ ñëó÷àÿ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî W(t) 6= ;, t 2 T , è, áîëåå òîãî, ÷òî òðóáêà ðàçðåøèìîñòè W(t)

íåâûðîæäåíà, ò.å. ñóùåñòâóþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå �óíêöèè x

�

(t) è

�(t) > 0 òàêèå, ÷òî x

�

(t) + �(t)B(0; 1) � W(t), t 2 T .

Èçâåñòíî [95,201℄, ÷òî äëÿ âòîðîé çàäà÷èW(�) ñâîäèòñÿ ê àëüòåðíè-

ðîâàííîìó èíòåãðàëó Ïîíòðÿãèíà J(�; �;M) [124, 125℄, êîòîðûé ââîäèò-

ñÿ êàê ïðåäåë ñëåäóþùèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Ïóñòü (áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè) A(t) � 0. Ïóñòü T

m

åñòü ðàçáèåíèå èíòåðâàëà [�; �℄ òî÷êàìè

142



� = �

0

< �

1

< : : : < �

m

= � ñ �

m

= maxfj�

i

� �

i�1

j j i=1; : : : ;mg, è ïóñòü

W

m

(T

m

;M) =M;

W

i�1

(T

m

;M) = [�

�

i

Z

�

i�1

R(t)dt+W

i

(T

m

;M)℄

_

�

�

i

Z

�

i�1

Q(t)dt;

ãäå

_

� � çíàê ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿ 13.1 õàóñäîð�îâ ïðåäåë J(�; �;M) = lim

m!1;�

m

!0

W

0

(T

m

;M)

ñóùåñòâóåò, íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ T

m

è W(�) = J(�; �;M).

Íàïîìíèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

x = �(t; �) ~x; (13.9)

ãäå �(t; �) � ýòî �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû _x = A(t)x, ìû

äåéñòâèòåëüíî ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñ íóëåâîé ìàòðèöåé A(t) � 0:

_

~x = ~u(t) + ~v(t); ~x(�) 2M;

~u(t) 2

~

R(t) = �(t; �)

�1

R(t)

4

= P(~r(t);

~

R(t); ~�(t));

~v(t) 2

~

Q(t) = �(t; �)

�1

Q(t)

4

= P(~q(t);

~

Q(t); ~�(t)):

(13.10)

Äëÿ îáåèõ çàäà÷ òðóáêà ðàçðåøèìîñòè îáëàäàåò ïîëóãðóïïîâûì ñâîé-

ñòâîì

W(t; �;M) =W(t; �;W(�; �;M)); 8t; � : 0 � t � � � �: (13.11)

Íèæå ìû ââîäèì ñåìåéñòâà îöåíîê äëÿ òðóáêè ðàçðåøèìîñòè, îáëàäà-

þùèå îáîáùåííûìè ïîëóãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè (òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ,

àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿì 8.2, 8.3, íî â îáðàòíîì âðåìåíè, ïðèâåäåíû

íèæå â �� 14, 15). Áóäåì èñêàòü âíåøíèå ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå îöåí-

êè P

+

(�) äëÿ W(�), ò.å. òàêèå, ÷òî

W(t) � P

+

(t); 8 t 2 T; (13.12)

è âíóòðåííèå ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûå îöåíêè P

�

(�), ò.å., ïî îïðåäåëå-

íèþ, ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ (13.5), (13.6). Òðóáêè P

+

(�)
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äàþò âíåøíèå îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâ òåõ ïîçèöèé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à

ñèíòåçà ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ðàçðåøèìà. Åñëè æå èçâåñòíà âíóòðåííÿÿ

òðóáêà P

�

(�), òî ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïî �îð-

ìóëàì (13.7), (13.8), ãäå Z çàìåíåíî íà P

�

. Îòìåòèì, ÷òî

P

�

(t) = �(t; �)

~

P

�

(t); (13.13)

ãäå

~

P

�

(t) � ýòî âíåøíèå (âíóòðåííèå) îöåíêè ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè

~

W(t) äëÿ ñèñòåìû (13.10).

14 Âíåøíèå îöåíêè òðóáêè ðàçðåøèìîñòè

Ïóñòü ïàðàìåòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

(t) = P(p

+

(t); P

+

(t); �

+

(t))

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

_

p

+

= A(t) p

+

+ r(t) + q(t); p

+

(�) = p

�

;

_

P = A(t)P; P (�) = P

+

�

;

_� = �Abs (P

�1

R(t))�(t) + Abs (P

�1

Q(t))�(t);

�(�) = Abs ((P

+

�

)

�1

P

�

) �

�

;

P

+

(t) = P (t) diag fkp

i

(t)kg

�1

;

�

+

(t) = diag fkp

i

(t)kg �(t);

(14.1)

ãäå P

+

�

2 M

n�n

0

� ìàòðè÷íûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæíî âàðüèðîâàòü è

êîòîðûé îïðåäåëÿåò öåëîå ñåìåéñòâî òðóáîê P

+

(�).

Òåîðåìà 14.1 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óïîìÿíóòûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Äëÿ

îáåèõ çàäà÷ ïðè êàæäîì P

+

�

2 M

n�n

�

ñèñòåìà (14.1) èìååò íà îòðåç-

êå T åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðóáêà P

+

(�) åñòü

âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ òðóáêè ðàçðåøèìîñòè W(�) (ò.å. ñïðàâåäëèâû

âêëþ÷åíèÿ (13.12)). Åñëè A(t) � 0, òî P

+

(t) � P

+

�

, 8 t 2 T , è

�

�t

�(�(P

+

)

�1

>

e

i

jP

+

(t))

= �(�(P

+

)

�1

>

e

i

jQ(t))� �(�(P

+

)

�1

>

e

i

j � R(t))

�

�

�t

�(�(P

+

)

�1

>

e

i

jW(t)); i = 1; : : : ; n:

(14.2)

144



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (13.9). Ïóñòü

~

W(�)

� òðóáêà ðàçðåøèìîñòè äëÿ (13.10), à

~

P(�) � òàêàÿ òðóáêà, ÷òî

_

~

p

+

= ~r(t) + ~q(t);

_

~

P

+

= 0;

_

~

�

+

= �Abs ((

~

P

+

)

�1

~

R(t))~�(t) + Abs ((

~

P

+

)

�1

~

Q(t))~�(t);

~p

+

(�) = p

�

;

~

P

+

(�) = P

+

�

; ~�

+

(�) = Abs ((P

+

�

)

�1

P

�

) �

�

:

(14.3)

Èìååì

~

P

+

(t) � P

+

�

, 8t 2 T . Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

äëÿ (14.3) î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó detP

+

�

6= 0.

Ïðåäïîëîæèì âðåìåííî, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

~�

+

(t) � 0; 8t 2 T: (14.4)

Òîãäà

~

P

+

(t) åñòü ïàðàëëåëåïèïåä è �(lj

~

P

+

(t)) = (~p

+

(t); l)+

P

n

i=1

j(p

+;i

�

; l)j�

~�

+

i

(t). Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî t è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

(14.3), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ ��(lj

~

P

+

(t))=�t. Âû÷èñëÿÿ åãî ïðè l =

�l

j

(j=1; : : : ; n), ãäå l

j

= (P

+

�

)

�1

>

e

j

, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (p

+;i

�

; l

j

) =

Æ

ij

è âûðàæåíèå äëÿ îïîðíîé �óíêöèè ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîëó÷àåì

��(�l

j

j

~

P

+

(t))=�t = �(�l

j

j

~

Q(t))� �(�l

j

j

~

R(t)): (14.5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (13.5) ñëåäóåò (ñì., íàïðèìåð, [201, ñ.201℄), ÷òî

��(lj

~

W(t))=�t � �(lj

~

Q(t))� �(�lj

~

R(t)); 8l 2 IR

n

: (14.6)

Ââèäó (14.5) è (14.6) ñîîòíîøåíèÿ (14.2) äîêàçàíû.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ~p

+

(�), ~�

+

(�) îáåñïå÷èâàþò, ÷òî

~

P

+

(�) � M =

~

W(�).

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ (14.5), (14.6), èìååì

�(�l

j

j

~

W(t)) = �(�l

j

j

~

W(�))�

�

Z

t

�

��

�(�l

j

j

~

W(�)) d�

� �(�l

j

j

~

P

+

(�))�

�

Z

t

�

��

�(�l

j

j

~

P

+

(�)) d� = �(�l

j

j

~

P

+

(t));

j = 1; : : : ; n. Âûïóêëîñòü

~

W(t) è ëåììà 2.3 îáåñïå÷èâàþò

~

W(t) �

~

P

+

(t).

Âìåñòå ñ (13.9), (13.13) ýòî äàåò (13.12).
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Âåðíåìñÿ ê íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ (14.4). Åñëè ~�(t) � 0, òî (14.4)

âåðíî, ïîñêîëüêó â (14.3) ~�

+

(�) � 0 è

_

~�

+

(t) � 0. �àññìîòðèì ñëó÷àé

ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ. Ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ 13.1, ~�

+

(t) > 0 ïðè t = �

è ïðè âñåõ t â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè �. Äîïóñòèì, ÷òî t

�

åñòü ïåðâûé

(ñ÷èòàÿ ñïðàâà) ìîìåíò, äëÿ êîòîðîãî îêàçûâàåòñÿ ~�

+

i

�

(t

�

) = 0 ïðè íåêî-

òîðîì i

�

2 f1; : : : ; ng. Ñîîòíîøåíèÿ (14.4) âñå åùå âåðíû äëÿ t 2 [t

�

; �℄,

è, çíà÷èò,

~

W(t

�

) � P

+

(t

�

). Ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ 13.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

~�

+

(t

�

) > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîãî ìîìåíòà t

�

íå ñóùåñòâóåò è (14.4) äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî.

Óðàâíåíèÿ (14.1) ëåãêî ïîëó÷èòü èç (14.3) ñ ïîìîùüþ �îðìóëû äëÿ

à�èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà. 2

Ñëåäñòâèå 14.1 Òðóáêè P

+

(�) ñ ïàðàìåòðàìè (14.1) óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì

lim

�!+0

�

�1

h(P

+

(t��);

�(t��; �)�(t; �)

�1

(P

+

P

+

(t)

(P

+

(t)� �R(t))

_

��Q(t))) = 0; (14.7)

lim

�!+0

�

�1

h(P

+

(t��);

�(t��; �)�(t; �)

�1

P

+

P

+

(t)

((P

+

(t)� �R(t))

_

��Q(t))) = 0; (14.8)

lim

�!+0

�

�1

h

+

(((I � �A(t))P

+

(t)� �R(t))

_

��Q(t);P

+

(t��)) (14.9)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì P

+

(�) = P

+

P

+

�

(M). Çäåñü P

+

(t) óäîâëåòâîðÿþò

(14.1), à �(t; �) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé (ñì. (13.9)).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé A(t) � 0. Òîãäà ñî-

îòíîøåíèå (14.7) ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ �îðìóë äëÿ ïàðàìåòðîâ

P

+

(t� �), êîòîðûå ñëåäóþò èç (14.1), è �îðìóë äëÿ ïàðàìåòðîâ âòî-

ðîãî ÷ëåíà â (14.7), êîòîðûå ñëåäóþò èç òåîðåìû 3.1 è ñëåäñòâèÿ 4.1.

Ñîîòíîøåíèå (14.8) åñòü ñëåäñòâèå (14.7) ââèäó ëåììû 4.4. Âû÷èòàÿ (â

ñìûñëå

_

�) �Q(t) èç îáåèõ ÷àñòåé î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ P

+

(t)��R(t) �

P

+

P

+

(t)

(P

+

(t)��R(t)) è èñïîëüçóÿ (14.7), ïîëó÷àåì (14.9). Åñëè A(t) 6= 0,

òî (14.7) � (14.9) âåðíû äëÿ ñèñòåìû (13.10). Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì

ïåðåìåííûì è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (13.10), (13.13) è (3.8), ïîëó÷àåì
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(14.7), (14.8). Èç (8.19) ñëåäóåò, ÷òî �(t��; �) = �(t; �)� �A(t)�(t; �) +

o(�). Ñëåäîâàòåëüíî, �(t��; �)�(t; �)

�1

= I��A(t)+o(�), ÷òî ïðèâîäèò

ê (14.9). 2

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (14.7), (14.8) ìîãóò áûòü óïðîùåíû ïóòåì

çàìåíû ìíîæèòåëÿ �(t� �; �)�(t; �)

�1

êàêîé-íèáóäü èç åãî àïïðîêñèìà-

öèé, íàïðèìåð, I � �A(t), êàê è âûøå, èëè

(I + �A(t� �))

�1

; (14.10)

èëè êàêîé-ëèáî åùå.

Çàìå÷àíèå 14.1 Ïóñòü P

+

(t; �;P

�

;P

+

�

) = P(p

+

(t; �; p

�

); P

+

(t; �;

P

+

�

); �

+

(t; �; �

�

; P

�

; P

+

�

)) îáîçíà÷àåò ïàðàëëåëåïèïåä, ïàðàìåòðû p

+

, P

+

,

�

+

êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (14.1) ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (â ìîìåíò �), îïðåäåëÿåìûìè ïàðàëëåëåïèïå-

äîì P

�

= P(p

�

; P

�

; �

�

) è ñâîáîäíûì ìàòðè÷íûì ïàðàìåòðîì P

+

�

2

M

n�n

�

, ò.å. p

+

(�; �; p

�

) = p

�

, P

+

(�; �; P

+

�

) = P

+

�

, �

+

(�; �; �

�

; P

�

; P

+

�

) =

Abs ((P

+

�

)

�1

P

�

)�

�

. Òîãäà íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî

P

+

(t; �;P

�

;P

+

�

) = P

+

(t; �;P

+

(�; �;P

�

;P

+

�

);P

+

(�; �; P

+

�

));

8t; � : 0 � t � � � �; M� P

+

(�; �;P

�

;P

+

�

); 8P

+

�

2M

n�n

�

:

(14.11)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò "âåðõíåå" ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî [93℄,

[201, ñ.208℄ äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ îöåíîê P

+

(t; �;P

�

;P

+

�

). Ýòî

ñâîéñòâî ïîäîáíî (13.11) è â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæåò áûòü çàïèñà-

íî â âèäå, àíàëîãè÷íîì (8.9).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âíåøíèå P

+

(�) è âíóòðåííèå P

�

(�) îöåíêè äëÿ

W(�) îáëàäàþò ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì, åñëè

W(t; �;P

+

(�)) � P

+

(t); 8t; � : 0 � t � � � �; M� P

+

(�); (14.12)

P

�

(t) � W(t; �;P

�

(�)); 8t; � : 0 � t � � � �; P

�

(�) �M: (14.13)

Äîêàçûâàÿ òåîðåìó 14.1, ìû �àêòè÷åñêè èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå

P

+

(t)=P

+

(t; �;P

�

;P

+

�

) è äîêàçàëè, ÷òî P

+

(t; �;P

�

;P

+

�

)�W(t; �;P

�

). Àíà-

ëîãè÷íî ìîæíî âèäåòü, ÷òî P

+

(t; �;P

�

;P

+

�

) � W(t; �;P

�

), 8t; � : 0 � t �

� � �, 8P

�

, 8P

+

�

2M

n�n

�

. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ (14.11), ïîëó÷àåì
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Çàìå÷àíèå 14.2 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 14.1 îöåíêè P

+

(�) îáëàäàþò

ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì (14.12)

3

.

Çàìå÷àíèå 14.3 Ïóñòü òåïåðü

intM 6= ;: (14.14)

Ñ÷èòàÿ ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

(t) ïàðàëëåëîòîïàìè P [p

+

(t);

�

P

+

(t)℄, âûïè-

øåì ÎÄÓ äëÿ

�

P

+

(t). Ïîñêîëüêó

�

P

+

= P

+

diag �

+

= P diag �, òî ïðÿìûì

äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

_

�

P

+

= A(t)

�

P

+

�

�

P

+

diag (Abs ((

�

P

+

)

�1

R(t)) �(t))

+

�

P

+

diag (Abs ((

�

P

+

)

�1

Q(t))�(t));

�

P

+

(�) = P

+

�

diag (Abs ((P

+

�

)

�1

P

�

) �

�

):

Òåîðåìà 14.2 Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé áåç íåîïðåäåëåííîñòè (ò.å.

�(t) � 0). Åñëè ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

(t) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

(14.1), òî P

+

(t) îêàçûâàþòñÿ âíåøíèìè êàñàþùèìèñÿ îöåíêàìè äëÿ

W(t), è ñïðàâåäëèâî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

W(t) =

\

fP

+

(t) jP

+

�

2 V

0

g; 8t 2 T;

àíàëîãè÷íîå (8.35) (ñ çàìåíîé P

+

0

íà P

+

�

).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ êàê è â òåîðåìå 8.2. 2

15 Âíóòðåííèå îöåíêè òðóáêè ðàçðåøèìîñòè. Ïî-

ñòðîåíèå ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ

�àññìîòðèì ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûå òðóáêè P

�

(�) = P [p

�

(�);

�

P

�

(�)℄,

ïàðàìåòðû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå ÎÄÓ

_

p

�

= A(t) p

�

+ r(t) + q(t); p

�

(�) = p

�

;

_

�

P

�

= A(t)

�

P

�

+

�

R(t)�(t)+

�

P

�

diag (Abs ((

�

P

�

)

�1

�

Q(t)) e);

�

P

�

(�) =

�

P

�

�

�

:

(15.1)

3

È â ñëó÷àå intM 6= ; ÿâëÿþòñÿ, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ [191℄ ñ ïîìîùüþ ëåììû 4.4, ëîêàëüíî-

îïòèìàëüíûìè â ñìûñëå îáúåìà îöåíêàìè äëÿ W(�).

148



Çäåñü �

�

è �(�) � ýòî ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû (n�n-ìàòðèöà è èçìåðèìàÿ

n�n-ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ), êîòîðûå îïðåäåëÿåò öåëîå ñåìåéñòâî òðóáîê

P

�

(�) è êîòîðûå ñòåñíåíû ñëåäóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè:

�

�

2 G; �(�) 2 G = f�(�)j �(t) 2 G ïðè ï.â. t 2 Tg; (15.2)

ãäå ìíîæåñòâî G ââåäåíî â (8.40).

Òåîðåìà 15.1 Ïóñòü

�

Q(t) � 0 (ñëó÷àé áåç íåîïðåäåëåííîñòè). Òîãäà

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (15.2) íà âñåì ïðîìåæóòêå T îïðåäå-

ëåíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (15.1) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðóá-

êà P

�

(�) = P [p

�

(�);

�

P

�

(�)℄ óäîâëåòâîðÿåò (13.6), (13.5) ïðè t 2 T , ÿâ-

ëÿÿñü âíóòðåííåé îöåíêîé äëÿ òðóáêè ðàçðåøèìîñòè W(�). Â ñëó÷àå ñ

íåîïðåäåëåííîñòüþ, åñëè det

�

P

�

(�) 6= 0, ñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî, ïî êðàé-

íåé ìåðå, äëÿ íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà T

1

= [t

1

; �℄, ãäå 0 � t

1

< �.

Çäåñü T

1

ìîæåò çàâèñåòü îò �

�

è �(�). Íèæå äëÿ ñëó÷àÿ áåç íåîïðåäå-

ëåííîñòè òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü T

1

= T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, A(t) � 0. Åñëè

�

Q(t) � 0, òî (15.1)

� ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ ÎÄÓ. Èç (15.1) çàêëþ÷àåì, ÷òî P

�

(t��) =

P

�

I;

�

�(t)

(P

�

(t)��R(t))+ o(�), ãäå

�

�(t) = �

�1

R

t

t��

�(�) d� . Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ëåììå 3.8 P

�

(t� �) � P

�

(t)� �R(t) + o(�), è èìååì (13.5),(13.6).

Ïðè

�

Q(t) 6� 0 â ëþáîé çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D � D

Æ

4

=

f(t;

�

P

�

)j t 2 T; j det

�

P

�

j � Æg, ãäå ÷èñëî 0 < Æ < j det

�

P

�

(�)j ñêîëü óãîä-

íî ìàëî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (15.1) [147, òåîðåìà 4, ñ.10, è òåîðåìà 2, ñ.8℄. Ïðè ýòîì òåîðå-

ìà 4 îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæóòêà T

1

= [t

1

; �℄, ãäå 0 � t

1

< �,

íà êîòîðîì ðåøåíèå

�

P

�

(t) îïðåäåëåíî è j det

�

P

�

(t)j � Æ. Óáåäèìñÿ, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðóáêà P

�

(�) óäîâëåòâîðÿåò (13.5) ïðè t 2 T

1

. Âî èçáå-

æàíèå ãðîìîçäêîñòè ïîëîæèì r(t) � q(t) � p

�

= 0. Îáîçíà÷èì

P

I

=

�

P

�

(t)� �

�

R(t)

�

�(t);

P

II

= P

I

� �

�

P

�

(t)diag (Abs (

�

P

�

(t)

�1

�

Q(t)) e);

P

III

= P

I

� �P

I

diag (Abs ((P

I

)

�1

�

Q(t)) e)

149



(äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè àðãóìåíò t�� ó P

I

, P

II

è P

III

îïóùåí). Èç (15.1)

ñëåäóåò, ÷òî

�

P

�

(t� �) = P

II

+ o(�): (15.3)

Ââèäó ëåììû 3.8 è ñëåäñòâèÿ 4.1 èìååì

P [0; P

I

℄ = P

�

I;

�

�(t)

(P

�

(t)� �R(t)) � P

�

(t)� �R(t); (15.4)

P [0; P

III

℄ = P [0; P

I

℄

_

��Q(t): (15.5)

Ââîäÿ ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

kP

II

� P

III

k � C

1

�

2

(1 + Æ)=(Æ(Æ � C

2

�)); 8� : 0 � � � 1: (15.6)

Çäåñü êîíñòàíòû C

1

; C

2

> 0 çàâèñÿò îò n è îò ìàêñèìóìîâ çíà÷åíèé

k

�

R(t)k, k

�

Q(t)k, k

�

P

�

(t)k íà T

1

(ìàêñèìóìû ñóùåñòâóþò â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè íà T

1

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå (15.6) áûëè

èñïîëüçîâàíû ïîñëåäíèå òðè èç íåðàâåíñòâ (8.54). Çäåñü ìàòðè÷íàÿ íîð-

ìà k � k � òà æå, ÷òî è â (8.40). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (15.3), (15.6) èìååì

�

P

�

(t� �) = P

III

+ o(�): (15.7)

Òîãäà èç (15.5) âûòåêàåò, ÷òî

P

�

(t� �) � P [0; P

III

℄+P [0; o(�)℄ = P [0; P

I

℄

_

��Q(t)+P [0; o(�)℄: (15.8)

Íî åñëè X

1

� (X

2

_

�X

3

)+X

4

, òî X

1

+X

3

� X

2

+X

4

. Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò

è âêëþ÷åíèå (15.4), ïîëó÷àåì èç (15.8), ÷òî

P

�

(t� �) + �Q(t) � P

�

(t)� �R(t) + P [0; o(�)℄; (15.9)

à ýòî îçíà÷àåò (13.5) äëÿ ñëó÷àÿ A(t) � 0.

Åñëè A(t) 6� 0, òî (13.5) ïîëó÷àåòñÿ èç (15.9) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó ñëåäñòâèÿ 14.1, à óðàâíåíèÿ (15.1) äëÿ P

�

(t) ïîëó÷àþòñÿ èç àíàëî-

ãè÷íûõ óðàâíåíèé äëÿ

~

P

�

(t) â ñèëó (13.10), (13.13).

Òàê êàê è P

�

(�), èW(�) óäîâëåòâîðÿþò (13.5), àW(�) åñòü ìàêñèìàëü-

íîå ðåøåíèå (13.5), èìååì P

�

(t) � W(t), 8t 2 T

1

. 2
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Ñëåäñòâèå 15.1 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.1 òðóáêè P

�

(�) ñ ïàðàìåò-

ðàìè (15.1) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì

lim

�!+0

�

�1

h(P

�

(t��);

�(t��; �)�(t; �)

�1

P

�

I;

�

�(t)

((P

�

(t)� �R(t))

_

��Q(t))) = 0; (15.10)

lim

�!+0

�

�1

h

+

(P

�

(t��);

((I � �A(t))P

�

(t)� �R(t))

_

��Q(t)) = 0 (15.11)

(ãäå

�

�(t) = �

�1

R

t

t��

�(�) d�) ñ êðàåâûì óñëîâèåì P

�

(�) = P

�

�

�

(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A(t) � 0. Ââèäó (4.22) ñîîòíîøåíèå (15.7)

îçíà÷àåò (15.10). �àâåíñòâî (15.11) ñëåäóåò èç (15.8) è (15.4). Åñëè A(t) 6�

0, òî ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 14.1. 2

Çàìå÷àíèå 15.1 Îáîçíà÷èì ÷åðåç P

�

(t; �;P

�

; �

�

;�(�)) = P [p

�

(t;

�; p

�

);

�

P

�

(t; �;

�

P

�

; �

�

;�(�))℄, t 2 T

1

, ïàðàëëåëîòîï, ïàðàìåòðû p

�

,

�

P

�

êî-

òîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÓ (15.1) ñ �èêñèðîâàííîé �óíêöèåé �(�) è ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (â ìîìåíò �), îïðåäåëÿåìûìè ïàðàëëåëîòîïîì

P

�

= P [p

�

;

�

P

�

℄ è �èêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì �

�

, ò.å. p

�

(�; �; p

�

) = p

�

,

�

P

�

(�; �;

�

P

�

;�

�

;�(�)) =

�

P

�

�

�

. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

P

�

(t; �;P

�

; �

�

;�(�)) = P

�

(t; �;P

�

(�; �;P

�

; �

�

;�(�)); I;�(�));

8t; � : t����; t2T

1

; P

�

(�; �;P

�

; �

�

;�(�)) �M; 8�

�

2G; 8�(�)2G:

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò "íèæíåå" ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî [93℄,

[201, ñ.208℄ ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ îöåíîê P

�

(t; �;P

�

; �

�

;�(�)). Â äðóãèõ

îáîçíà÷åíèÿõ îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå, àíàëîãè÷íîì (8.10).

Òàê æå êàê è äëÿ âíåøíèõ îöåíîê, èìååì

Çàìå÷àíèå 15.2 Âíóòðåííèå îöåíêè P

�

(t) = P

�

(t; �;P

�

; �

�

;�(�)) èç

òåîðåìû 15.1 îáëàäàþò ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì (14.13).

Òåîðåìà 15.2 Â ñëó÷àå áåç íåîïðåäåëåííîñòè (ïðè

�

Q(t) � 0) ñïðàâåä-

ëèâû òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿW(t) =

S

fP

�

(t)j�

�

= I;�(�) 2 Gg, 8t 2 T .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.4. 2
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Çàìå÷àíèå 15.3 Ïàðàëëåëîòîïû P

�

(t), óäîâëåòâîðÿþùèå (15.1), íå

îáÿçàíû áûòü ïàðàëëåëåïèïåäàìè. Îäíàêî àíàëîãè÷íî ëåììå 8.1 íåñëîæ-

íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè �

�

è �(�) òàêîâû, ÷òî det

�

P

�

(�) > 0 è

tr (�(t)�(t)) + e

>

Abs

�

�

P

�

(t)

�1

�

Q(t)

�

e � 0 ïðè ï.â. t 2 T

1

;

�(t) =

�

P

�

(t)

�1

�

R(t);

(15.12)

òî ñå÷åíèÿ òðóáêè P

�

(�) îêàçûâàþòñÿ íåâûðîæäåííûì ïàðàëëåëåïèïå-

äàìè. Åñëè A(t) � 0, òî óêàçàííûå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò, ÷òî �óíêöèÿ

det

�

P

�

(t) íå âîçðàñòàåò. Óñëîâèå (15.12) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè �(�), îáåñïå÷èâàþùåé, ÷òîáû ñå÷åíèÿìè ñîîòâåò-

ñòâóþùåé òðóáêè P

�

(t), t 2 T

1

, áûëè ïàðàëëåëåïèïåäû.

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî, íàïðèìåð, âîñïîëüçîâàòüñÿ êîíñòðóêöèÿìè,

àíàëîãè÷íûìè îïèñàííûì çà çàìå÷àíèåì 8.4. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ

�îðìóëû òèïà (3.29), â ïðåäåëå (ïðè ñãóùåíèè ñåòêè T

N

) ïðèõîäèì ê

íåëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó äè��åðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

_

�

P

�

2 A(t)

�

P

�

+

�

R(t)�(t;

�

P

�

) +

�

P

�

diag (Abs ((

�

P

�

)

�1

�

Q(t)) e);

�

P

�

(�) =

�

P

�

�

�

:

(15.13)

Çäåñü

�(t; P ) = f


j

k

(t; P )g; 


j

k

(t; P ) = �sign (�

k

j

(t; P )) l

j

k

; k; j = 1; : : : ; n;

�(t; P ) = f�

k

j

(t; P )g = P

�1

�

R(t); L = fl

j

k

g 2 L;

(15.14)

L � ìíîæåñòâî n�n-ìàòðö L = fl

j

k

g, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

l

j

k

� 0; k; j = 1; : : : ; n;

l

j

k

= 0; åñëè j 62 J

k

(t; P ); k; j = 1; : : : ; n;

n

X

j=1

l

j

k

= 1; k = 1; : : : ; n;

(15.15)

J

k

(t; P ) = Argmaxfj�

k

j

(t; P )j j j = 1; : : : ; ng; k = 1; : : : ; n: (15.16)
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Òåîðåìà 15.3 Ïóñòü intM 6= ; è �

�

2 G òàêîâà, ÷òî det

�

P

�

(�) > 0.

Åñëè

�

Q(t) � 0, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (15.13), îïðåäåëåí-

íîå íà èíòåðâàëå T

1

= T , è âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15.13) � (15.16)

âìåñòå ñ p

�

(�) èç (15.1) îïðåäåëÿþò òðóáêè P

�

(�), êîòîðûå îêàçûâà-

þòñÿ âíóòðåííèìè ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûìè îöåíêàìè äëÿ W(�) íà

T . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ

íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà T

1

= [t

1

; �℄, ãäå 0 � t

1

< �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (15.13) ÷åðåç F (t;

�

P

�

).

Ïîëîæèì D

Æ

�

= f(t; P )j t 2 T; detP � Æ

�

g, ãäå Æ

�

> 0 � ïðîèçâîëü-

íàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

(15.13), âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè è ïðîâåðèì, ÷òî â ïðî-

èçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè D � D

Æ

�

âûïîëíÿþòñÿ âñå

÷åòûðå óñëîâèÿ òåîðåìû 6 èç [147, ñ.66℄. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî F (t; P )

åñòü íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò äëÿ âñåõ (t; P ) 2 D

Æ

�

è �óíêöèÿ F (t; P )

îãðàíè÷åíà â D � D

Æ

�

.

Ïðîâåðèì, ÷òî �óíêöèÿ F (t; P ), (t; P ) 2 D

Æ

, ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâ-

íîé ñâåðõó ïî âêëþ÷åíèþ ïî ïåðåìåííîé P , òî åñòü

h

+

(F (t; P

0

); F (t; P ))! 0 ïðè P

0

! P: (15.17)

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ (t; P

0

) 2 D

Æ

�

, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê (t; P ),

J

k

(t; P

0

) � J

k

(t; P ); k = 1; : : : ; n: (15.18)

Äåéñòâèòåëüíî, çà�èêñèðóåì k 2 f1; : : : ; ng è ïîëîæèì B

k

(t; P ) =

maxfj�

k

i

(t; P )j j i = 1; : : : ; ng, C

k

(t; P ) = maxfj�

k

i

(t; P )j j i = 1; : : : ; n;

i 62 J

k

(t; P )g. Òîãäà j�

k

i

(t; P )j = B

k

(t; P ), 8i 2 J

k

(t; P ). Â ñèëó íåïðå-

ðûâíîñòè Abs�(t; P ) = Abs (P

�1

�

R(t)) â D

Æ

�

âèäèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ",

0 < " < B

k

(t; P )�C

k

(t; P ), ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (t; P

0

)

èç Æ-îêðåñòíîñòè (t; P ) èìååì j((P

0

)

�1

�

R(t))

k

i

j > B

k

(t; P )�", 8i 2 J

k

(t; P ),

è j((P

0

)

�1

�

R(t))

k

i

j < B

k

(t; P )�", 8i 62 J

k

(t; P ), à ýòî îçíà÷àåò (15.18). �àñ-
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ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò f(t; P

0

) 2 F (t; P

0

). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

f

j

i

(t; P

0

) = e

i

>

A(t)P

0

e

j

�

n

X

k=1

�r

k

i

(t) sign (e

j

>

(P

0

)

�1

�r

k

(t))�

j

k

+e

i

>

P

0

e

j

n

X

k=1

je

j

>

(P

0

)

�1

�q

k

(t)j; i; j = 1; : : : ; n;

(15.19)

ãäå f�

j

k

g

n

k;j=1

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì �

j

k

� 0, k; j = 1; : : : ; n; �

j

k

= 0

ïðè j 62 J

k

(t; P

0

), k; j = 1; : : : ; n;

P

n

j=1

�

j

k

= 1, k = 1; : : : ; n. Ââèäó

(15.18), ýòè ÷èñëà f�

j

k

g

n

k;i=1

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (15.15). Ñëå-

äîâàòåëüíî, íåíóëåâûìè ñëàãàåìûìè â ïåðâîé èç ñóìì ïî k â (15.19)

ìîãóò áûòü òîëüêî òàêèå, äëÿ êîòîðûõ j 2 J

k

(t; P ). �àññìîòðèì òàêèå

÷ëåíû ïîäðîáíåå. Äëÿ êàæäîãî k 2 f1; : : : ; ng ìîæåò áûòü äâå âîçìîæ-

íîñòè. Ïóñòü B

k

(t; P ) > 0. Åñëè j 2 J

k

(t; P ), òî sign �

k

j

(t; P ) 6= 0, è â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè �(t; P ) ïðè (t; P ) 2 D

Æ

�

sign ((P

0

)

�1

�

R(t))

k

j

= sign �

k

j

(t; P ); 8j 2 J

k

(t; P ); (15.20)

äëÿ âñåõ P

0

, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê P . Ïóñòü B

k

(t; P ) = 0. Òîãäà

e

i

>

P

�1

�r

k

(t) = 0, i = 1; : : : ; n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî k-é ñòîëáåö

�

R(t) îðòîãî-

íàëåí n ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðàì, à ïîòîìó ðàâåí íóëþ: �r

k

(t) = 0.

Íî òîãäà e

i

>

(P

0

)

�1

�r

k

(t) = 0, i = 1; : : : ; n, è (15.20) ñíîâà âåðíî. Åñëè

A(t) � 0,

�

Q(t) � 0, òî ñîîòíîøåíèÿ (15.20) îçíà÷àþò f(t; P

0

) 2 F (t; P ),

ò.å. h

+

(F (t; P

0

); F (t; P )) = 0. Â îáùåì ñëó÷àå ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå

â ïðàâîé ÷àñòè (15.13) � îäíîçíà÷íûå �óíêöèè, íåïðåðûâíûå ïî P â

îáëàñòè D. À èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàå-

ìîå � ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ, ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ïî âêëþ÷åíèþ

(ïî P ). Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ F (t; P ) òàêæå ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó

ïî âêëþ÷åíèþ.

Íàêîíåö, ÷òîáû ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå èçìåðèìîãî îäíîçíà÷íîãî

ñåëåêòîðà äëÿ F (t; P ), ðàññìîòðèì �óíêöèþ f(t; P ), ñîîòâåòñòâóþùóþ

L = L(t; P ) = fl

j

k

(t; P )g ñ

l

j

k

(t; P ) =

8

>

<

>

:

1; åñëè j = j(t; P ) = minfij i 2 f1; : : : ; ng; i 2 J

k

(t; P )g;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
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k; j = 1; : : : ; n. Çà�èêñèðóåì k 2 f1; : : : ; ng è ââåäåì �óíêöèè

�

k

i

(t; P ) =

8

>

<

>

:

i; åñëè j�

k

i

(t; P )j = B

k

(t; P );

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

i = 1; : : : ; n:

Âñå îíè èçìåðèìû ïî t ââèäó èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâ òàêèõ t, äëÿ êî-

òîðûõ çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ ïî t �óíêöèé B

k

(t; P ) � j�

k

i

(t; P )j íåïî-

ëîæèòåëüíû (i = 1; : : : ; n). Çíà÷èò, �óíêöèÿ �

k

(t; P )

4

= minf�

k

i

(t; P )j

1 � i � ng èçìåðèìà ïî t äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî P è òàêîâû æå

�óíêöèè l

j

k

(t; P ) (òàê êàê l

j

k

(t; P ) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíî-

æåñòâà ftj �

k

(t; P ) = jg), è, íàêîíåö, �óíêöèÿ f(t; P ) òàêæå èçìåðèìà

ïî t ïðè êàæäîì P .

Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 6 èç [147, ñ.66℄ âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâîâóåò ïðîìåæóòîê T

1

= [t

1

; �℄, ãäå 0 � t

1

< �, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî

ðåøåíèå

�

P

�

(t) âêëþ÷åíèÿ (15.13) è det

�

P

�

(t) � Æ

�

.

Ïóñòü

�

Q(t) � 0. Ââîäÿ �óíêöèè

~

P

�

(t) = �(t; �)

�1

�

P

�

(t), ïîëó÷àåì ýê-

âèâàëåíòíîå (15.13) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

_

~

P

�

2

~

R(t)

~

�(t;

~

P

�

),

~

P

�

(�) =

�

P

�

�

�

, ãäå

~

R(t) = �(t; �)

�1

�

R(t),

~

� ïîëó÷åíî èç � âèäà (15.14)

çàìåíîé �(t; P ) íà

~

�(t; P ) = P

�1

~

R(t). Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ýòîãî âêëþ-

÷åíèÿ det

~

P

�

(t) îêàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé �óíêöèåé, ïîñêîëüêó ââè-

äó [101, ñ.183℄ è (15.14) � (15.16) ïðè det

~

P

�

(t) 6= 0 èìååì

d

dt

det

~

P

�

=

det

~

P

�

tr ((

~

P

�

)

�1

d

dt

~

P

�

) = � det

~

P

�

P

n

k=1

max

1�i�n

j((

~

P

�

)

�1

~

R)

k

i

j � 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî,

~

P

�

(t) íå ïîêèäàåò îáëàñòü, ãäå det

~

P

�

(t) � det

~

P

�

(�) > 0 è,

çíà÷èò, ðåøåíèÿ (15.13) îïðåäåëåíû íà T

1

= T .

Òîò �àêò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ (15.13) óäîâëåòâîðÿþò (13.5), (13.6) ïðè

t 2 T

1

, ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 15.1. 2

Çàìå÷àíèå 15.4 Åñëè èçâåñòíà òðóáêà P

�

(t) = P [p

�

(t);

�

P

�

(t)℄,

t 2 T

1

, òî îïðåäåëåíèå ñòðàòåãèè (13.7) êîíêðåòèçèðóåòñÿ â âèäå

U

P

�

(t; x) =

8

>

>

<

>

>

:

R(t); åñëè x 2 P

�

(t);

R

l

0

(t); åñëè x =2 P

�

(t);

t 2 T

1

;
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ãäå

R

l

0

(t) = fuj u = r(t)�

n

X

i=1

�r

i

(t)�

i

;

�

i

= sign (�r

i

(t); l

0

); åñëè (�r

i

(t); l

0

) 6= 0;

j�

i

j � 1; åñëè (�r

i

(t); l

0

) = 0; i = 1; : : : ; ng;

l

0

= l

0

(t; x) = x� s

0

(t; x);

s

0

(t; x) = argminfkx� sk j s 2 P

�

(t)g:

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ R

l

0

(t) äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü âûðà-

æåíèå îïîðíîé �óíêöèè ïàðàëëåëîòîïà. Âûðàæåíèå äëÿ l

0

ñëåäóåò èç

ñâîéñòâ ïðîåêöèè s

0

òî÷êè x íà P

�

(t) [23, ñ.193℄ è àíàëîãè÷íî �îðìóëå

èç [201, ñ.210℄.

Äëÿ P = P [p;

�

P ℄ èìååì argminfkx�sk j s 2 Pg = p+

�

P �argminfkx�

p�

�

P �k

2

j � 2 P [0; I℄g.

Çàìå÷àíèå 15.5 Åñëè P

�

(t) åñòü íåâûðîæäåííûé ïàðàëëåëåïè-

ïåä, òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ s

0

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íà åäèíè÷íîì êóáå è ìî-

æåò áûòü ðåøåíà çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ìîäè-

�èêàöèè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíûõ

êîìïîíåíò [182, ñ.212℄.

16 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïóòåì äèñêðåòèçàöèè.

�àçîáüåì îòðåçîê T òî÷êàìè �

k

= k h

N

, k=0; : : : ; N , ñ øàãîì h

N

= �=N ,

è èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ äèñêðåòíóþ ñõåìó äëÿ ñèñòåìû (13.1) � (13.3):

x[k℄ = A[k℄x[k�1℄ + u[k℄ + v[k℄; k=1; : : : ; N ; A[k℄ = I + h

N

A(�

k�1

);

u[k℄ 2 R[k℄ = h

N

R(�

k�1

); v[k℄ 2 Q[k℄ = h

N

Q(�

k�1

); x[N ℄ 2M:

(16.1)
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Îöåíêè P

+

[k℄ = P(p

+

[k℄; P

+

[k℄; �

+

[k℄) and P

�

[k℄ = P [p

�

[k℄;

�

P

�

[k℄℄ äëÿ

W(�

k

) âû÷èñëÿåì ïî �îðìóëàì

P

+

[k�1℄ = A[k℄

�1

(P

+

P

+

[k℄

(P

+

[k℄�R[k℄)

_

�Q[k℄); k=N; : : : ; 1;

P

+

[N ℄ = P

+

P

+

�

(M);

P

+

[k�1℄ = Nrm(A[k℄

�1

P

+

[k℄); k=N; : : : ; 1; P

+

[N ℄ = P

+

�

;

P

�

[k�1℄ = A[k℄

�1

(P

�

I;�[k℄

(P

�

[k℄�R[k℄)

_

�Q[k℄); k=N; : : : ; 1;

P

�

[N ℄ = P

�

�

�

(M);

(16.2)

ãäå ñèìâîëîì NrmA îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè Nrv a

i

, i=1; : : : ; n

(a

i

� ñòîëáöû A); P

+

�

2 M

n�n

�

, �

�

2 G, �[k℄ 2 G, k = 1; : : : ; N . Ýòè

�îðìóëû ñîãëàñóþòñÿ ñ (14.7), (15.10), êîãäà òàì èñïîëüçóåòñÿ (14.10).

Âìåñòî ìíîãîçíà÷íîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ U(t; x) èñïîëüçóåì îäíî-

çíà÷íóþ ñòðàòåãèþ (â äèñêðåòíîé âåðñèè):

u[k℄ = U [k; x℄ =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

r[k℄; åñëè x2P

�

[k℄;

r[k℄�

n

X

i=1

�r

i

[k℄sign (�r

i

[k℄; l

0

); åñëè x=2P

�

[k℄;

(16.3)

ãäå l

0

= x � s

0

, s

0

= argminfkx� sk j s 2 P

�

[k℄g, à r[k℄,

�

R[k℄ = f�r

i

[k℄g

� ýòî ïàðàìåòðû R[k℄.

Ïðèìåð 16.1 Ïóñòü n=2, A(t)�

2

6

4

0 1

�8 0

3

7

5

, r(t)�(0; 0)

>

, R(t)�I,

�(t)�(0; 1)

>

, q(t)�(0; 0)

>

, Q(t)�I, �(t)�(0; 0)

>

èëè �(t)�(0:2; 0)

>

,

p

�

=(�0:5; 0)

>

, P

�

=I, �

�

=(0:5; 0:5)

>

, �=2, N=200.

�èñ. 16.1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ áåç íåîïðåäåëåííîñòè (êîãäà �(t) �

(0; 0)

>

). Çäåñü ïîêàçàíû öåëåâîå ìíîæåñòâî M (øòðèõîâîé ëèíèåé),

äåâÿòü ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

[0℄, âû÷èñëåííûõ äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ

îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö P

+

�

2 M

n�n

�

(ðèñ. 16.1(
)) è ïàðàëëåëîòîïû

P

�

[0℄, ñîîòâåòñòâóþùèå �

�

= I è ÷åòûðåì ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðèçàöèÿì

�[�℄ (ðèñ. 16.1(d)). "Íàèáîëüøèé" ïîëó÷åííûé ïàðàëëåëîòîï P

�

[0℄

ñîîòâåòñòâóåò òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè �[�℄, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèö �[k℄ =
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f


j

i

[k℄g, k = N; : : : ; 1, îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

�[k℄ = f�

j

i

[k℄g =

�

P

�

[k℄

�1

�

R[k℄;




i

l

[k℄ =

8

>

<

>

:

sign �

l

i

[k℄; åñëè i = i

�

(l);

0; åñëè i 6= i

�

(l);

i = 1; : : : ; n;

ãäå i

�

(l) 2 Argmaxfj�

l

i

[k℄j j i = 1; : : : ; ng; l = 1; : : : ; n;

(16.4)

(â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíûé âûáîð i

�

(l) èç ÷èñ-

ëà âîçìîæíûõ). Òðè äðóãèõ ïàðàëëåëîòîïà P

�

[0℄ ñîîòâåòñòâóþò "êâà-

çèñòàöèîíàðíûì" ïàðàìåòðèçàöèÿì �[�℄, êîãäà �èêñèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ

ìàòðèöà

~

� = f~


i

j

g 2 G, à ýëåìåíòû �[k℄ îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè




i

j

[k℄ = sign (�

j

i

[k℄~


i

j

) � ~


i

j

; i; j = 1; : : : ; n: (16.5)

Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû òðè çíà÷åíèÿ

~

�:

~

�

1

= 0:5

2

6

4

1 1

1 1

3

7

5

;

~

�

2

=

2

6

4

1 0

1 0

3

7

5

è

~

�

3

=

2

6

4

0 1

0 1

3

7

5

: (16.6)

Ôîðìóëà (16.4) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (3.29), è åå èñïîëüçîâà-

íèå ìîòèâèðîâàíî æåëàíèåì ìàêñèìèçèðîâàòü volP

�

[k � 1℄, ãäå, êàê

íåñëîæíî çàìåòèòü,

�

P

�

[k � 1℄ = A[k℄

�1

�

�

P

�

[k℄ � (I + �[k℄ �[k℄) � diag (e�

Abs (

�

P

�

[k℄

�1

�

Q[k℄)e) + o(h

N

); �[k℄ è

�

Q[k℄ èìåþò ìàëûé ìíîæèòåëü h

N

.

Ôîðìóëû (16.5) ïîÿñíèì äëÿ ñëó÷àÿ A[k℄ � I,

�

Q[k℄ � 0 ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Èìååì

�

P

�

[k�1℄ =

�

P

�

[k℄+

�

R[k℄�[k℄. Çà�èêñèðóåì ìàòðèöó

~

� 2

G � îäíó äëÿ âñåõ k = N; : : : ; 1 (

~

� áóäåò "ðàñïðåäåëÿòü âêëàä" ñòîëáöîâ

�

R[k℄ ìåæäó ñòîëáöàìè ìàòðèöû

�

P

�

[k�1℄). Âîçüìåì ýëåìåíòû �[k℄ â âèäå




j

i

[k℄ = ~


j

i

[k℄�

j

i

[k℄, ãäå j�

j

i

[k℄j � 1, i; j = 1; : : : ; n (î÷åâèäíî, �[k℄ 2 G).

Òîãäà �[k℄ èç (16.5) ðåøàåò çàäà÷è e

l

>

�

P

�

[k℄

�1

�

P

�

[k � 1℄e

l

! max ïðè

óñëîâèÿõ j�

j

i

[k℄j � 1, i; j = 1; : : : ; n, (l = 1; : : : ; n), òî åñòü ñòîëáöû �p

�;l

[k�

1℄ äàþò íàèáîëüøèå ïðîåêöèè íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû íîðìàëåé ê

(n� 1)-ìåðíûì ãðàíÿì P

�

[k℄.

Íà ðèñ. 16.1(a) ïðåäñòàâëåíà òðóáêà P

+

[�℄, ïîëó÷åííàÿ ïðè P

+

�

= P

�

(ïîêàçàíû ñå÷åíèÿ ÷åðåç êàæäûå 3 øàãà k). Íà ðèñ. 16.1(b) ïîêàçàíû
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òðóáêà P

�

[�℄, íàèáîëåå ïîäõîäÿùàÿ (èç ÷åòûðåõ ïîñòðîåííûõ) äëÿ íà-

÷àëüíîé òî÷êè x(0)=(�0:5;�1)

>

, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëÿå-

ìàÿ òðàåêòîðèÿ, òî åñòü ðåøåíèå (16.1) ñ (16.3), v[k℄ � 0. Èíòåðïîëÿöèÿ

ýòîé òðàåêòîðèè èçîáðàæåíà òàêæå â �àçîâîé ïëîñêîñòè íà ðèñ. 16.1(d).

Âèäíî, ÷òî îáúåêò ïîïàäàåò íà öåëåâîå ìíîæåñòâî.

�èñ. 16.2 ñîîòâåòñòâóåò òîé æå ñèñòåìå, íî �óíêöèîíèðóþùåé â óñëî-

âèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, êîãäà �(t) � (0:2; 0)

>

(ìàñøòàá � òîò æå, ÷òî è

íà ðèñ. 16.1). Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè, òàêæå êàê è åãî âíåøíèå è âíó-

òðåííèå îöåíêè, ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñëó÷àÿ áåç íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðåä-

ñòàâëåííàÿ òðàåêòîðèÿ ñîîòâåòñòâóåò x(0) = (�0:7; 2)

>

, (16.3), (16.4) è

v[k℄ = v(�

k�1

), k = 1; : : : ; N . Çäåñü v(�)� íåêîòîðîå ýêñòðåìàëüíîå âîçìó-

ùåíèå òèïà "bang-bang" [201, ñ.234℄, êîãäà äëèíà èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà

v(t) ðàâíà 0:5. Îáúåêò îïÿòü ïîïàäàåò íà öåëåâîå ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 16.2 Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåò ïîçèöèþ è ñêîðîñòü

äâóõ îñöèëëÿòîðîâ (n = 4), ñâÿçàííûõ ÷åðåç îãðàíè÷åíèÿ, è àíàëîãè÷íà

ñèñòåìå èç [201, ðàçäåë 3.9℄ ñ ýëëèïñîèäàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïóñòü

A(t) �

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0 1 0 0

�1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 �4 0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

;

� = 5; N = 500;

x(0) = (2;�10; 1;�6)

>

;

r(t) � (0; 0; 0; 0)

>

; R(t) � I; �(t) � (3; 1; 3; 1)

>

;

q(t) � (0; 0; 0; 0)

>

; Q(t) � I; �(t) � (1; 3; 1; 3)

>

;

p

�

= (10; 0; 0; 10)

>

; P

�

= I; �

�

= (10; 10; 10; 10)

>

:

Çäåñü íè óïðàâëåíèÿ, íè âîçìóùåíèÿ íå äîìèíèðóþò îäíî íàä äðóãèì

(R

_

�Q = ; è Q

_

�R = ;).

Íà ðèñ. 16.3 ïîêàçàíû ïðîåêöèè P

�

[k℄ è x[k℄ íà íà ïëîñêîñòè fx

1

; x

2

g,

fx

1

; x

3

g, fx

3

; x

4

g, fx

2

; x

4

g ÷åðåç êàæäûå 7 øàãîâ k. Çäåñü P

�

[k℄ ïîëó-

÷åíû ïî �îðìóëàì (16.2), (16.4) ïðè �

�

= I, à x[k℄ � ïî (16.1), (16.3)

ïðè v[k℄ = v(�

k�1

), k=1; : : : ; N , ãäå v(�) åñòü íåêîòîðîå ýêñòðåìàëüíîå

âîçìóùåíèå òèïà "bang-bang", òàêîå ÷òî äëèíà èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà
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v(t) ðàâíà 0:5. Íà ðèñ. 16.4 ïîêàçàíû ïðîåêöèè M (øòðèõîâûå ëèíèè),

ïàðàëëåëîòîïîâ P

�

[0℄ è óïðàâëÿåìîé òðàåêòîðèè. Ýòà òðàåêòîðèÿ îêà-

çûâàåòñÿ âíóòðè ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íîé òðóáêè ðàçðåøèìîñòè P

�

[�℄ è

äîñòèãàåò M â ìîìåíò t = �.

Ñðàâíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ [201, ðàçäåë 3.9℄ ïîêàçûâàåò âîçìîæ-

íîñòü ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ òðóáîê ðàçðåøèìîñòè, ñîïîñòà-

âèìûõ ñ ýëëèïñîèäàëüíîçíà÷íûìè òðóáêàìè, íàéäåííûìè òàì.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàìì BOXES â ñèñòåìå MATLAB 5.

Òðóáêè P

+

(�) è P

�

(�), îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ,

ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî

ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü èõ âû÷èñëåíèå íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëè-

òåëüíîì êîìïëåêñå ïóòåì ïðîñòîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ("ïðîöåññîðíàÿ

�åðìà"), ïðè êîòîðîì "ðàáî÷èå" ïðîöåññîðû ðàññ÷èòûâàþò îòäåëüíûå

òðóáêè P

�

(�). Åñëè äëÿ òî÷êè x

0

íàõîäèòñÿ òðóáêà P

�

(�), òàêàÿ ÷òî

x

0

2 P

�

(0), òî ñ åå ïîìîùüþ ïðîèçâîäèòñÿ ñèíòåç. Åñëè æå õîòÿ áû

äëÿ îäíîé èç ïîñòðîåííûõ òðóáîê P

+

(�) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî x

0

62 P

+

(0), òî

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîçèöèè f0; x

0

g çàäà÷à ñèíòåçà íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò â

ïîëüçó âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ý��åêòèâíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà â ñëó÷àå áåç íåîïðåäåëåííîñòè. Äëÿ ñëó-

÷àÿ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ñèòóàöèÿ, ê ñîæàëåíèþ, îêàçûâàåòñÿ õóæå, ò.ê.

âíóòðåííèå òðóáêè èç îïèñàííîãî ñåìåéñòâà ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïðîäîë-

æèìû íà âåñü ïðîìåæóòîê T . Ïîýòîìó ý��åêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå

ïðèìåíèìî, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî ïðè ïîñòðîåíèè âíåøíèõ îöåíîê.
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�ëàâà V

Çàäà÷à ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ

ñîñòîÿíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû

ïðè "ãåîìåòðè÷åñêèõ" îãðàíè÷åíèÿõ

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâà-

íèÿ ñîñòîÿíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè "ãåîìåòðè÷åñêèõ" îãðàíè-

÷åíèÿõ íà íåîïðåäåëåííûå âõîäíûå ïàðàìåòðû. Èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü

ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷

ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ â êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåìàõ, ê èñêîìîé èí-

�îðìàöèîííîé îáëàñòè. Îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïà-

ðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûõ îöåíîê ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ äëÿ

íàõîæäåíèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê èñêîìîãî ìíîæåñòâà. Îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû ãëàâû îïèñàíû â [68,74℄.

17 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êîíå÷íîìåðíûå àïïðîêñè-

ìèðóþùèå çàäà÷è

Ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé

u

t

(x; t) = a

2

u

xx

(x; t) + 
f(x; t); f 2 L

2

(Q); Q = D � (0; �);

u(x; t)j

x2�D

= 0; u(x; t)j

t=0

= u

0

(x) 2 L

2

(D); D = (0; l) � IR

1

;

(17.1)

161



ãäå êîíñòàíòà 
 = 0 èëè 
 = 1. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîíèìàåì êàê îáîá-

ùåííîå èç ýíåðãåòè÷åñêîãî êëàññà [100, ñ.161℄. À èìåííî, ïîä ðåøåíèåì

çàäà÷è (17.1) ïîíèìàåì �óíêöèþ u(x; t) 2

Æ

W

1;0

2

(Q), èìåþùóþ â ñå÷åíè-

ÿõ D

�

öèëèíäðà Q = Q

0�

ïëîñêîñòüþ t = � ñëåäû èç L

2

(D) ïðè âñåõ

� 2 [0; �℄, íåïðåðûâíî ìåíÿþùèåñÿ ïî t â íîðìå L

2

(D), è óäîâëåòâîðÿþ-

ùóþ ñèñòåìå (17.1) â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

Z

D

u(x; t) �(x; t) dx�

Z

D

u

0

(x; t) �(x; 0) dx+

Z

Q

0t

(�u �

t

+ a

2

u

x

�

x

) dx dt

=

Z

Q

0t


 f � dx dt; 8t 2 [0; �℄; 8� 2W

1

2;0

(Q

0�

):

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè À2.

Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå u

0

(x) è �óíêöèÿ f(x; t) (ïðè 
 = 1) íåèç-

âåñòíû, íî ñòåñíåíû "ãåîìåòðè÷åñêèìè" îãðàíè÷åíèÿìè

u

0

(�) 2 U

0

= fu

0

(�)2L

2

(D)j ju

0

(x)� �u

0

(x)j � !

1

(x); ï.â. x2Dg;

f(�; �) 2 F = ff(�; �)2L

2

(Q)j jf(x; t)�

�

f(x; t)j � !

2

(x; t); ï.â. x; t2Qg;

(17.2)

ãäå �u

0

; !

1

2 L

2

(D),

�

f; !

2

2 L

2

(Q) � èçâåñòíûå �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 17.1 [105℄ Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè U

a

= U

a

(�)

ñèñòåìû (17.1), (17.2) â ìîìåíò � íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî �óíêöèé u(�) 2

L

2

(D), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóþò u

�

0

è f

�

, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå (17.2) è ïîðîæäàþùèå ðåøåíèå u

�

(x; t) ñèñòåìû (17.1) òàêîå, ÷òî

u

�

(�; �) = u(�).

Ïóñòü òåïåðü î ðåøåíèè u(x; t) äîñòàâëÿåòñÿ èí�îðìàöèÿ â ñèëó óðàâ-

íåíèÿ èçìåðåíèé

y(t) = G(t)u(�; t) + �(t); t 2 T = [Æ; �℄; Æ > 0: (17.3)

Çäåñü y(t) � äàííûå èçìåðåíèé, y(t) 2 IR

1

; T � ïðîìåæóòîê íàáëþ-

äåíèÿ; � � íåîïðåäåëåííàÿ ïîìåõà, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü ýëåìåíòîì

ïðîñòðàíñòâà Y = L

1

(T ); G(t) � ëèíåéíûé îïåðàòîð íàáëþäåíèÿ ("ñåí-

ñîð"), äîñòàâëÿþùèé ëèáî òî÷å÷íûå íàáëþäåíèÿ [92℄, êîãäà èçìåðåíèÿ
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ïðîèçâîäÿòñÿ âäîëü íåêîòîðîé òðàåêòîðèè íàáëþäåíèÿ, çàäàâàåìîé èç-

ìåðèìîé (ïî Ëåáåãó) �óíêöèåé X(t):

G(t)u(�; t) = u(X(t); t); X(t) 2

�

D = [0; l℄ ïðè ï.â. t 2 T; (17.4)

ëèáî ïðîñòðàíñòâåííî-óñðåäíåííûå [92℄ ñ âåñîì g(x; t)2L

2

(D�T ), êîãäà

G(t)u(�; t) =

Z

D

g(x; t)u(x; t) dx; 0<kg(�; t)k

L

2

(D)

�C<1 ïðè ï.â. t 2 T:

(17.5)

Ñèìâîëîì C çäåñü è íèæå îáîçíà÷àþòñÿ êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò

èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (êîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèè, ïðîìåæóò-

êà è îïåðàòîðà íàáëþäåíèÿ, ïàðàìåòðîâ îãðàíè÷åíèé) è íå çàâèñÿùèå îò

íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âîçìóùåíèé â ñèñòåìå, à òàêæå îò ââîäèìûõ íè-

æå øàãîâ äèñêðåòèçàöèè. Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èäåàëüíûé ñèãíàë

z(t) = G(t)u(�; t) îïðåäåëåí ïðè ï.â. t 2 T è z(�) 2 Y (ñì. Ïðèëîæåíèå

À2). Ïîìåõà � ñòåñíåííà îãðàíè÷åíèåì

�(�) 2 � = f�(�) 2 Y j j�(t)�

�

�(t)j � !

3

(t); ï.â. t 2 Tg; (17.6)

ãäå

�

�; !

3

2 Y � èçâåñòíûå �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 17.2 [92, 198℄ Çàäà÷à ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ

ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè � çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè èí-

�îðìàöèîííîé îáëàñòè U = U(�; y(�))� ìíîæåñòâà âñåõ ñîñòîÿíèé u(�; �)

ñèñòåìû (17.1), ñîâìåñòèìûõ ñ äàííûìè íàáëþäåíèé y(�) èç (17.3) è ñ

îãðàíè÷åíèÿìè (17.2), (17.6).

�ëàâà ïîñâÿùåíà ïðèáëèæåííîìó ïîñòðîåíèþ ââåäåííûõ ìíîæåñòâ è

íàõîæäåíèþ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê äëÿ íèõ.

Ïðè ïðèìåíåíèè äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè (ìå-

òîä ïðÿìûõ) [13℄ íà ìíîæåñòâå D ââîäèòñÿ ñåòêà � ìíîæåñòâî òî÷åê

(óçëîâ) x

mi

= i h

m

, i = 0; : : : ;m + 1; h

m

= l(m + 1)

�1

, m = 1; 2; : : :.

Âíóòðåííèå óçëû x

mi

, i = 1; : : : ;m, îáðàçóþò ñåòêó D

h

. Ïðè êóñî÷íî-

ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè (ìåòîä ñåòîê) [134℄ íà ìíîæåñòâå T òàê-

æå ââîäèòñÿ ñåòêà t

nj

= j �

n

, j = 0; : : : ; n; �

n

= �n

�1

, n = 1; 2; : : :.
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×åðåç d

ih

è �

j�

îáîçíà÷èì ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè: d

ih

= (x

mi

; x

m(i+1)

℄,

�

j�

= (t

n(j�1)

; t

nj

℄. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî V

m

, îáðàçîâàííîå ñåòî÷íûìè

�óíêöèÿìè w

m

= (w

m

1

; : : : ; w

m

m

)

>

, çàäàííûìè íà D

h

, ñî ñêàëÿðíûì ïðî-

èçâåäåíèåì (u

m

; v

m

)

m

= h

m

P

m

i=1

u

m

i

v

m

i

è íîðìîé ku

m

k

m

= ((u

m

; u

m

)

m

)

1=2

.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (17.1) è óðàâíåíèå íàáëþäåíèé (17.3) çàìå-

íÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì

_u

m

(t) = B

m

u

m

(t) + 
 F

m

(t); t 2 (0; �℄; u

m

(0) = u

m

0

; (17.7)

y

m

(t) = G

m

(t)u

m

(t) + �

m

(t); t 2 T; (17.8)

èëè ñîîòâåòñòâåííî

u

�

[j℄ = B

�

u

�

[j � 1℄ + �

n

B

�


 F

�

[j℄; j = 1; : : : ; n; u

�

[0℄ = u

m

0

; (17.9)

y

�

[j℄ = G

�

[j℄u

�

[j℄ + �

�

[j℄; j = p

n

; : : : ; n; p

n

= [Æ�

�1

n

℄ + 1; (17.10)

ãäå u

m

; F

m

; u

�

; F

�

2 IR

m

, y

m

; y

�

2 IR

1

. Çäåñü [z℄ îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü

÷èñëà z; ñèìâîëîì � îáîçíà÷åíà ïàðà èíäåêñîâ � = (m;n); B

m

= a

2

A

m

,

B

�

= (I

m

�a

2

�

n

A

m

)

�1

, A

m

� òðåõäèàãîíàëüíûåm�m-ìàòðèöû, íà ãëàâ-

íûõ äèàãîíàëÿõ êîòîðûõ ñòîÿò ýëåìåíòû âèäà �2h

�2

m

, à íà ïðèëåæàùèõ

� âèäà h

�2

m

; I

m

� åäèíè÷íûå m�m-ìàòðèöû.

Äëÿ �îðìàëèçàöèè ïåðåõîäà îò �óíêöèé íåïðåðûâíîãî ïðîñòðàí-

ñòâåííîãî àðãóìåíòà ê ñåòî÷íûì �óíêöèÿì è îáðàòíî ââåäåì ñëåäó-

þùèå îïåðàòîðû. Îïåðàòîð L

m

îòîáðàæàåò �óíêöèþ w(�) 2 L

2

(D) â

âåêòîð w

m

2 V

m

ïî ïðàâèëó L

m

w(�) = w

m

, ãäå w

m

i

= h

�1

m

R

d

ih

w(x) dx,

i = 1; : : : ;m, à îïåðàòîð R

m

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó w

m

2 V

m

êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ w(�) 2 L

2

(D): R

m

w

m

= w(�), ãäå w(x) =

w

m

i

ïðè x 2 d

ih

, i = 1; : : : ;m, è w(x) = w

m

1

ïðè x 2 d

0h

. Íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííûå îïåðàòîðû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-

ìè [60℄. Åñëè w

m

= L

m

w(�), òî

P

m

k=1

(w

m

;


mk

)

2

m

= kw

m

k

2

m

� kwk

2

,

j(w; !

k

)� (w

m

;


km

)

m

j � C kwkkh

m

, k = 1; : : : ;m, à åñëè w

h

= R

m

w

m

, òî

kw

h

k � 2 kw

m

k

m

, j(w

h

; !

k

) � (w

m

;


km

)

m

j � C kw

m

k

m

kh

m

. Çäåñü è íèæå

ñèìâîëàìè (u; v) è kuk îáîçíà÷àþòñÿ äëÿ êðàòêîñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå è íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L

2

(D).
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Îïåðàòîð M

n

Æ�

(0 � Æ � �) îòîáðàæàåò �óíêöèþ v(t), t 2 [Æ; �℄, â

ñåòî÷íóþ �óíêöèþ v

n

[j℄, j = p

n

; : : : ; n: M

n

Æ�

v(�) = v

n

[�℄, ãäå v

n

[j℄ =

�

�1

n

R

�

j�

\[Æ;�℄

v(t) dt, j = p

n

; : : : ; n, p

n

= [Æ�

�1

n

℄ + 1, à îïåðàòîð S

n

Æ�

, íàî-

áîðîò, îòîáðàæàåò �óíêöèþ v

n

[j℄, j = p

n

; : : : ; n, äèñêðåòíîãî àðãóìåí-

òà j â êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ v(t), t 2 [Æ; �℄: S

n

Æ�

v

n

[�℄ = v(�), ãäå

v(t) = v

n

[j℄ ïðè t 2 �

j�

\ [Æ; �℄, j = p

n

; : : : ; n.

Â óðàâíåíèÿõ (17.8), (17.10), àïïðîêñèìèðóþùèõ (17.3), ïîëàãàåì

y

m

(t) � y(t); t 2 T ; y

�

[�℄ =M

n

Æ�

y(�);

ãäå y(�) � èìåííî òîò ñèãíàë, êîòîðûé ðåàëèçîâàëñÿ â (17.3). Âåêòîð-

ñòðî÷íûå �óíêöèè G

m

(t), t 2 T , è G

�

[j℄, j = p

n

; : : : ; n, äëÿ òî÷å÷íûõ

íàáëþäåíèé èìåþò âèä

G

m

k

(t) = 1; k = k

m

(t) = [X(t)h

�1

m

℄; G

m

i

(t) = 0; 1 � i � m; i 6= k

m

(t);

G

�

k

[j℄ = 1; k = k

�

[j℄ = [X(t

nj

)h

�1

m

℄; G

�

i

[j℄ = 0; 1 � i � m; i 6= k

�

[j℄;

ïðè÷åì, åñëè îêàçàëîñü G

m

(t)=0 èëè G

�

[j℄=0, òî ýòó íóëü-ñòðîêó çàìå-

íÿåì íà (1; 0; : : : ; 0). Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-óñðåäíåííûõ íàáëþäåíèé

G

m

(t)

>

= h

m

L

m

g(�; t); (G

�

)

>

[�℄ =M

n

Æ�

(h

m

L

m

g(�; �)):

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ïðàâûå ÷àñòè â (17.7), (17.9) ñòåñ-

íåíû ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå ïàðàëëåëåïèïåäîâ

u

m

0

2 U

m

0

= P(p

m

[0℄; I

m

; �

m

[0℄);

p

m

[0℄ = L

m

�u

0

; �

m

[0℄ = L

m

!

1

;

(17.11)

F

m

(t) 2 W

m

(t) = P(r

m

(t); I

m

; �

m

(t));

r

m

(t) = L

m

�

f(�; t); �

m

(t) = L

m

!

2

(�; t);

(17.12)

F

�

[j℄ 2 W

�

[j℄ = P(r

�

[j℄; I

m

; �

�

[j℄);

r

�

=M

n

0�

L

m

�

f; �

�

=M

n

0�

L

m

!

2

;

(17.13)

à ïîìåõè â óðàâíåíèÿõ èçìåðåíèé (17.8), (17.10) � îãðàíè÷åíèÿìè

j�

m

(t)�

�

�

m

(t)j��

m

(t); t 2 T;

�

�

m

(t)�

�

�(t); �

m

(t)=!

3

(t)+Æ

m

; (17.14)

j�

�

[j℄�

�

�

�

[j℄j��

�

[j℄; j=p

n

; : : : ; n;

�

�

�

=M

n

Æ�

�

�; �

�

=M

n

Æ�

!

3

+Æ

�

: (17.15)
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Äîáàâêè Æ

m

è Æ

�

áóäóò êîíêðåòèçèðîâàíû íèæå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U

m

a

(�) è U

�

a

[n℄ ñîîòâåòñòâåííî ÌÄ ñèñòåì (17.7),

(17.11), (17.12) è (17.9), (17.11), (17.13), à ÷åðåç U

m

(�; y

m

(�)) è U

�

[n; y

�

[�℄℄

ñîîòâåòñòâåííî èí�îðìàöèîííûå îáëàñòè òåõ æå ñèñòåì, äîïîëíåííûõ

ñîîòíîøåíèÿìè (17.8), (17.14) è (17.10), (17.15). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè U

a

è U èñïîëüçóåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ ââåäåííûõ ìíîæåñòâ

U

m

a

=U

m

a

(�)=R

m

U

m

a

(�); U

�

a

=U

�

a

(�)=R

m

U

�

a

[n℄;

U

m

=U

m

(�; y(�))=R

m

U

m

(�; y

m

(�)); U

�

=U

�

(�; y(�))=R

m

U

�

[n; y

�

[�℄℄:

Àðãóìåíòû �, y(�), y

m

(�), n, y

�

[�℄ áóäåì äàëåå äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàòü.

Ìíîæåñòâà U

m

è U

�

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèñòåì (17.7), (17.11), (17.12) è (17.9), (17.11),

(17.13) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ �àçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå ãèïåðïîëîñ

u

m

(t) 2 �

m

(t) = �(


m

(t); G

m

(t)

>

; �

m

(t)); 


m

(t)=y(t)�

�

�(t); (17.16)

u

�

[j℄ 2 �

�

[j℄ = �(


�

[j℄; G

�

[j℄

>

; �

�

[j℄); 


�

[�℄=M

n

Æ�

(y(�)�

�

�(�)): (17.17)

18 Ñõîäèìîñòü ïðè àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ äî-

ñòèæèìîñòè è èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé

Óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè ñ�îðìóëèðóåì â òåðìèíàõ õàóñäîð�î-

âà ïîëóðàññòîÿíèÿ h

+

â L

2

(D): h

+

(U

1

;U

2

) = minf
 � 0j U

1

� U

2

+


 B(0; 1)g (B(0; 1) � åäèíè÷íûé øàð â L

2

(D)).

Ïðåäïîëîæåíèå 18.1 Ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àï-

ïðîêñèìàöèé ñ÷èòàåì �óíêöèè X(t), g(x; t) êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïî t.

Òåîðåìà 18.1 Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàéäóòñÿ òàêèå êîí-

ñòàíòû C, ÷òî ïðè âûáîðå äîáàâîê Æ

m

è Æ

�

â (17.14), (17.15) â âèäå

Æ

m

= C(h

m

+ 
 h

�

m

); Æ

�

= C(h

m

+ �

n

+ 
 (h

�

m

+ �

�

n

)); (18.1)

ãäå � = 1=4 â ñëó÷àå òî÷å÷íûõ íàáëþäåíèé è � = 1=2 â ñëó÷àå ïðîñ-

òðàíñòâåííî-óñðåäíåííûõ, èí�îðìàöèîííûå îáëàñòè U

m

è U

�

â àï-
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ïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷àõ íåïóñòû. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî îöåíêè

h

+

(U

a

;U

m

a

) � "

m

; h

+

(U ;U

m

) � "

m

; h

+

(U

a

;U

�

a

) � "

�

; h

+

(U ;U

�

) � "

�

;

(18.2)

ãäå "

m

= C(h

m

+ 
 h

1=2

m

), "

�

= C(h

m

+ �

n

+ 
 (h

1=2

m

+ �

1=2

n

)).

Çíà÷åíèÿ óïîìÿíóòûõ êîíñòàíò C íå âûïèñûâàåì âî èçáåæàíèå ãðî-

ìîçäêîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 18.1 Ïóñòü u(x; t), u

m

(t) è u

�

[j℄ � ðåøåíèÿ ñèñòåì (17.1),

(17.7) è (17.9), â êîòîðûõ âõîäíûå äàííûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

u

m

0

=L

m

u

0

(�); 
 F

m

(t)=L

m

(
 f(�; t)); ï.â. t2[0; �℄; 
 F

�

=M

n

0�

L

m

(
 f):

(18.3)

Òîãäà

ku(�; �)�R

m

u

m

(�)k � C (h

m

ku

0

k+ h

1=2

m

k
 fk

L

2

(Q)

);

kG(t)u(�; t)�G

m

(t)u

m

(t)k

Y

� C (h

m

ku

0

k+ h

�

m

k
 fk

L

2

(Q)

);

ku(�; �)�R

m

u

�

[n℄k � C ((h

m

+�

n

) ku

0

k+ (h

1=2

m

+�

1=2

n

) k
 fk

L

2

(Q)

);

jM

n

Æ�

(Gu)[j℄�G

�

[j℄u

�

[j℄j � C ((h

m

+�

n

) ku

0

k+ (h

�

m

+�

�

n

) k
 fk

L

2

(Q)

);

j = 1; : : : ; n:

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé â âèäå áåñ-

êîíå÷íîãî è êîíå÷íûõ ðÿäîâ Ôóðüå è ïðîâîäèòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ è

âû÷èòàíèÿ ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ è ïðÿìûõ îöåíîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ñî-

îòíîøåíèé èç � 17 è Ïðèëîæåíèÿ À2 àíàëîãè÷íî [60, ëåììà 1.3.1℄. 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.1. Äîêàæåì, ê ïðèìåðó, ÷åòâåðòîå èç

íåðàâåíñòâ (18.2). Ëþáîé �óíêöèè u

�

2 U ñîîòâåòñòâóåò òàêàÿ òðîéêà

fu

0

; 
 f; �g (âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííàÿ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (17.2), (17.6),

÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ u(x; t) ñèñòåìû (17.1)

u(�; �) = u

�

(�); y(t) = G(t)u(�; t) + �(t): (18.4)

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå â ñèëó (18.3) çíà÷åíèÿ u

m

0

è 
 F

�

[�℄ è ðàñ-

ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå èì ðåøåíèå u

�

[�℄ ñèñòåìû (17.9). Çíà÷åíèÿ
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u

m

0

è 
 F

�

[�℄ óäîâëåòâîðÿþò âêëþ÷åíèÿì (17.11), (17.13), ò.ê., íàïðèìåð,

jF

�

[j℄ � r

�

[j℄j � M

n

0�

L

m

(jf �

�

f j) � M

n

0�

L

m

!

2

= �

�

[j℄, j = 1; : : : ; n.

Äàëåå, èìååì (17.10), ãäå �

�

= M

n

Æ�

(Gu) � G

�

u

�

+ M

n

Æ�

�, ïðè÷åì â

ñèëó ïîñëåäíåé îöåíêè èç ëåììû 18.1 âûïîëíåíî îãðàíè÷åíèå (17.15):

j�

�

[j℄ �

�

�

�

[j℄j � Æ

�

+M

n

Æ�

(j� �

�

�j) � �

�

[j℄, j = p

n

; : : : ; n. Òàêèì îáðà-

çîì, u

�

[n℄ 2 U

�

. Ñîîòíîøåíèå ku(�; �)�R

m

u

�

[n℄k � "

�

, èìåþùåå ìåñòî

òàêæå â ñèëó ëåììû 18.1, îçíà÷àåò, ÷òî h

+

(U ;U

�

) � "

�

. 2

Ïðè ñ�îðìóëèðîâàííûõ íèæå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ãà-

ðàíòèðîâàòü ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ ê èñõîäíûì íå

òîëüêî â ñìûñëå ïîëóðàññòîÿíèÿ h

+

, íî è â õàóñäîð�îâîé ìåòðèêå.

Ïðåäïîëîæåíèå 18.2 Ôóíêöèè �u

0

, !

1

,

�

f , !

2

, à ïðè êîíå÷íî-ðàç-

íîñòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ è �óíêöèè

�

�, !

3

è y � êóñî÷íî-ãëàäêèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 18.3 Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñõîäèìîñòü

lim

�!0

h

+

(U

(�)

;U) = 0; (18.5)

ãäå U

(�)

=U

(�)

(�; y(�))� èí�îðìàöèîííàÿ îáëàñòü â çàäà÷å ãàðàíòèðîâàí-

íîãî îöåíèâàíèÿ u(�; �) â ñèñòåìå (17.1),(17.3) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (17.2) è

�(�) 2 �

(�)

4

= f�(�) 2 Y jj�(t)�

�

�(t)j � !

3

(t) + �; ï.â. t 2 Tg; ãäå � � 0:

(18.6)

Ïîñêîëüêó U � U

(�)

, òî h

+

(U ;U

(�)

) = 0, è ñîîòíîøåíèå (18.5) îçíà÷àåò

ñõîäèìîñòü U

(�)

ê U â ìåòðèêå Õàóñäîð�à. Ñ�îðìóëèðóåì íåêîòîðûå

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå (18.5).

Çàìå÷àíèå 18.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî


 = 0; u

0

(�) 2 L

2

(D); (18.7)

�(t) � 0; t 2 T; (18.8)

è ñèñòåìà (17.1), (17.3), (18.7), (18.8) èëè, êîðî÷å, ñèñòåìà (17.1), (18.9):

z(t) = G(t)u(�; t); t 2 T; (
 = 0); (18.9)

íåïðåðûâíî íàáëþäàåìà â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè � [181℄, ò.å. ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà K > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(x; t) çàäà÷è
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(17.1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ku(�; �)k � K kzk

Y

, ãäå Y = L

1

(T ). Èíà-

÷å ãîâîðÿ, kC

�1

zk � K kzk

Y

, ãäå C � îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå

�óíêöèè u(�; �) ñèãíàë z(�). Â ýòîì ñëó÷àå h

+

(U

(�)

;U) � K �.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u

�

2 U

(�)

, òî íàéäóòñÿ u

0

2 L

2

(D) è � 2 �

(�)

òàêèå, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ u ñèñòåìû (17.1) èìååì (18.4).

Òîãäà äëÿ ðàññòîÿíèÿ (â L

2

(D)) ìåæäó u

�

è U ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

�(u

�

;U) = inf

u2U

ku

�

� uk = inf

�2�

kC

�1

(y � �) � C

�1

(y � �)k � K�

inf

�2�

k� � �k

Y

� K �, è, çíà÷èò, âûïîëíåíî óêàçàííîå íåðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå 18.2 Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [136℄), ÷òî íåïðåðûâíàÿ

íàáëþäàåìîñòü ýêâèâàëåíòíà ñèëüíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (17.1),

(17.3), (18.7), ñîñòîÿùåé [198℄ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî U(�; y(�)) â çàäà÷å

îöåíèâàíèÿ (17.1), (18.7), (17.3) ñ óñëîâèåì k�k

Y

� 1 îãðàíè÷åíî â L

2

(D)

ïðè ëþáîì íàáëþäàåìîì ñèãíàëå y(�). Îïåðàòîðû G(�), îáåñïå÷èâàþ-

ùèå íåïðåðûâíóþ (ñèëüíóþ) íàáëþäàåìîñòü, ñóùåñòâóþò. Íàïðèìåð, â

ñëó÷àå òî÷å÷íûõ íàáëþäåíèé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñòàöèîíàðíûå ñ

X(t) � X, ãäåX l

�1

� àëãåáðàè÷åñêîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî êàêîé-ëèáî

ñòåïåíè � 2, ëèáî âçÿòü â êà÷åñòâå òðàåêòîðèè íàáëþäåíèÿ íåïðåðûâíóþ

�óíêöèþ X(t), îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ

�

D [198℄.

Çàìå÷àíèå 18.3 Ïóñòü !

3

(t) òàêîâà, ÷òî min

t2T

!

3

(t) = !

�

3

> 0, è

ñèãíàë y(�) � ðåãóëÿðíûé [198℄, ò.å. íàéäóòñÿ ÷èñëî �, !

�

3

> � > 0, è õîòÿ

áû îäíà òðîéêà �óíêöèé fû

0

; 


^

f;

^

�g, ïîðîæäàþùèõ ýòîò ñèãíàë â ñèëó

(17.1) � (17.3), òàêàÿ, ÷òî j

^

�(t)�

�

�(t)j � !

3

(t)� �, ï.â. t 2 T . Òîãäà

h

+

(U

(�)

;U) � C (k!

1

k+ k
 !

2

k

L

2

(Q)

)�(�+ �)

�1

: (18.10)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u

�

2U

(�)

, òî íàéäóòñÿ u

0

2U

0

, f2F è �2�

(�)

, äà-

þùèå (18.4). Ôóíêöèè u

�

0

= �û

0

+ (1��)u

0

2 U

0

, f

�

= �

^

f + (1��)f 2 F

ïîðîæäàþò ðåøåíèå u

�

çàäà÷è (17.1), äëÿ êîòîðîãî G(t)u

�

(�; t) = y(t)�

�

�

(t), �

�

= �

^

�+(1��)�, ïðè÷åì j�

�

(t)�

�

�(t)j � � j

^

�(t)�

�

�(t)j+(1��) j�(t)�

�

�(t)j � !

3

(t)��� + (1��)�. Ïîëàãàÿ � = �=(�+�), ïîëó÷àåì �

�

2 �, è,

çíà÷èò, u

�

(�; �) 2 U . Íî ku

0

�u

�

0

k = �kû

0

�u

0

k � �(kû

0

��u

0

k+k�u

0

�u

0

k) �

2�k!

1

k è àíàëîãè÷íî äëÿ kf � f

�

k

L

2

(Q)

. Òåïåðü èç (À2.2) ñëåäóåò îöåíêà
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ñâåðõó äëÿ ku(�; �)� u

�

(�; �)k, îáåñïå÷èâàþùàÿ (18.10).

Òåîðåìà 18.2 Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå â � 17,

ïðåäïîëîæåíèÿ 18.1 è 18.2. Òîãäà

h

+

(U

m

a

;U

a

) � "

m

; h

+

(U

m

;U) � "

m

+ h

+

(U

(Æ

m

)

;U);

h

+

(U

�

a

;U

a

) � "

�

; h

+

(U

�

;U) � "

�

+ h

+

(U

(Æ

�

)

;U);

(18.11)

ãäå Æ

m

, Æ

�

, "

m

è "

�

èìåþò òàêóþ æå �îðìó, êàê â òåîðåìå 18.1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ äâå ëåììû. Äîêàçàòåëüñòâî ïåð-

âîé àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 18.1, âòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ �îðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Ëåììà 18.2 Ïóñòü u

m

(t) è u

�

[j℄ � ðåøåíèÿ ñèñòåì (17.7) è (17.9), à

u

h

(x; t) è u

h�

(x; t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (17.1), â êîòîðîé âõîäíûå äàííûå

ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

u

h

0

= R

m

u

m

0

; 
 f

h

(�; t) = R

m

(
 F

m

(t)) ïðè ï.â. t 2 [0; �℄;

u

h

0

= R

m

u

m

0

; 
 f

h�

(�; �) = S

n

0�

R

m

(
 F

�

[�℄):

(18.12)

Òîãäà

ku

h

(�; �)�R

m

u

m

(�)k � C (h

m

ku

m

0

k

m

+ h

1=2

m

(

�

Z

0

k
 F

m

(t)k

2

m

dt)

1=2

);

kG(t)u

h

(�; t)�G

m

(t)u

m

(t)k

Y

� C (h

m

ku

m

0

k

m

+ h

�

m

(

�

Z

0

k
 F

m

(t)k

2

m

dt)

1=2

);

ku

h�

(�; �)�R

m

u

�

[n℄k

� C ((h

m

+ �

n

) ku

m

0

k

m

+ (h

1=2

m

+ �

1=2

n

) (�

n

n

X

j=1

k
 F

�

[j℄k

2

m

)

1=2

);

kGu

h�

� S

n

Æ�

(G

�

u

�

)k

Y

� C ((h

m

+ �

n

) ku

m

0

k

m

+ (h

�

m

+ �

�

n

) (�

n

n

X

j=1

k
 F

�

[j℄k

2

m

)

1=2

):

Ëåììà 18.3 Ïóñòü u

m

0

, F

m

(�), F

�

[�℄, �

m

(�) è �

�

[�℄ óäîâëåòâîðÿþò

âêëþ÷åíèÿì (17.11) � (17.15), �óíêöèè u

h

0

, f

h

, f

h�

èìåþò âèä (18.12),
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à �

h

(t) � �

m

(t), �

h�

(�) = S

n

Æ�

�

�

[�℄. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæå-

íèÿ 18.2

u

h

0

2 U

(�

m

)

0

; f

h

2 F

(�

m

)

; f

h�

2 F

(�

�

)

; �

h

2 �

(Æ

m

+


n

)

; �

h�

2 �

(Æ

�

+


n

)

;

ãäå �

m

= Ch

m

, �

�

= C(h

m

+ �

n

), 


n

= C�

n

, Æ

m

è Æ

�

ââåäåíû âûøå, �

(�)

îïðåäåëåíî â (18.6),

U

(�)

0

= fu

0

(�) 2 L

2

(D)j ju

0

(x)� �u

0

(x)j � !

1

(x) + �; ï.â. x2Dg;

F

(�)

= ff(�; �) 2 L

2

(Q)j jf(x; t)�

�

f(x; t)j � !

2

(x; t) + �; ï.â. x; t 2 Qg:

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.2. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷åòâåðòîå

èç íåðàâåíñòâ (18.11). Ëþáîé �óíêöèè u

�

2 U

�

ñîîòâåòñòâóåò íåêî-

òîðàÿ òðîéêà fu

m

0

; 
 F

�

; �

�

g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (17.11), (17.13), (17.15),

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ u

�

[�℄ ñèñòåìû (17.9) èìååì

R

m

u

�

[n℄ = u

�

(�) è (17.10). Ïîñòðîèì â ñèëó (18.12) �óíêöèè u

h

0

è 
 f

h�

è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå èì ðåøåíèå u

h�

ñèñòåìû (17.1). Ïî ëåì-

ìå 18.3 u

h

0

2 U

(�

m

)

0

, f

h�

2 F

(�

�

)

. Äàëåå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî y(t) =

G(�)u

h�

(�; t) + �

h�

(t), ãäå �

h�

(t) = S

n

Æ�

�

�

+ S

n

Æ�

G

�

u

�

� Gu

h�

+ y � S

n

Æ�

y

�

,

ïðè÷åì ââèäó ëåìì 18.2, 18.3 è êóñî÷íîé ãëàäêîñòè y(�) ïîëó÷àåì, ÷òî

�

h�

2 �

(Æ

�

+


n

+Æ

�

+C�

n

)

= �

(Æ

�

)

(çäåñü è äàëåå äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóåòñÿ

óñëîâíàÿ çàïèñü äëÿ äîáàâîê, îòðàæàþùàÿ ïîðÿäîê èõ ìàëîñòè). Òà-

êèì îáðàçîì, u

h�

(�; �)2U

�

m

;
�

�

;Æ

�

, ãäå ñèìâîëîì U

�

1

;�

2

;�

3

=U

�

1

;�

2

;�

3

(�; y(�))

îáîçíà÷åíà èí�îðìàöèîííàÿ îáëàñòü ñèñòåìû (17.1), (17.3) ñ íåîïðåäå-

ëåííîñòÿìè èç U

(�

1

)

0

, 
F

(�

2

)

è �

(�

3

)

. Ñîîòíîøåíèå ku

h�

(�; �)�u

�

(�)k�"

�

,

èìåþùåå ìåñòî ââèäó ëåììû 18.2, îçíà÷àåò, ÷òî h

+

(U

�

;U

�

m

;
�

�

;Æ

�

)�"

�

.

Äîêàæåì òåïåðü îöåíêó òèïà h

+

(U

�

1

;�

2

;�

3

;U

0;0;�

3

+C

1

(�

1

+�

2

)

) � C

2

(�

1

+

�

2

). Â ñàìîì äåëå, êàæäîé �óíêöèè u

�

2 U

�

1

;�

2

;�

3

ñîîòâåòñòâóþò íåêî-

òîðûå u

0

2 U

(�

1

)

0

, f 2 F

(�

2

)

, � 2 �

(�

3

)

, òàêèå ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

ðåøåíèÿ u èìååì (18.4). Ïîñòðîèì ~u

0

ïî ïðàâèëó ~u

0

(x) = u

0

(x) ïðè

ju

0

(x)� �u

0

(x)j � !

1

(x), ~u

0

(x) = u

0

(x) + !

1

(x) ïðè u

0

(x) > �u

0

(x) + !

1

(x),

è ~u

0

(x) = u

0

(x) � !

1

(x) ïðè u

0

(x) < �u

0

(x) � !

1

(x). Òîãäà ~u

0

2 U

0

è j~u

0

(x) � u

0

(x)j � �

1

. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì

~

f 2 F , j

~

f � f j � �

2

.
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Íåðàâåíñòâà (À2.1), (À2.2) îáåñïå÷èâàþò, ÷òî äëÿ ïîðîæäàåìîãî �óíê-

öèÿìè ~u

0

è

~

f ðåøåíèÿ ~u èìååì k~u(�; �) � u(�; �)k � C

2

(�

1

+ �

2

) è

jy(t) � G(t)~u(�; t) �

�

�(t)j � !

3

(t) + �

3

+ C

1

(�

1

+ �

2

). Çíà÷èò, ~u(�; �) 2

U

0;0;�

3

+C

1

(�

1

+�

2

)

, è óïîìÿíóòàÿ îöåíêà âåðíà.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ h

+

,

ó÷èòûâàÿ âèä �

m

è �

�

, à òàêæå âñïîìèíàÿ, ÷òî U

0;0;Æ

�

= U

(Æ

�

)

, ïîëó÷àåì

÷åòâåðòîå èç íåðàâåíñòâ (18.11). 2

19 Ïîëèýäðàëüíûå îöåíêè. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ìíîæåñòâ U

a

è U ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïà-

ðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå îöåíêè ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè ïîñòðîåíû ïàðàëëåëåïèïåäû

P

��

[k℄ � U

�

[k℄ � P

�+

[k℄; k = 0; : : : ; n;

òî ñîãëàñíî èçëîæåííîìó èìååì:

R

m

P

��

[n℄ � U + ~"

�

B(0; 1); U � R

m

P

�+

[n℄ + "

�

B(0; 1);

ãäå "

�

, ~"

�

= "

�

+ h

+

(U

(Æ

�

)

;U) � âåëè÷èíû èç òåîðåì 18.1, 18.2.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà âíåøíèå îöåíêè P

�+

[k℄ = P (p

�+

[k℄; P

�+

[k℄;

�

�+

[k℄) äëÿ ìíîæåñòâ U

�

a

[k℄ è U

�

[k℄ â ñèñòåìàõ (17.9), (17.11), (17.13)

è (17.9), (17.11), (17.13), (17.17). Íèæå äëÿ êðàòêîñòè èíäåêñû m, n è �

â îáîçíà÷åíèÿõ áóäåì îïóñêàòü. Îöåíêè P

+

[k℄ ñòðîèì ïî ðåêóððåíòíûì

�îðìóëàì èç òåîðåìû 10.3:

P

(0)+

[k℄ = P

+

P

(0)+

[k℄

(B P

+

[k � 1℄ + 
�BW [k℄); k = 1; : : : ; n;

P

+

[k℄ =

8

>

<

>

:

P

(0)+

[k℄; ïðè îöåíèâàíèè U

a

[k℄;

P

+

P

(1)+

[k℄

(P

(0)+

[k℄

T

�[k℄); ïðè îöåíèâàíèè U [k℄;

P

+

[0℄ = P

+

P

(0)+

[0℄

(U

0

):

(19.1)

Âàðüèðóÿ P

(0)+

[k℄ è P

(1)+

[k℄, ïîëó÷àåì ñåìåéñòâà âíåøíèõ îöåíîê.
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Ïîëàãàÿ P

(0)+

[k℄ � P

(1)+

[k℄ � I, íåñëîæíî ïîñòðîèòü âíåøíèå ïîêî-

îðäèíàòíûå îöåíêè (îáîçíà÷èì èõ P

a+

I

[k℄ è P

+

I

[k℄) äëÿ U

a

[k℄ è U [k℄. Ïðè

ýòîì âû÷èñëåíèå P

+

[k℄ íà îñíîâå P

(0)+

[k℄ â (19.1) áóäåì ïðîèçâîäèòü ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî çàìå÷àíèÿ, âûòåêàþùåãî èç ëåììû 5.4.

Çàìå÷àíèå 19.1 Ïóñòü P = P(p; P ; �), � = �(
; s; �) è P

T

� 6= ;.

Òîãäà P

+

P

(P

T

�) = P(~p; P; ~�), ãäå

~p = p+ P diag � diag ((r

(+)

� r

(�)

)=2) �; ~� = diag ((r

(+)

+ r

(�)

)=2) �;

r

(�)

j

=

8

>

<

>

:

minf1; 


(�)

=�

j

� 1g; åñëè �

j

6= 0;

1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

j=1; : : : ;m;

� = Abs (s

>

P diag �); 


(�)

= � � s

>

p� 
+

m

X

i=1

�

i

;

�

i

= 1, åñëè s

>

p

i

�

i

� 0, è �

i

= �1, åñëè s

>

p

i

�

i

< 0, i=1; : : : ;m. Ïåðåñå-

÷åíèå P

T

� íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 


(+)

� 0 è 


(�)

� 0.

�àññìîòðèì òåïåðü êàñàþùèåñÿ îöåíêè äëÿ U

a

[k℄. Ôèêñèðóÿ P

(0)+

[0℄

è âûáèðàÿ ïî òåîðåìå 7.2 ìàòðèöû P

(0)+

[k℄=P

+

[k℄, k=1; : : : ; n, "â ñèëó

ñèñòåìû", êîíêðåòèçèðóåì �îðìóëû (19.1) ñ ó÷åòîì (17.11), (17.13):

p

+

[k℄ = B (p

+

[k�1℄ + 
�r[k℄); k=1; : : : ; n; p

+

[0℄ = p[0℄;

P [k℄ = B P

+

[k�1℄; N [k℄ = diag fkp

i

[k℄kg; P

+

[k℄ = P [k℄N [k℄

�1

;

Q[k℄ = N [k℄Q[k�1℄B

�1

= N [k℄Q[k�1℄ (I � a

2

�A);

�

+

[k℄ = N [k℄ (�

+

[k�1℄ + 
�Abs (Q[k�1℄)�[k℄); k=1; : : : ; n;

Q[0℄ = P

+

[0℄

�1

; �

+

[0℄ = Abs (Q[0℄)�[0℄:

(19.2)

Çäåñü kp

i

[k℄k � çíà÷åíèÿ åâêëèäîâîé íîðìû ñòîëáöîâ ìàòðèöû P [k℄;

ìàòðèöû Q[k℄ � îáðàòíûå ê P

+

[k℄. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâåäåíèé òèïà

B v = (I � a

2

�A)

�1

v ìîæíî ïðîâîäèòü ýêîíîìè÷íûì ñïîñîáîì (ìåòîäîì

ïðîãîíêè [134℄). Îäíàêî èç-çà óðàâíåíèé äëÿ Q[k℄ ñõåìà (19.2) îêàçûâà-

åòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïî íà÷àëüíûì äàííûì

1

.

1

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îäíîìó èç îïðåäåëåíèé [10, ñ.520℄ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà óñòîé÷èâà ïî íà-

÷àëüíûì äàííûì, åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (îïåðàòîðà) ïåðåõîäà îò ñëîþ ê ñëîþ ëåæàò â

êðóãå ðàäèóñà 1 + C� .
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Ïîýòîìó ðàññìîòðèì îöåíêè, ïîñòðîåííûå ïî �îðìóëàì, âûòåêàþ-

ùèì èç (19.2), êîãäà P

(0)+

[k℄�P

+

[0℄, à â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ P

+

[0℄ âçÿ-

òû ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A: P

+

[0℄=h

1=2

f


1

� � �


m

g. Ïðè ýòîì

P

+

[k℄�P

+

[0℄, Q[k℄�Q[0℄=P

+

[0℄

>

, è óïðîùàþòñÿ �îðìóëû äëÿ �

+

[k℄ =

�

(0)+

[k℄: �

(0)+

[k℄=diag f�

i

g(�

+

[k�1℄+� Abs (Q[k�1℄)�[k℄), k=1; : : : ; n, ãäå

�

i

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû B (ñì. Ïðèëîæåíèå À2). Ïðè ïîñòðî-

åíèè îöåíîê P

+

[k℄ äëÿ èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé U [k℄ â ñîîòíîøåíè-

ÿõ (19.1) ïîëàãàåì P

(1)+

[k℄�P

(0)+

[k℄�P

+

[0℄ è îïÿòü èñïîëüçóåì çàìå÷à-

íèå 19.1. Âåëè÷èíû ïîëóîñåé ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

[k℄ äàþò â ýòîì ñëó÷àå

îöåíêè äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ñè-

ñòåìû â êîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå âåêòîðîâ f


s

g

m

s=1

. Äàëåå áóäåì

äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü òàêèå ïàðàëëåëåïèïåäû îöåíêàìè "ïî Ôóðüå".

Âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ U [k℄, U

a

[k℄ íàõîäèì ïî ðåêóððåíòíûì �îðìó-

ëàì èç òåîðåìû 10.4:

P

(0)�

[k℄ = P

�

I;�[k℄

(B P

�

[k � 1℄ + 
�BW [k℄); k = 1; : : : ; n;

P

�

[k℄ =

8

>

<

>

:

P

(0)�

[k℄; ïðè îöåíèâàíèè U

a

[k℄;

P

�

p

�

[k℄;P

�

[k℄

(P

(0)�

[k℄

T

�[k℄); ïðè îöåíèâàíèè U [k℄;

P

�

[0℄ = U

0

:

(19.3)

Çäåñü ìàòðèöû �[k℄ ñòðîÿòñÿ ïî �îðìóëàì òèïà (16.4); ìàòðèöû P

�

[k℄

áåðóòñÿ òàêèìè æå, êàê ìàòðèöû îðèåíòàöèè ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

(0)�

[k℄,

à öåíòð p

�

[k℄ âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì (5.24), (5.25).

Ïðèìåð 19.1 �àññìîòðèì ñèñòåìó (17.1) - (17.4), (17.6), â êîòîðîé

a = 0:1; l = 1; 
 = 1; Æ = 0:5; � = 10; X(t) � l=2; �u

0

(x) = sin(�x);

!

1

(x) = 0:6 sin(�x);

�

f(x; t) � 1:1 ïðè 0:8 � x � 0:9 è

�

f(x; t) � 0 ïðè

îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ x 2 D; !

2

(x; t) � 0:13;

�

�(t) � 0; !

3

(t) � 0:1; ñèãíàë

y(t) ïîðîæäåí ðåøåíèåì u ñèñòåìû (17.1), ñîîòâåòñòâóþùèì u

0

è f , ãäå

u

0

(x) � ýòî îòðåçîê ðÿäà Ôóðüå (30 ïåðâûõ ÷ëåíîâ) êóñî÷íî-ëèíåéíîé

�óíêöèè ~u

0

: ~u

0

(x) = x=� ïðè 0�x��, ~u

0

(x) = (l�x)=(l��) ïðè ��x�l,

� = 0:25, à íå çàâèñÿùàÿ îò t �óíêöèÿ f òàêæå ñòðîèòñÿ â âèäå ñóì-

ìû ïåðâûõ 30 ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè

~

f(x; t) � 1 ïðè 0:8�x�0:9
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è

~

f(x; t) � 0 äëÿ îñòàëüíûõ x; ïîìåõà �(t) = 0:05 
os(�t). Çàìåòèì, ÷òî

ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì ñèãíàë y(�) îêàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì â ñèëó çà-

ìå÷àíèÿ 18.3. Íà ðèñ. 19.1 äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîêàçàíû èñõîäíûå äàííûå

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

òåìïåðàòóðû â ìîìåíò �. Ïîëîæèì n = 5(m+1).

Áûëè ïîñòðîåíû âíåøíèå

2

è âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâà äî-

ñòèæèìîñòè U

a

è äëÿ èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè U

a

â êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè t = �. Äëÿ èçó÷åíèÿ êà÷åñòâåííîé êàðòèíû äîáàâêè Æ

�

â (17.15)

âçÿòû â âèäå (18.1), ãäå ÷èñëî C = 0:5 ïîäîáðàíî òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü

íåïóñòîòó îöåíîê P

+

[k℄, à çíà÷åíèÿ "

�

; ~"

�

âçÿòû ðàâíûìè íóëþ.

Íà ðèñ. 19.3(a) ïîêàçàíû ìîäåëèðóåìîå ðåøåíèå u ïðè t = � (êðåñòè-

êàìè), à òàêæå ãðàíèöû è öåíòðû âíåøíèõ ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê äëÿ

èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè U(�; y(�)), ïîñòðîåííûå ïðè m = 49, m = 99

è m = 199 (ñîîòâåòñòâåííî, òî÷å÷íûìè, øòðèõîâûìè è ñïëîøíûìè ëè-

íèÿìè). Íà ðèñ. 19.3(b) èçîáðàæåíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ãðàíèöû è öåíòðû

âíåøíèõ ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè U

a

(�) è

èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè U(�; y(�)), ïîëó÷åííûå ïðè m = 199 (ñåðûì è

÷åðíûì öâåòîì ñîîòâåòñòâåííî), à òàêæå u(�; �).

�èñ. 19.3(
) è 19.3(d), êîòîðûå àíàëîãè÷íû ïî ñîäåðæàíèþ ðèñ. 19.3(a)

è 19.3(b), èëëþñòðèðóþò âíåøíèå îöåíêè "ïî Ôóðüå". Çäåñü çíà÷åíèÿ

âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö äëÿ u(x; �) â óçëàõ ñåòêè x

mi

ðàâíû çíà÷åíè-

ÿì îïîðíîé �óíêöèè �(ljP

+

[n℄) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ i-õ îðòàõ l = �e

i

â

ïðîñòðàíñòâå IR

m

. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû ïðîñòûå âíåøíèå îöåíêè

äëÿ U

a

è U è î÷åð÷åíû ãðàíèöû äëÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé u(x; t) ïðè

t = �. Âèäíî, ÷òî ó÷åò ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïîçâîëèë ñóçèòü ãðàíèöû

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Ê ñîæàëåíèþ, îêàçàëîñü, ÷òî â ïàðàëëåëåïèïåäàõ

P

a+

[n℄ è P

+

[n℄, ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíèâàíèþ "ïî Ôóðüå", âåëè÷èíû ïî-

ëóîñåé �

+

i

[n℄ � 7:8322 < �

a+

i

[n℄ � 12:7544 òîëüêî äëÿ i = 1, à äëÿ

îñòàëüíûõ çíà÷åíèé i = 2; : : : ;m èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà �

+

i

[n℄ = �

a+

i

[n℄.

2

Ïîñòðîåíèå âíåøíèõ îöåíîê ïðîâîäèëîñü ñîâìåñòíî ñ Ë.Â.Ñòàøêîâîé.
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Ïî-âèäèìîìó, ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì æåñòêîñòè ñèñòåìû (17.9) (áîëü-

øîé ðàçáðîñ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû B ïðèâîäèò ê áîëüøîìó ðàç-

áðîñó âåëè÷èí ïîëóîñåé �

+

1

[n℄ � �

+

2

[n℄ � � � � � �

+

m

[n℄, çàòðóäíÿþùåìó

îöåíèâàíèå).

Õîòÿ îáëàñòè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 19.3(b), êàæóòñÿ "ìåíüøå", ÷åì

íà ðèñ. 19.3(d), ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

[n℄ è

P

+

I

[n℄ èìåþò ðàçíûå ìàòðèöû îðèåíòàöèè, à íà ðèñóíêàõ ïîêàçàí ðå-

çóëüòàò ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îðòû â IR

m

. Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ äëÿ ñðàâ-

íåíèÿ "âåëè÷èíû" îðòîãîíàëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ â IR

m

ðàññìîòðèì

�

h

(P(p; P; �))=(

P

m

i=1

(�

i

)

2

)

1=2

è �

vol

(P)=vol (P). Â ñëó÷àå m=199 ïîëó-

÷èëîñü, ÷òî �

h

(P

+

I

[n℄)�7:6837<�

h

(P

+

[n℄)�9:2005, �

vol

(P

+

I

[n℄)�1:5037 �

10

�9

>�

vol

(P

+

[n℄)�0 (ìàøèííûé íóëü), òî åñòü P

+

I

[n℄ "ìåíüøå", ÷åì

P

+

[n℄, â ñìûñëå êðèòåðèÿ �

h

(�

h

(P

+

I

[n℄)=�

h

(P

+

[n℄) � 0:8351) è "áîëü-

øå" � â ñìûñëå êðèòåðèÿ �

vol

.

Èòàê, âíåøíèå îöåíêè "ïî Ôóðüå" âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî áûñòðåå,

è îíè îêàçàëèñü ëó÷øå ïîêîîðäèíàòíûõ â ñìûñëå îáúåìà. Îíè ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ "îòáðàêîâêè" �óíêöèé, êîòîðûå íå íàðóøàþò

ãðàíèöû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 19.3(a), (b), íî íå ïðèíàäëåæàò èñêîìîìó

ìíîæåñòâó (ÌÄ èëè èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè).

Íà ðèñ. 19.2(a) è 19.2(b) ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ãðàíèöû

è öåíòðû âíóòðåííèõ îöåíîê äëÿ U

a

(�) è U(�; y(�)), à øòðèõîâûìè ëè-

íèÿìè � âíåøíèõ ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê (ãðàíèöû âíóòðåííèõ îöåíîê

äëÿ ÌÄ ïðàêòè÷åñêè íàëîæèëèñü íà ãðàíèöû âíåøíèõ). Ñìûñë ãðàíèö,

ïîêàçàííûõ ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, ãðóáî ãîâîðÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå-

âîçìîæíûå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ìîìåíò � çàïîëíÿþò

âñþ îáëàñòü ìåæäó íèìè (à âîçìîæíî, è "âûëåçàþò" çà íåå).

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàìì BOXES â

ñèñòåìå MATLAB 5.
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�ëàâà VI

Ïîëèýäðàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâ

äîñòèæèìîñòè ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì

ïðè èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

óïðàâëåíèå

Äëÿ ëèíåéíûõ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíûìè íåêâàäðàòè÷-

íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå è íåîïðåäåëåííîñòüþ â íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, èññëåäóþòñÿ

âîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèé (îöåíîê) ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â èñõîä-

íîì è "ðàñøèðåííîì" ïðîñòðàíñòâàõ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ïîìîùè ñå-

ìåéñòâ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ïîëèòîïîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà. �åçóëüòàòû

ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [71,72, 192℄.

20 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òî÷íîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ

äîñòèæèìîñòè X [k℄ è Z [k℄ â èñõîäíîì è "ðàñøè-

ðåííîì" ïðîñòðàíñòâå

Íà ïðîìåæóòêå [i; N ℄ (0 � i < N) ðàññìîòðèì ìíîãîøàãîâóþ ñèñòåìó

x[j℄ = A[j℄x[j�1℄ + B[j℄u[j℄ + v[j℄; j = i+ 1; : : : ; N:

(20.1)
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Çäåñü x[j℄ 2 IR

n

� �àçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, A[j℄ 2M

n�n

0

è B[j℄ 2 IR

n�r

� èçâåñòíûå ìàòðèöû, v[j℄ 2 IR

n

� èçâåñòíûå âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ. Íà-

÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x[i℄ è óïðàâëåíèÿ u[j℄ 2 IR

r

ñòåñíåíû îãðàíè÷åíèÿìè

x[i℄ = x

i

2 X

i

; (20.2)

N

X

j=i+1

ku[j℄k

1

� �

i

; (20.3)

u[j℄ 2 K[j℄; j = i+ 1; : : : ; N; (20.4)

ãäå X

i

2 
onv IR

n

� çàäàííîå ìíîæåñòâî; �

i

> 0 � èçâåñòíîå ÷èñëî;

kuk

1

= max

1���r

ju

�

j � íîðìà âåêòîðà u 2 IR

r

; K[j℄ � IR

r

� çàäàííûå

âûïóêëûå çàìêíóòûå êîíóñû [129℄. Íà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü

íàëîæåíû ÔÎ

x[j℄ 2 Y [j℄; j = i+ 1; : : : ; N; (20.5)

ãäå Y [j℄ � âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà (ñ÷èòàåì Y [j℄=IR

n

, åñëè ÔÎ

îòñóòñòâóþò).

Îïðåäåëåíèå 20.1 Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X (k; i;X

i

) ñèñòå-

ìû (20.1) � (20.5) â ìîìåíò k 2 fi; : : : ; Ng íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òåõ

òî÷åê x2IR

n

, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå x[i℄ è u[�℄, óäîâëå-

òâîðÿþùèå (20.2)�(20.4), ÷òî ïîðîæäàåìîå èìè â ñèëó (20.1) ðåøåíèå x[�℄

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì x[k℄ = x è (20.5) äëÿ j = i+ 1; : : : ; k. Äà-

ëåå ñ÷èòàåì, ÷òî â ñèñòåìå (20.1) � (20.5) i = 0 è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

X [k℄ = X (k; 0;X

0

). Åñëè îãðàíè÷åíèÿ (20.5) ïîðîæäàþòñÿ èçìåðåíèÿìè

(1.4), òî X [k℄ èçâåñòíû êàê èí�îðìàöèîííûå îáëàñòè [75, 201℄.

Ââåäåííûå ÌÄ äëÿ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå îáëàäàþò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì (1.6), è äëÿ íèõ íå óäàåò-

ñÿ ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ òèïà (1.7), èìåþùèå ìåñòî äëÿ

ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íèæå áóäóò

ïðèâåäåíû "ïîëóðåêóððåíòíûå" ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÌÄ (ñèñòåìû ðåêóð-

ðåíòíûõ �îðìóë, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî íàõîäèòü ÌÄ) ñèñòåì áåç

�àçîâûõ îãðàíè÷åíèé è ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ÌÄ ñèñòåì ñ ÔÎ.
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Äîáàâèì ê �àçîâûì ïåðåìåííûì x[j℄ ïåðåìåííóþ �[j℄, õàðàêòåðèçó-

þùóþ òåêóùèé çàïàñ óïðàâëåíèÿ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

�[j℄ = �[j�1℄� ku[j℄k

1

; j = i+ 1; : : : ; N ; (20.6)

�[i℄ = �

i

: (20.7)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü (ñì. òàêæå [39℄), ÷òî èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå

(20.3) íà óïðàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî �àçîâûì îãðàíè÷åíèÿì

�[j℄ � 0; j = i; : : : ; N: (20.8)

Â "ðàñøèðåííîì" �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå òî÷åê z=(x

>

; �)

>

4

=fx; �g2

IR

n+1

ðàññìîòðèì ñèñòåìó (20.1), (20.4), (20.6) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z[i℄ = z

i

2 Z

i

(20.9)

è ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (20.5), (20.8).

Îïðåäåëåíèå 20.2 Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè Z(k; i;Z

i

) ñèñòå-

ìû (20.1), (20.4) � (20.6), (20.8), (20.9) â ìîìåíò k 2 fi; : : : ; Ng íàçûâàåì

ìíîæåñòâî âñåõ òåõ òî÷åê z = fx; �g 2 IR

n+1

, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ

ñóùåñòâóþò òàêèå z[i℄ = fx[i℄; �[i℄g è u[�℄, óäîâëåòâîðÿþùèå (20.4) ïðè

j = i + 1; : : : ; k è (20.9), ÷òî ïîðîæäàåìîå èìè â ñèëó (20.1), (20.6) ðå-

øåíèå z[�℄ = fx[�℄; �[�℄g áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì z[k℄ = z è (20.5),

(20.8) ïðè j = i+1; : : : ; k. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó íà ïðîìåæóòêå

[0; N ℄ è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Z[k℄ = Z(k; 0;Z

0

). Ìíîãîçíà÷íàÿ �óíê-

öèÿ Z[k℄, k=1; : : : ; N , èçâåñòíà êàê òðóáêà òðàåêòîðèé Z[�℄ [201℄.

�àññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå [155, ñ.18�19℄, ïîêàçûâàþò, ÷òî ÌÄ Z[k℄

îáëàäàþò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì òèïà (1.6), ãäå ñèìâîë X ñëåäóåò

çàìåíèòü íà Z. Íèæå áóäóò âûïèñàíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

Z[k℄, èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà è óêàçàíà ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè X [k℄

è Z[k℄ ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ìíîæåñòâà Z

0

.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X

0

ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì

X

0

= P(p

0

; P

0

; �

0

) � P [p

0

;

�

P

0

℄; (20.10)
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à Y [j℄ â îãðàíè÷åíèÿõ (20.5) (ïðè Y [j℄ 6= IR

n

) � ïàðàëëåëåïèïåäàìè

Y [j℄ = P(q[j℄; Q[j℄; �[j℄) � P [q[j℄;

�

Q[j℄℄ (20.11)

èëè ïîëîñàìè

Y [j℄ = S(
[j℄; S [j℄; �[j℄;m[j℄) =

m[j℄

\

i=1

�

i

[j℄ (m[j℄ � n): (20.12)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî êîíóñû K[j℄ òàêîâû, ÷òî ïàðàëëåëå-

ïèïåäàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà R[j℄

1

:

R[j℄ = C \ K[j℄; C = P(0; I; e) � IR

r

; (20.13)

à èìåííî, ñ÷èòàåì, ÷òî

R[j℄ = P(r[j℄; R[j℄; �[j℄) � P [r[j℄;

�

R[j℄℄; ãäå R[j℄ = I;

�

R[j℄ = diag �[j℄:

(20.14)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì ïîäõîäîì áóäåì èñêàòü âíåøíèå ïàðàëëå-

ëåïèïåäîçíà÷íûå P

+

[k℄ è âíóòðåííèå ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûå P

�

[k℄ îöåí-

êè äëÿ X [k℄, ñòàðàÿñü, ïî-âîçìîæíîñòè, îáåñïå÷èòü òî÷íûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ (1.19), (1.20) è ñâîéñòâî áûòü êàñàþùèìèñÿ èëè òóãèìè.

Íàøåé öåëüþ áóäåò òàêæå íàéòè âíåøíèå äëÿ Z[k℄ îöåíêè â âèäå

ïîëèòîïîâ �

+

[k℄ (ñì. îïðåäåëåíèå 6.3)

Z[k℄ � �

+

[k℄ = �(fP

+;b

[k℄; �

+;b

[k℄g; fP

+;t

[k℄; �

+;t

[k℄g); k = 0; : : : ; N ;

P

+;i

[k℄ = P(p

+;i

[k℄; P

+;i

[k℄; �

+;i

[k℄); i="b"; "t"; P

+;b

[k℄=P

+;t

[k℄=P

+

[k℄;

(20.15)

îáëàäàþùèå îáîáùåííûì ïîëóãðóïïîâûì è ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâàìè,

àíàëîãè÷íûìè (1.13), (1.15), è, áîëåå òîãî, ââåñòè ñåìåéñòâà òàêèõ òðóáîê

�

+

[�℄, ÷òî îáåñïå÷èò áîëåå òî÷íûå âêëþ÷åíèÿ Z[k℄ �

T

�

+

[k℄. Íà îñíîâå

óêàçàííûõ îöåíîê áóäóò ââåäåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ ïàðàëëåëåïèïåäî-

çíà÷íûõ îöåíîê P

+

[k℄ äëÿ ÌÄ X [k℄: X [k℄ � P

+

[k℄, X [k℄ �

T

P

+

[k℄.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà òî÷íûå îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ X [k℄ è Z[k℄.

Îïèñàíèå ÌÄ X [k℄ äëÿ ñèñòåì áåç �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé äàåò

1

Ñòîëü ñïåöèàëüíîå ïî �îðìå îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò îõâàòèòü, íàïðèìåð, ñèòóàöèþ, êîãäà K[j℄

� ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò èëè ïîëóïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ.
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Òåîðåìà 20.1 Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X [k℄, k = 1; : : : ; N; ñèñòå-

ìû (20.1) � (20.4) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

X [k℄ = X

0

[k℄ +

~

X [k℄; k = 1; : : : ; N ; (20.16)

X

0

[k℄ = A[k℄X

0

[k�1℄ + v[k℄; k = 1; : : : ; N; X

0

[0℄ = X

0

; (20.17)

~

X [k℄ = 
o fA[k℄

~

X [k�1℄ [ �

0

B[k℄R[k℄g;

~

X [0℄ = f0g; (20.18)

ãäå R[k℄ îïðåäåëåíû â (20.13). Ïðè ýòîì, åñëè X

0

[k℄ íàõîäÿòñÿ ïî �îð-

ìóëàì (20.17), X [0℄ = X

0

, òî ïðè k = 1; : : : ; N

X [k℄ = 
o f(A[k℄X [k�1℄ + v[k℄) [ (�

0

B[k℄R[k℄ + X

0

[k℄)g:

(20.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó �îðìóëû Êîøè X [k℄ ïðåäñòàâèìî â âèäå

(20.16), ãäå ìíîæåñòâà

X

0

[k℄ = �[k; 0℄X

0

+

k

X

j=1

�[k; j℄v[j℄ (20.20)

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (20.17), à

~

X [k℄ = fxj x=

k

X

j=1

	[k; j℄u[j℄;

k

X

j=1

ku[j℄k

1

��

0

; u[j℄2K[j℄; j=1; : : : ; kg:

(20.21)

Çäåñü �[k; l℄� òà æå �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû äëÿ

(20.1), ÷òî è â (7.1), à 	[k; l℄ = �[k; l℄B[l℄. Â ñèëó ëåììû À1.14

~

X [k℄ = �

0


o f

k

[

j=1

	[k; j℄(C \ K[j℄)g: (20.22)

Ó÷èòûâàÿ âèä 	[k; j℄, èìååì

~

X [k℄ = �

0


o fA[k℄(

S

k�1

j=1

	[k�1; j℄R[j℄) [

B[k℄R[k℄g, ÷òî ââèäó �îðìóëû (20.22) äëÿ

~

X [k � 1℄ ïðèâîäèò ê (20.18).

�àâåíñòâî (20.19) ïðè k 2 f1; : : : ; Ng ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ñîîòíîøå-

íèå (20.16) ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (20.18) äëÿ

~

X [k℄, à çàòåì, ïîëüçóÿñü

ëåììîé À1.15, âíåñòè X

0

[k℄ ïîä çíàê 
o è ó÷åñòü âûðàæåíèå (20.17) äëÿ

X

0

[k℄ è �îðìóëó (20.16) ïðè k � 1. 2

Äëÿ ñèñòåì ñ ÔÎ ñòàíäàðòíûìè ïðîöåäóðàìè âûïóêëîãî àíàëèçà [88℄

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îïîðíîé �óíêöèè ÌÄ.
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Ëåììà 20.1 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò k 2

f1; : : : ; Ng ñèñòåìû (20.1)�(20.5) ñ Y [j℄ 2 
onv IR

n

, j = 1; : : : ; N . Òîãäà

�(ljX [k℄) = inf

�[�℄

H(l; �[�℄); ãäå �[j℄ 2 IR

n

; j = 1; : : : ; k; (20.23)

H(l; �[�℄) =

k

X

j=1

�(�[j℄ j Y [j℄)+�(�[k; 0℄

>

l�

k

X

�=1

�[�; 0℄

>

�[�℄ j X

0

)+

k

X

j=1

v[j℄

>

(�[k; j℄

>

l�

k

X

�=j

�[�; j℄

>

�[�℄)+

sup

u[�℄

f

k

X

j=1

u[j℄

>

(	[k; j℄

>

l�

k

X

�=j

	[�; j℄

>

�[�℄)j

k

X

j=1

ku[j℄k

1

��

0

; u[j℄2K[j℄g:

Ïîëüçóÿñü ïîäõîäîì [75,98,201℄, ìîæíî ñâåñòè îïèñàíèå ìíîæåñòâ äî-

ñòèæèìîñòè ñèñòåì ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ê ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâà

ÌÄ âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì áåç ÔÎ, íî ñ ìàòðè÷íûìè ïàðàìåòðàìè T [�℄:

�x[j℄ = T [j℄A[j℄�x[j�1℄ + (I � T [j℄)�[j℄ + T [j℄v[j℄; j = 1; : : : ; N ;

�x[0℄ 2 X

0

; �[j℄ 2 Y [j℄;

(20.24)

x̂[j℄ = T [j℄A[j℄x̂[j�1℄ + T [j℄B[j℄u[j℄; j = 1; : : : ; N ;

x̂[0℄ = 0;

k

X

j=1

ku[j℄k

1

� �

0

; u[j℄ 2 K[j℄:

(20.25)

Îãðàíè÷åíèÿ â íèõ � ñîîòâåòñòâåííî, ãåîìåòðè÷åñêèå (òèïà ðàññìîòðåí-

íûõ â ãë. III) è èíòåãðàëüíûå (òèïà (20.2) � (20.4)).

Òåîðåìà 20.2 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(20.1) � (20.5), ãäå Y [j℄ 2 
onv IR

n

, j = 1; : : : ; N , à

�

X (k;T [�℄) è

^

X (k;T [�℄)

� ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåì (20.24) è (20.25). Òîãäà ïðè

ëþáûõ T [j℄ 2 M

n�n

00

, j = 1; : : : ; N , ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ X [k℄ �

X (k;T [�℄) =

�

X (k;T [�℄)+

^

X (k;T [�℄), k = 1; : : : ; N , è X [k℄ =

T

T [�℄

X (k;T [�℄),

ãäå â ïåðåñå÷åíèè äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T [j℄,

j = 1; : : : ; k, äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ T [j℄ 2M

n�n

00

.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìîäè�èêàöèåé ðàññóæäåíèé èç [98,148℄.

�àññìîòðèì X [k℄ ïðè ïðîèçâîëüíîì �èêñèðîâàííîì k 2 f1; : : : ; Ng.
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Ïóñòü M [j℄ 2 IR

n�n

, j = 1; : : : ; k � ìàòðè÷íûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå

ñâÿçàíû ñ �[�℄ ñîîòíîøåíèÿìè �[j℄ = M [j℄

>

l, j = 1; : : : ; k. Òàê êàê ïðè

ëþáûõ a 2 �

4

= fl 2 IR

n

j l

i

6= 0; i = 1; : : : ; ng è b 2 IR

n

ìàòðè÷íîå

óðàâíåíèå b = Xa èìååò ðåøåíèå X = diag fb

i

a

�1

i

g â êëàññå M

n�n

d

äèà-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö, òî èç (20.23) âûòåêàåò, ÷òî

�(ljX [k℄) = inf

M [�℄

H(l;M

>

[�℄l); 8l 2 �; (20.26)

ãäå inf âçÿò ïî âñåìM [j℄ 2M

n�n

d

, j=1; : : : ; k. �àâåíñòâî (20.26) ñîõðàíÿ-

åòñÿ, åñëè inf áðàòü ïî âñåì M [j℄ 2 IR

n�n

, j=1; : : : ; k, ïîñêîëüêó ïðè òà-

êîì ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé M [j℄

>

l, j=1; : : : ; k,

íå ñòàíîâèòñÿ øèðå. Êðîìå òîãî, inf â (20.26) ìîæíî áðàòü ïî ìíîæå-

ñòâàì ìàòðèö M [j℄ 2M

n�n

d

, j=1; : : : ; k, óäîâëåòâîðÿþùèõ

detK[j℄ 6= 0; K[j℄

4

= �[k; j℄�

k

X

�=j+1

M [�℄�[�; j℄; j=1; : : : ; k: (20.27)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

~

M

"

[�℄ îáåñïå÷èâàåò ñîîòíîøåíèå

H(l;

~

�

"

[�℄) < �(ljX [k℄) + "=2; (20.28)

ãäå

~

�

"

[j℄=

~

M

"

[j℄

>

l, òî ïðè íàðóøåíèè (20.27) �óíêöèþ

~

M

"

[�℄ ìîæíî

"íåìíîãî ïîäïðàâèòü" (ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ îïîðíûõ �óíêöèé

âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ), çàìåíèâ åå, íàïðèìåð, íà M

"

[�℄, ãäå

M

"

[j℄=

~

M

"

[j℄, j=1; : : : ; k�1, M

"

[k℄=

~

M

"

[k℄+�I, òàê, ÷òîáû áûëî jH(l;

~

�

"

[�℄)�H(l;M

>

"

[�℄l)j<"=2. Ïðè ýòîì "ìàëîå" � ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî-

áû îíî íå ñîâïàäàëî íè ñ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé k ìàòðèö

G(j;

~

M

"

[�℄)=�[k; j℄

�1

K(j;

~

M

"

[�℄), j=1; : : : ; k, ãäå îáîçíà÷åíèå K(j;M [�℄)

ïîä÷åðêèâàåò çàâèñèìîñòü K[j℄ îò M [�℄. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî detK(j;

M

"

[�℄) = det(K(j;

~

M

"

[�℄)���[k; j℄) = det�[k; j℄ �det(G(j;

~

M

"

[�℄)��I) 6= 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè M [�℄, óäîâëåòâîðÿþùåé

(20.27), íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ L[�℄, ÷òî

H(l;M

>

[�℄l) = �(lj X

�

(k;L[�℄); (20.29)
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ãäå ñèìâîëîì X

�

(k;L[�℄) îáîçíà÷åíî ÌÄ â ìîìåíò k ñèñòåìû

x[j℄ = (A[j℄� L[j℄)x[j�1℄ + (I � L[j℄A[j℄

�1

)(v[j℄ +B[j℄u[j℄)

+L[j℄A[j℄

�1

�[j℄; j = 1; : : : ; N ;

x[0℄ 2 X

0

;

N

X

j=1

ku[j℄k

1

� �

0

; u[j℄ 2 K[j℄; �[j℄ 2 Y [j℄:

(20.30)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîèì L[�℄ ïî �îðìóëàì

L[j℄ = K[j℄

�1

M [j℄A[j℄; j = 1; : : : ; k: (20.31)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöû K[j℄ èç (20.27) óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-

íîøåíèÿì K[j℄ = I, K[j � 1℄ = K[j℄(A[j℄ � L[j℄), j = k; : : : ; 1. Òåïåðü,

ñðàâíèâàÿ �îðìóëó äëÿ H(l;M

>

[�℄l), êóäà ïîäñòàâëåíû âûðàæåíèÿ äëÿ

M [j℄, ïîëó÷åííûå èç (20.31), ñ âûðàæåíèåì äëÿ �(lj X

�

(k;L[�℄), âûòåêà-

þùèì èç �îðìóëû Êîøè äëÿ ñèñòåìû (20.30), ïðèõîäèì ê (20.29).

Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ 1.1 ñîîòíîøåíèÿ (20.31), êàê íåñëîæ-

íî ïðîâåðèòü, ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî M [�℄. Ïîýòîìó è, îáðàòíî, äëÿ

ëþáîé L[�℄ íàéäåòñÿ òàêàÿ M [�℄, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (20.29).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

�(lj X [k℄) = inf

L[�℄

�(lj X

�

(k;L[�℄); 8 l 2 �; (20.32)

ãäå inf ìîæíî áðàòü ëèáî ïî ìíîæåñòâó L[�℄, ñâÿçàííûõ ñ M [�℄ óñëîâè-

ÿìè (20.31), ëèáî ïî âñåâîçìîæíûì L[�℄. Èç (20.32) ââèäó ëåììû À1.4

âûòåêàåò, ÷òî

X [k℄ =

\

L[�℄

X

�

(k;L[�℄): (20.33)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî inf â (20.23) ìîæíî áðàòü ïî �[�℄2 �, ãäå ÷åðåç

� îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ �[�℄, ñòåñíåííûõ óñëîâèÿìè

�[k; j℄

>

l �

k

X

�=j+1

�[�; j℄

>

�[�℄ 2 �; j = 1; : : : ; k � 1: (20.34)

Â ñàìîì äåëå, åñëè

~

�

"

[�℄ îáåñïå÷èâàåò (20.28), òî ïðè íàðóøåíèè (20.34)

�óíêöèþ

~

�

"

[�℄ ìîæíî "ïîäïðàâèòü" (ñíîâà ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ
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îïîðíûõ �óíêöèé âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ), çàìåíèâ åå íà �

"

[�℄,

ãäå �

"

[j℄ =

~

�

"

[j℄ + �

"

[j℄, à "ìàëûå" äîáàâêè �

"

[j℄ ìîãóò áûòü ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïîäîáðàíû äëÿ j = k�1; : : : ; 1 òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî êîíå÷-

íîå ÷èñëî ñîîòíîøåíèé

(�[j + 1; j℄

>

�

"

[j + 1℄)

i

6= (�[k; j℄

>

l �

k

X

�=j+2

�[�; j℄

>

�

"

[�℄)

i

; i = 1; : : : ; n:

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáûõ l 2 � è �[�℄ 2 � ìîæíî íàéòè òàêóþ

�óíêöèþ L[�℄, ÷òî

H(l; �[�℄) = �(ljX

�

(k;L[�℄)); ãäå

L[�℄ 2 L

4

= fL[�℄j L[j℄ = S[j℄A[j℄; S[j℄ 2M

n�n

d

; j=1; : : : ; kg:

(20.35)

Â ñàìîì äåëå, ïðè l2�, �[�℄2 � íàéäóòñÿ äèàãîíàëüíûå S[j℄ òàêèå, ÷òî

�[j℄ = S[j℄

>

(�[k; j℄

>

l �

k

X

�=j+1

�[�; j℄

>

�[�℄); j = k; : : : ; 1: (20.36)

Ïîäñòàâëÿÿ L[j℄ = S[j℄A[j℄ â (20.31), ïîëó÷àåì, ÷òî ìîæíî íàéòè M [�℄,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿì

M [j℄

>

= S[j℄

>

(�[k; j℄

>

�

k

X

�=j+1

�[�; j℄

>

M [�℄

>

); j = k; : : : ; 1;

è ïðè ýòîì áóäåì èìåòü (20.29). Óìíîæàÿ ïîñëåäíèå ìàòðè÷íûå ðàâåí-

ñòâà ñïðàâà íà l è âñïîìèíàÿ (20.36), íåñëîæíî ïðîâåðèòü èíäóêöèåé ïî

j = k; : : : ; 1, ÷òî M [j℄

>

l = �[j℄, j = k; : : : ; 1, è, çíà÷èò, èìååì (20.35).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (20.32), (20.33) ìîãóò áûòü îáåñïå÷åíû

âàðüèðîâàíèåì L[�℄ 2 L.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî, åñëè ââåñòè

ìàòðèöû T [j℄ = I�L[j℄A[j℄

�1

(à îíè áóäóò äèàãîíàëüíûìè ïðè L[�℄ 2 L),

òî óðàâíåíèÿ èç (20.30) ïðèíèìàþò âèä

x[j℄ = T [j℄A[j℄x[j�1℄ + T [j℄(v[j℄ + B[j℄u[j℄) + (I � T [j℄)�[j℄;

è â ñèëó ëèíåéíîñòè ñèñòåìû X

�

(k;L[�℄) =

�

X (k;T [�℄) +

^

X (k;T [�℄). 2
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Çàìå÷àíèå 20.1 Î÷åâèäíî, ÷òî X [k℄ �

T

k

i=0

X [k; i℄, ãäå èñïîëüçîâà-

íû îáîçíà÷åíèÿ X [k; 0℄ = X (k; 0;X

0

), X [k; i℄ = X (k; i;Y [i℄). Ìíîæåñòâà

X [k; i℄ �îðìàëüíî ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëîæèâ X [k; i℄ = X (k;T [�℄), ãäå

T [j℄ = 0 ïðè j = 1; : : : ; i, T [j℄ = I ïðè j = i+ 1; : : : ; k.

Îïèñàíèå X [k℄ ìîæíî ñâåñòè òàêæå ê ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâà ÌÄ âñïî-

ìîãàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàâàåìîãî íà-

áîðîì ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ h[�℄.

Òåîðåìà 20.3 Ïóñòü X [k℄ � ÌÄ â ìîìåíò k ñèñòåìû (20.1)�(20.5).

Åñëè h[j℄ � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

h[j℄ � 0; j = 1; : : : ; N;

N

X

j=1

h[j℄ � �

0

; (20.37)

à X (k;h[�℄) � ÌÄ ñèñòåìû (20.1), (20.2), (20.5) ñ îãðàíè÷åíèÿìè

u[j℄ 2 h[j℄R[j℄; j = 1; : : : ; N; (20.38)

ãäå R[j℄ � ìíîæåñòâà (20.13), òî ïðè k = 1; : : : ; N èìååì

X (k;h[�℄) � X [k℄ (20.39)

è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

X [k℄ =

[

fX (k;h[�℄)j h[�℄ ïîä÷èíåíû (20:37)g: (20.40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x2X (k;h[�℄). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå x[0℄ 2

X

0

è u[�℄, óäîâëåòâîðÿþùèå (20.38), ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (20.1) èìååì x[k℄ = x è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (20.5). Èìå-

åì u[j℄ 2 h[j℄K[j℄ � K[j℄ (j = 1; : : : ; k). Êðîìå òîãî,

P

N

j=1

ku[j℄k

1

�

P

N

j=1

h[j℄ � �

0

. Ñëåäîâàòåëüíî, x 2 X [k℄, ÷òî äîêàçûâàåò (20.39).

Ïóñòü x 2 X [k℄, ïðè÷åì x ñîîòâåòñòâóåò x[0℄ è u[�℄. Ïîëàãàÿ u[j℄ = 0,

j = k+1; : : : ; N , h[j℄ = ku[j℄k

1

, j = 1; : : : ; N , íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (20.37), (20.38) è x 2 X (k;h[�℄). 2

Ìíîæåñòâà Z[k℄ ââèäó (20.6) � (20.8) ìîæíî èñêàòü â âèäå

Z[k℄ =

[

�

b

[k℄����

t

[k℄

fX (�; k); �g; k=0; : : : ; N; ãäå 0��

b

[k℄��

t

[k℄: (20.41)
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Òåîðåìà 20.4 Ïóñòü Z[k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1), (20.4) � (20.6),

(20.8), (20.9), Z[0℄ = Z

0

ïðåäñòàâëåíî â âèäå (20.41), è Z[k℄ 6= ; ïðè

k = 1; : : : ; N . Òîãäà Z[k℄ ïðåäñòàâèìû â âèäå (20.41) è óäîâëåòâîðÿþò

ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì (ãäå C = P(0; I; e) � IR

r

)

2

:

Z[k℄ = ((A[k℄

�


Z[k�1℄

+


v[k℄) ℄B[k℄(� C \ K[k℄))

\


Y [k℄;

k = 1; : : : ; N ; Z[0℄ = Z

0

:

(20.42)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî íàéòè

�îðìóëû, êîíêðåòèçèðóþùèå ðàâåíñòâî Z[k℄ = Z(k; k�1;Z[k�1℄). Äëÿ

Z[k � 1℄ èìååì (20.41) ïðè k � 1. Èç ïîçèöèè z = fx; �g ñ �èêñèðîâàí-

íûì z

n+1

= � è x 2 X (�; k � 1) ìîæíî ïîïàñòü â ïîçèöèè ~z ñ ~z

n+1

= ~�,

ãäå 0 � ~� � �, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûáåðåì óïðàâëåíèå u[k℄ ñ

ku[k℄k

1

= � � ~�, ïðè÷åì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèå (20.4), ò.å.

u[k℄ 2 (�� ~�)� C \ K[k℄ = (�� ~�)(� C \ K[k℄). Ïåðåáèðàÿ âñåâîçìîæíûå

x 2 X (�; k � 1), ìîæíî, ñ ó÷åòîì ÔÎ (20.5), ïîïàñòü â òî÷êè ìíîæåñòâà

~

X (�; ~�)

4

= (A[k℄X (�; k�1)+ v[k℄ + (�� ~�)B[k℄(� C \K[k℄))\Y [k℄. Ââèäó

(20.41) �

b

[k�1℄ � � � �

t

[k�1℄, è èìååì ~� 2 [0; �℄. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

òàêèõ (�; ~�) ÷åðåç F . Òîãäà Z[k℄=

S

�

S

~�

ff

~

X (�; ~�); ~�gj (�; ~�)2Fg. Íåñëîæíî

çàìåòèòü, ÷òî ïðè íàøåì ïðåäïîëîæåíèè Z[k℄ 6=; ìíîæåñòâî F ïðåäñòà-

âèìî â âèäå F = f(�; ~�)j 0�~���

t

[k�1℄;maxf�

b

[k�1℄; ~�g����

t

[k�1℄g.

Ïîìåíÿåì ìåñòàìè îáúåäèíåíèÿ ïî � è ~� â âûðàæåíèè äëÿ Z[k℄ è ïåðå-

îáîçíà÷èì ~� íà �, à � � íà �. Òîãäà ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå Z[k℄ â âèäå

(20.41) è ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé 6.1 èìååì (20.42). 2

Âñëåäñòâèå íåëèíåéíîñòè (ïî u) ñèñòåìû â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå

ÌÄ Z[k℄ èç âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Z

0

ìîãóò áûòü íåâûïóêëû.

Ïðèìåð 20.1 Ïóñòü n=1, k=N=1, A[1℄=B[1℄=1, v[1℄=0, K[1℄ = IR

1

,

2

Äîïóñêàÿ â ñèñòåìå âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î �[j℄ (íàïðèìåð,

ïóòåì íåòî÷íûõ èçìåðåíèé), ìîæíî ââåñòè è áîëåå îáùèå ÔÎ íà �[j℄: �[j℄ � �[j℄ � �[j℄, j =

i+1; : : : ; N , ãäå 0 � �[j℄ � �[j℄ � çàäàííûå ÷èñëà (ïðè ýòîì (20.8) ïîëó÷àþòñÿ, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

ïðè �[j℄ � 0, �[j℄ � +1). Òîãäà ÌÄ Z [k℄ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì

ñîîòíîøåíèÿì (20.42), ãäå ℄ íàäî çàìåíèòü íà ℄

�[k℄

�[k℄

, è ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ � 6 ìîæíî

ïîñòðîèòü âíåøíèå äëÿ Z [k℄ îöåíêè �

+

[k℄, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì íèæå â � 22.
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Z

0

=f0; �

0

g. Òîãäà â ñèëó ñèñòåìû x[1℄=u[1℄, �[1℄=�

0

�ju[1℄j. ÌÄ Z[1℄ ñè-

ñòåìû (20.1), (20.4), (20.6), (20.8), (20.9), ïîêàçàííîå íà ðèñ. 20.1, ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé äâà îòðåçêà AB è AC è, î÷åâèäíî, íåâûïóêëî.

Âûïóêëîñòü Z[k℄ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, íàëîæèâ äîïîëíèòåëüíûå

óñëîâèÿ íà Z

0

. Èç òåîðåìû 20.4 è ëåìì 6.2 � 6.5 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 20.1 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 20.4, åñëè �

b

[0℄ = 0, à Z

0

âû-

ïóêëî, è åãî ñå÷åíèÿ íå âîçðàñòàþò, òî òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàþò

ìíîæåñòâà Z[k℄ è ïðè èõ ïîñòðîåíèè â �îðìóëàõ (20.42) ìîæíî çàìåíèòü

� C \ K[k℄ íà R[k℄.

Èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, òåîðåìû 20.4 è ñëåäñòâèÿ

20.1 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó X [k℄ è Z[k℄.

Ñëåäñòâèå 20.2 Ïóñòü X [k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1) � (20.5), à Z[k℄

� ÌÄ ñèñòåìû (20.1), (20.4) � (20.6), (20.8), (20.9) èç ìíîæåñòâà Z

0

=

fX

0

; �

0

g = fz = fx; �gj x 2 X

0

; � = �

0

g ëèáî Z

0

= X

0

� [0; �

0

℄ = fz =

fx; �gjx 2 X

0

; � 2 [0; �

0

℄g, ïðåäñòàâëåíííûå â âèäå (20.41), ïðè÷åì âñå

Z[k℄ 6= ;. Òîãäà X [k℄ =

S

fX (�; k)j 0����

t

[k℄g, k = 1; : : : ; N , X [0℄ = X

0

.

Åñëè Z

0

= X

0

� [0; �

0

℄, òî X [k℄ = X (0; k), k = 1; : : : ; N , ïðè÷åì ïðè

ïîñòðîåíèè Z[k℄ â �îðìóëàõ (20.42) ìîæíî çàìåíèòü � C\K[k℄ íà R[k℄

3

.

21 Âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ X [k℄

Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ âíåøíèõ îöåíîê äëÿ ÌÄ X [k℄ ñèñòåì áåç ÔÎ.

Òåîðåìà 21.1 Ïóñòü X [k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1) � (20.4). Åñëè

P

0+

[k℄ = P

+

P

+

[k℄

(A[k℄P

0+

[k�1℄ + v[k℄); k = 1; : : : ; N ;

~

P

+

[k℄ = P

+

P

+

[k℄

(A[k℄

~

P

+

[k�1℄ [ �

0

B[k℄R[k℄); k = 1; : : : ; N ;

P

0+

[0℄ = P

+

P

+

[0℄

(X

0

);

~

P

+

[0℄ = P

+

P

+

[0℄

(f0g);

(21.1)

3

Ïðè ýòîì äëÿ ñèñòåì áåç ÔÎ (20.5) ìíîæåñòâà X (�

0

; k), êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèé 6.1, ñîâïàäàþò

ñ ìíîæåñòâàìè X

0

[k℄ èç òåîðåìû 20.1, òàê ÷òî �îðìóëû (20.17) è (20.19) îïèñûâàþò äèíàìèêó

"âåðõíåãî" è "íèæíåãî" ñå÷åíèé ÌÄ Z [k℄.
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òî

X [k℄ � P

+

[k℄ = P

0+

[k℄ +

~

P

+

[k℄; k = 0; : : : ; N; (21.2)

êàêîâû áû íè áûëè ìàòðèöû îðèåíòàöèè P

+

[k℄ 2M

n�n

0

, k = 0; : : : ; N .

Åñëè P 2M

n�n

0

� ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà è

P

+

[k℄ = A[k℄P

+

[k�1℄; k = 1; : : : ; N; P

+

[0℄ = P; (21.3)

òî P

+

[k℄ ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè êàñàþùèìèñÿ îöåíêàìè äëÿ X [k℄ è

X [k℄ =

\

fP

+

[k℄j P 2 V

0

g; k = 1; : : : ; N; (21.4)

ãäå ìíîæåñòâî ìàòðèö V

0

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, ñ�îðìóëèðîâàí-

íûì íà ñ. 97.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâà P

+

[k℄ ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäàìè,

òàê êàê P

0+

[k℄ è

~

P

+

[k℄ èìåþò îäèíàêîâûå ìàòðèöû îðèåíòàöèè P

+

[k℄.

Âêëþ÷åíèÿ (21.2) ïîëó÷àþòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì �îðìóë (20.16)�(20.18) è

(21.1). Ñâîéñòâî

~

P

+

[k℄ áûòü êàñàþùèìèñÿ äëÿ

~

X [k℄, k = 1; : : : ; N , òî åñòü

�(�(P

+

[k℄

�1

)

>

e

i

j

~

P

+

[k℄) = �(�(P

+

[k℄

�1

)

>

e

i

j

~

X [k℄); i = 1; : : : ; n; (21.5)

äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 0 ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ. Ïóñòü

îíè ñïðàâåäëèâû ïðè k � 1. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (21.1), ñâîéñòâî îöåíîê

P

+

V

(Q) áûòü êàñàþùèìèñÿ äëÿ Q, ñîîòíîøåíèÿ (6.1), (21.3), (20.18) è

ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ìîæíî çàïèñàòü öåïî÷êó ðàâåíñòâ

�(�P

+

[k℄

�1

>

e

i

j

~

P

+

[k℄) = �(�P

+

[k℄

�1

>

e

i

jA[k℄

~

P

+

[k�1℄ [ �

0

B[k℄R[k℄)

= maxf�(�P

+

[k�1℄

�1

>

e

i

j

~

P

+

[k�1℄); �(�P

+

[k℄

�1

>

e

i

j�

0

B[k℄R[k℄)g

= maxf�(�P

+

[k�1℄

�1

>

e

i

j

~

X [k�1℄); �(�P

+

[k℄

�1

>

e

i

j�

0

B[k℄R[k℄)g

= �(�P

+

[k℄

�1

>

e

i

j

~

X [k℄):

�àâåíñòâà (21.5) äîêàçàíû. Ïîñêîëüêó îöåíêè P

0+

[k℄ ÿâëÿþòñÿ êàñàþ-

ùèìèñÿ äëÿ X

0

[k℄ (ñì. òåîðåìó 7.2), òî P

+

[k℄ îêàçûâàþòñÿ êàñàþùèìèñÿ

äëÿ X [k℄. Ýòî ñâîéñòâî âìåñòå ñ âàðüèðîâàíèåì P îáåñïå÷èâàåò (21.4). 2

Îïèøåì òåïåðü ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå îöåíêè ÌÄ ñèñòåì ñ ÔÎ.
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Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 20.2 è ñâîéñòâàìè îöåíîê äëÿ ÌÄ ñèñòåì áåç ÔÎ

(ñì. òåîðåìó 7.2 ïî ïîâîäó ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè è

òåîðåìó 21.1), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 21.2 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(20.1) � (20.5), ãäå Y [j℄ 2 
onv IR

n

è âñå X [k℄ 6= ;, k = 1; : : : ; N . Åñëè

ïàðàëëåëåïèïåäû

�

P

+

[k℄ è

^

P

+

[k℄, k = 1; : : : ; N , ïîñòðîåíû ïî �îðìóëàì

�

P

+

[k℄ = P

+

P

+

[k℄

(T [k℄A[k℄

�

P[k�1℄ + (I � T [k℄)Y [k℄ + T [k℄v[k℄);

^

P

+

[k℄ = P

+

P

+

[k℄

(T [k℄(A[k℄

^

P

+

[k�1℄ [ �

0

B[k℄R[k℄));

�

P

+

[0℄ = P

+

P

+

[0℄

(X

0

);

^

P

+

[0℄ = P

+

P

+

[0℄

(f0g);

(21.6)

òî

X [k℄ � P

+

[k℄ =

�

P

+

[k℄ +

^

P

+

[k℄ (21.7)

ïðè ëþáûõ T [k℄ 2M

n�n

00

, k=1; : : : ; N , P

+

[k℄ 2M

n�n

0

, k=0; : : : ; N . Åñëè

P

+

[k℄ = T [k℄A[k℄P

+

[k�1℄; k = 1; : : : ; N; P

+

[0℄ = P 2M

n�n

0

;

(21.8)

òî

�

P

+

[k℄,

^

P

+

[k℄ îêàçûâàþòñÿ êàñàþùèìèñÿ îöåíêàìè äëÿ ìíîæåñòâ

�

Z [k℄,

^

Z [k℄, îïèñàííûõ â òåîðåìå 20.2, è X [k℄ =

T

T [�℄

f

T

P

fP

+

[k℄j(21:8)gg,

ãäå ïåðåñå÷åíèÿ ïî T [�℄ è P � òàêèå æå, êàê â òåîðåìàõ 20.2 è 21.1.

Åñëè X

0

;R[k℄;Y [k℄ � ïàðàëëåëåïèïåäû, òî îïåðàöèè â ðåêóððåíòíûõ

�îðìóëàõ òåîðåì 21.1, 21.2 ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì èç ãë. I.

�àññìîòðèì òåïåðü âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ ÌÄ X [k℄ ñèñòåì áåç ÔÎ.

Òåîðåìà 21.3 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(20.1) � (20.4), (20.10), (20.13), (20.14). Ïóñòü h[j℄, j = 1; : : : ; N , �

ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå (20.37), �, �

(1)

[j℄ è �

(2)

[j℄ � ïðî-

èçâîëüíûå ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

�;�

(1)

[j℄ 2 G

n�n

; �

(2)

[j℄ 2 G

r�n

; j = 1; : : : ; N; (21.9)

è ïàðàëëåëîòîïû P

�

[j℄ ïîñòðîåíû ïî �îðìóëàì

P

�

[j℄ = P

�

�

(1)

[j℄;�

(2)

[j℄

(A[j℄P

�

[j � 1℄ + h[j℄B[j℄R[j℄) + v[j℄;

j = 1; : : : ; N ; P

�

[0℄ = P

�

�

(X

0

):

(21.10)
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Òîãäà ïðè âñåõ k = 1; : : : ; N èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

P

�

[k℄ � X [k℄ (21.11)

è ñïðàâåäëèâû òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

X [k℄ =

[

fP

�

[k℄j�=I;�

(1)

[j℄�I; h[�℄;�

(2)

[�℄ ïîä÷èíåíû (20:37); (21:9)g:

(21.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå (21.11) ñëåäóåò èç òåîðåìû 20.3, ðå-

êóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé òèïà (1.7) äëÿ X (k;h[�℄) è ëåììû 3.8. Òåîðå-

ìà 20.3 îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî (20.40). À ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì

h[�℄ â ñèëó òåîðåìû 7.6 ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ X (k;h[�℄) =

S

P

�

[k℄,

ãäå P

�

[k℄ ïîñòðîåíû ïî �îðìóëàì (21.10). 2

Åñëè

K[j℄ = IR

r

; j = 1; : : : ; N; (21.13)

òî â ñåìåéñòâå îöåíîê P

�

[k℄ âèäà (21.10) èìåþòñÿ òóãèå. Äåéñòâèòåëüíî,

çà�èêñèðóåì l

0

2 IR

n

. Ïóñòü

l[j℄ = A[j℄

�1

>

l[j�1℄; j = 1; : : : ; k; l[0℄ = l

0

: (21.14)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (20.16), (20.20), (20.22) è âèäà �[k; j℄ è 	[k; j℄ èìååì

�(l[k℄jX [k℄) = �(l

0

jX

0

) +

k

X

j=1

l[j℄

>

v[j℄ + �

0

max

1�j�k

�(l[j℄jB[j℄R[j℄):

Ïðè �

(1)

[j℄ � I, � = I �îðìóëû (21.10) äàþò

p

�

[k℄ = �[k; 0℄p

0

+

k

X

j=1

(	[k; j℄h[j℄r[j℄ + �[k; j℄v[j℄);

�

P

�

[k℄ = �[k; 0℄

�

P

0

+

k

X

j=1

h[j℄	[k; j℄

�

R[j℄�

(2)

[j℄;

îòêóäà ïðè óñëîâèè (21.13), îçíà÷àþùåì, ÷òî r[j℄ = 0,

�

R[j℄ = I, èìååì

�(l[k℄jP

�

[k℄) = l

>

0

p

0

+

k

X

j=1

l[j℄

>

v[j℄ + Abs (l

>

0

�

P

0

+

k

X

j=1

h[j℄l[j℄

>

B[j℄�

(2)

[j℄)e:

Ìàêñèìèçèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñíà÷àëà ïî �

(2)

[�℄ (àíàëîãè÷íî

ëåììå 3.8 è ñëåäñòâèþ 3.1), à çàòåì ïî h[�℄, è ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñî

çíà÷åíèåì �(l[k℄jX [k℄), ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 21.1 Ïóñòü X [k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1) � (20.4), (20.10),

ãäå K[j℄ � IR

r

. Ïóñòü çàäàí âåêòîð l

0

2 IR

n

è l[j℄ íàõîäÿòñÿ èç (21.14).
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Åñëè óñëîâèÿõ òåîðåìû 21.3 èìååì � = I, �

(1)

[j℄ � I, �

(2)

[j℄ ïîñòðîåíû

â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.17), ãäå ñëåäóåò áðàòü 


(1)

=

�

P

>

0

l

0

, 


(2)

= B[j℄

>

l[j℄,

à h[�℄ óäîâëåòâîðÿåò (20.37), ïðè÷åì h[j℄ = 0, j = 1; : : : ; k, j =2 J [k℄, ãäå

J [k℄ = Argmax

1�j�k

Abs (l[j℄

>

B[j℄)e, òî îöåíêà P

�

[k℄ ÿâëÿåòñÿ òóãîé äëÿ

X [k℄ (â íàïðàâëåíèè l[k℄). Åñëè j

�

� íàèìåíüøèé ýëåìåíò J [k℄ è j

�

< k,

à h[j

�

℄ = �

0

, h[j℄ = 0, j = 1; : : : ; k, j 6= j

�

, òî ïðè âñåõ j: j

�

� j � k

îöåíêè P

�

[j℄ ÿâëÿþòñÿ òóãèìè äëÿ X [j℄ (â íàïðàâëåíèè l[j℄).

�àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìû ñ ÔÎ. Èç òåîðåì 20.3, 10.4, 10.5 ñëåäóþò

Òåîðåìà 21.4 Ïóñòü X [k℄, k = 1; : : : ; N , � ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-

ñòè ñèñòåìû (20.1) � (20.5), (20.12) � (20.14). Ïóñòü

P

�

[j℄ = P

( �m[j℄)�

[j℄; j = 1; : : : ; k; P

�

[0℄ = P

�

�

(X

0

);

P

(0)�

[j℄ = P

�

�

(1)

[j℄;�

(2)

[j℄

(A[j℄P

�

[j�1℄ + h[j℄B[j℄R[j℄) + v[j℄;

P

(i)�

[j℄ =

8

>

>

<

>

>

:

P

(i�1)�

[j℄; åñëè P

(i�1)�

[j℄ � Z

(i)

[j℄;

P

�

p

(i)�

[j℄;P

(i)�

[j℄

(Q

(i)�

[j℄) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

Q

(i)�

[j℄ = P

(i�1)�

[j℄ \ Z

(i)

[j℄; i = 1; : : : ; �m[j℄;

(21.15)

�m[j℄ = 1; Z

(1)

[j℄ = Y [j℄; ëèáî �m[j℄ = m[j℄; Z

(i)

[j℄ = �

i

[j℄:

Çäåñü âñå ìàòðèöû �;�

(1)

[j℄ 2 G

n�n

, �

(2)

[j℄ 2 G

r�n

, P

(i)�

[j℄ 2 M

n�n

�

,

p

(i)�

[j℄ � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå Q

(i)�

[j℄, h[j℄ � ÷èñ-

ëà, óäîâëåòâîðÿþùèå (20.37). Åñëè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî Q

(i)�

[j℄ 6= ;, i=1; : : : ; �m[j℄, j=1; : : : ; k, òî ïðè âñåõ k = 1; : : : ; N

èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ (21.11). Ñïðàâåäëèâû òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

(1.20), ãäå îáúåäèíåíèÿ âçÿòû ïðè � = I, �

(1)

[j℄ � I è êàêîé-ëèáî �èê-

ñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö P

(�)�

[�℄ ïî âñåâîçìîæíûì çíà-

÷åíèÿì h[j℄ èç (20.37), �

(2)

[j℄ 2 G, p

(i)�

[j℄ 2 Q

(i)�

[j℄.

Òåîðåìà 21.5 Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 21:4 îñòàåòñÿ âåðíûì,

åñëè â (21.15) �îðìóëû äëÿ P

(0)�

[j℄ çàìåíèòü íà (10.12),

P

(0)�

[j℄ = P

�

p

(0)�

[j℄;P

(0)�

[j℄

(A[j℄P

�

[j�1℄ + h[j℄B[j℄R[j℄) + v[j℄;

p

(0)�

[j℄ = A[j℄p

�

[j�1℄ + h[j℄B[j℄r[j℄;
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ãäå P

(0)�

[j℄ 2 M

n�n

�

� ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû (j = 0; : : : ; k). Çäåñü p

0

,

r[j℄ è p

�

[j℄ � ýòî öåíòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ X

0

, R[j℄ è P

�

[j℄.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû îöåíîê ÌÄ äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì (20.1) �

(20.4), (20.10), (20.13), (20.14) ñïåöèàëüíîãî âèäà (ïîëó÷åííûõ äèñêðå-

òèçàöèåé ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì), â êîòîðûõ

A[j℄ � I + h

N

A; h

N

= � N

�1

; B[j℄ � B; v[j℄ � 0:

(21.16)

Ïðèìåð 21.1 Ïóñòü A =

2

6

4

0 1

�8 0

3

7

5

; B =

2

6

4

0

1

3

7

5

; p

0

= (�0:5; 0)

>

,

P

0

= I, �

0

= (0:5; 0:5)

>

; �

0

= 2; K[j℄ � IR

1

(òî åñòü r[j℄ � 0, R[j℄ � 1,

�[j℄ � 1); � = 2; N = 200. Íà ðèñ. 21.1(a) ïîêàçàíû ìíîæåñòâî X

0

(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è âíåøíèå îöåíêè P

+

[N ℄ äëÿ X [N ℄, ïîñòðîåííûå â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 21.1 ïðè P

+

[0℄ = P

0

è øåñòè äðóãèõ ñëó÷àé-

íûì îáðàçîì âûáðàííûõ ìàòðèöàõ P

+

[0℄; íà ðèñ. 21.1(b) � äèíàìèêà âî

âðåìåíè âíåøíèõ äëÿ X [k℄ îöåíîê P

+

[k℄, ñîîòâåòñòâóþùèõ P

+

[0℄ = P

0

(P

+

[k℄ èçîáðàæåíû ÷åðåç êàæäûå 2 øàãà k). Íà ðèñ. 21.1(
) êðîìå ìíî-

æåñòâà X

0

(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è âíåøíèõ îöåíîê P

+

[N ℄ (òîíêèå ëèíèè),

ïðåäñòàâëåííûõ ðàíåå íà ðèñ. 21.1(a), èçîáðàæåíû òóãèå âíóòðåííèå äëÿ

X [N ℄ îöåíêè P

�

[N ℄ (òîëñòûå ëèíèè), ïîñòðîåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñëåäñòâèåì 21.1 äëÿ n

'

= 9 çíà÷åíèé âåêòîðà l

0

:

l

0

= l

i

= (
os'

i

; sin'

i

)

>

; '

i

= (i� 1)�=n

'

; i = 1; : : : ; n

'

: (21.17)

Íà ðèñ. 21.1(d) ïîêàçàíà äèíàìèêà âî âðåìåíè âíóòðåííèõ äëÿ X [k℄ îöå-

íîê P

�

[k℄, îïðåäåëÿåìûõ âåêòîðîì l

0

= l

n

'

.

Ïðèìåð 21.2 Ïóñòü A =

2

6

4

0 1

0 0

3

7

5

, à B, X

0

= P(p

0

; P

0

; �

0

), �

0

, � è N

� òàêèå æå, êàê â ïðèìåðå 21.1. È ïóñòü ëèáî îïÿòü K[j℄ � IR

1

(ñëó÷àé

1), ëèáî K[j℄ � [0;1), òî åñòü r[j℄ � 0:5, R[j℄ � 1, �[j℄ � 0:5 (ñëó÷àé

2). �èñ. 21.2(a) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ñëó÷àþ, àíàëîãè÷åí ðèñ. 21.1(
) è

ïðåäñòàâëÿåò äëÿ ìíîæåñòâà X [N ℄ íåñêîëüêî âíåøíèõ P

+

[N ℄ è íåñêîëü-

êî òóãèõ âíóòðåííèõ P

�

[N ℄ îöåíîê, ïîñòðîåííûõ äëÿ n

'

= 6 âåêòîðîâ
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l

0

âèäà (21.17). �èñ. 21.2(b) ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ñëó÷àþ. Òîíêèìè ëè-

íèÿìè ïîêàçàíû âíåøíèå äëÿ X [N ℄ îöåíêè P

+

[N ℄. Òîëñòûìè ëèíèÿìè

ïîêàçàíû íåñêîëüêî âíóòðåííèõ äëÿ X [N ℄ îöåíîê P

�

[N ℄, ïîñòðîåííûõ â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 21.3 ïðè h[j℄ � �

0

=N è íåñêîëüêèõ äðóãèõ ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ h[�℄, óäîâëåòâîðÿþùèõ (20.37),

� = I, �

(1)

[j℄ � I, �

(2)

[j℄ 2 G

r�n

, âû÷èñëåííûõ àíàëîãè÷íî (16.4).

22 Âíåøíèå îöåíêè äëÿ Z [k℄ è ñîîòâåòñòâóþùèå

îöåíêè äëÿ X [k℄

Èç òåîðåìû 20.4, âêëþ÷åíèé � C\K[k℄ � R[k℄, ëåììû 6.7 è ñëåäñòâèé

6.4, 6.6 âûòåêàåò

Òåîðåìà 22.1 Ïóñòü Z[k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1), (20.4), (20.6), (20.8),

(20.9) áåç ÔÎ íà x è ñ íà÷àëüíûì ìíîæåñòâîì Z

0

= Z[0℄, ãäå �

t

[0℄ = �

0

è ëèáî �

b

[0℄ = �

0

, ëèáî �

b

[0℄ = 0. Åñëè ïðè k = 1; : : : ; N

�

+

[k℄ = Z

+

P

+

[k℄

((A[k℄

�


�

+

[k�1℄

+


v[k℄) ℄ B[k℄R[k℄); (22.1)

ãäå R[k℄ îïðåäåëåíû â (20.13), òî Z[k℄ � �

+

[k℄, k = 1; : : : ; N , êàêîâû áû

íè áûëè ìàòðèöû P

+

[k℄ 2 M

n�n

0

, k = 1; : : : ; N , è ïîëèòîï �

+

[0℄ � Z

0

ñ �

+;i

[0℄ = �

i

[0℄, i = "b"; "t". Ïðè ýòîì ñå÷åíèÿ âñåõ ïîëèòîïîâ �

+

[k℄

íå âîçðàñòàþò.

Òåîðåìà 22.2 Ïóñòü X [k℄ � ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû

(20.1) � (20.4) áåç ÔÎ, Z[k℄ � ÌÄ ñèñòåìû èç òåîðåìû 22.1 ñ íà÷àëü-

íûì ìíîæåñòâîì Z

0

= X

0

� [0; �

0

℄, à ïîëèòîïû

�

+

[k℄ =

[

�

+;b

[k℄����

+;t

[k℄

fP

+

(�; k); �g; k = 0; : : : ; N; (22.2)

ãäå �

+;b

[k℄ � 0, �

+;t

[k℄ � �

0

, íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (22.1), ïðè÷åì

�

+

[0℄ = Z

+

P

+

[0℄

(Z

0

). Òîãäà

X [k℄ � P

+

(0; k) � P

+;b

[k℄; k = 0; : : : ; N; (22.3)

194



ïðè ëþáûõ ìàòðèöàõ P

+

[k℄ 2M

n�n

0

, k = 0; : : : ; N . Åñëè P

+

[k℄ íàõîäÿò-

ñÿ èç ñîîòíîøåíèé (21.3), òî P

+;b

[k℄ è P

+

(�; k) ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè

êàñàþùèìèñÿ îöåíêàìè, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ X [k℄

4

è ñå÷åíèé X (�; k)

ìíîæåñòâ Z[k℄ ïðè ëþáîì � 2 [0; �

0

℄ è

X [k℄ =

\

fP

+;b

[k℄jP 2 V

0

g; Z[k℄ =

\

f�

+

[k℄jP 2 V

0

g; k = 1; : : : ; N;

(22.4)

ãäå ïåðåñå÷åíèå âçÿòî ïî òàêîìó æå ìíîæåñòâó ìàòðèö P , êàê è â

òåîðåìå 21.1. Ñîîòíîøåíèÿ (22.3), (22.4) äëÿ X [k℄ âåðíû è ïðè Z

0

=

fX

0

; �

0

g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà Z

0

= X

0

� [0; �

0

℄. Âêëþ÷åíèÿ (22.3)

âûòåêàþò èç òåîðåìû 22.1 è ñëåäñòâèÿ 20.2. Ñâîéñòâî P

+

(�; k) áûòü êà-

ñàþùèìèñÿ äëÿ X (�; k), òî åñòü

�(�(P

+

[k℄

�1

)

>

e

i

jP

+

(�; k)) = �(�(P

+

[k℄

�1

)

>

e

i

jX (�; k)); (22.5)

äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî k àíàëîãè÷íî òåîðåìå 21.1. Ïðè ýòîì ïðîâî-

äÿòñÿ âûêëàäêè, ïîäîáíûå ñäåëàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 6.7 è

ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ââèäó ñëåäñòâèÿ 20.2 â �îðìóëàõ (20.42) ìîæíî ïèñàòü

R[k℄ âìåñòî �C \ K[k℄, è ââèäó ñëåäñòâèÿ 6.4 ïîëèòîïû �

+

[k℄ îïðåäåëÿ-

þòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðàìè P

+

[k℄. Ñâîéñòâî (22.5) äëÿ X (�; k) 2 
onv IR

n

âìåñòå ñ âàðüèðîâàíèåì P îáåñïå÷èâàåò âòîðîå èç ðàâåíñòâ (22.4), à ââè-

äó ñëåäñòâèÿ 20.2 � è ïåðâîå. Ïðè Z

0

= fX

0

; �

0

g îöåíêè �

+

[k℄ îêà-

çûâàþòñÿ òàêèìè æå ââèäó ñëåäñòâèÿ 6.5, à ïîòîìó âåðíî è ïîñëåäíåå

óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 2

Èç òåîðåìû 20.4, ëåìì 6.7, 6.8 è ñëåäñòâèé 6.6, 6.7 âûòåêàåò

Òåîðåìà 22.3 Ïóñòü Z[k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1), (20.4), (20.6), (20.8),

(20.9) ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (20.5), ãäå Y [j℄ 2 
onv IR

n

, è ïóñòü

âñå Z[k℄ 6= ;. Åñëè ïîëèòîïû �

+

[k℄ íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

Z

(0)+

[k℄ = Z

+

P

(0)+

[k℄

((A[k℄

�


�

+

[k�1℄

+


v[k℄) ℄B[k℄R[k℄);

�

(0)+

[k℄ = �

+

g

(0)(�)

[k℄;g

(0)(+)

[k℄

(Z

(0)+

[k℄);

(22.6)

4

È, çíà÷èò, ñåìåéñòâî P

b+

[�℄ ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì îöåíîê, ââåäåííûõ äëÿ X [�℄ â òåîðåìå 21.1.
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Z

(1)+

[k℄ = Z

+

P

(1)+

[k℄

(�

(0)+

[k℄)

\


P

+

P

(1)+

[k℄

(Y [k℄);

�

+

[k℄ = �

+

g

(1)(�)

[k℄;g

(1)(+)

[k℄

(Z

(1)+

[k℄); k = 1; : : : ; N;

(22.7)

òî Z[k℄ � �

+

[k℄, k = 1; : : : ; N , êàêîâû áû íè áûëè ìàòðèöû P

(i)+

[k℄ 2

M

n�n

0

è äîïóñòèìûå âåêòîðû g

(i)(�)

[k℄, i = 0; 1, k = 1; : : : ; N , è ïîëèòîï

�

+

[0℄ � Z

0

. Ïðè ýòîì ñå÷åíèÿ ïîëèòîïîâ �

+

[k℄ íå âîçðàñòàþò.

Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèÿ 20.2 è 6.4, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 22.1 Ïóñòü X [k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1) � (20.5) ñ Y [j℄ 2


onv IR

n

, Z

0

=fX

0

; �

0

g ëèáî Z

0

=X

0

� [0; �

0

℄, à ïîëèòîïû �

+

[k℄ íàõîäÿòñÿ

èç ñîîòíîøåíèé (22.6), (22.7), ãäå �

+

[0℄ = Z

+

P

+

[0℄

(Z

0

), �

(0)+

[k℄ = Z

(0)+

[k℄,

k=1; : : : ; N . Òîãäà ïðè ëþáûõ ìàòðèöàõ P

+

[0℄, P

(0)+

[k℄, P

(1)+

[k℄ 2M

n�n

0

è äîïóñòèìûõ âåêòîðàõ g

(1)(�)

[k℄ èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ (22.3).

Èç òåîðåìû 20.4, ëåìì 6.7, 6.9 è ñëåäñòâèé 6.6, 6.8 âûòåêàåò

Òåîðåìà 22.4 Ïóñòü Z[k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1), (20.4), (20.6), (20.8),

(20.9) ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (20.5), ãäå Y [j℄ � ïîëîñû (20.12), è

ïóñòü âñå Z[k℄ 6=;. Ïóñòü Z

(0)+

[k℄, �

(0)+

[k℄ ïîñòðîåíû êàê è â (22.6), à

Z

(i)+

[k℄ = Z

+

P

(i)+

[k℄

(�

(i�1)+

[k℄

\


�

i

[k℄);

�

(i)+

[k℄ = �

+

g

(i)(�)

[k℄;g

(i)(+)

[k℄

(Z

(i)+

[k℄); i = 1; : : : ;m[k℄;

�

+

[k℄ = �

(m[k℄)+

[k℄; k = 1; : : : ; N;

(22.8)

êàêîâû áû íè áûëè ìàòðèöû P

(0)+

[k℄ 2 M

n�n

0

, k = 1; : : : ; N , P

(i)+

[k℄ 2

V

4

(P

(i�1)+;b

[k℄ \ �

i

[k℄), i = 1; : : : ;m[k℄, k = 1; : : : ; N , äîïóñòèìûå âåê-

òîðû g

(i)(�)

[k℄, i = 0; : : : ;m[k℄, k = 1; : : : ; N , è ïîëèòîï �

+

[0℄ � Z

0

.

Òîãäà ïîëèòîïû �

+

[k℄ ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè îöåíêàìè äëÿ Z[k℄ è ñå÷å-

íèÿ �

+

[k℄ íå âîçðàñòàþò.

Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèÿ 20.2 è 6.4, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 22.2 Ïóñòü X [k℄ � ÌÄ ñèñòåìû (20.1) � (20.5), (20.12),

à ïîëèòîïû �

+

[k℄ íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (22.8) è (22.1), ãäå �

+

[k℄ è

P

+

[k℄ çàìåíåíû íà �

(0)+

[k℄ è P

(0)+

[k℄, �

+

[0℄=Z

+

P

+

[0℄

(Z

0

), à Z

0

=fX

0

; �

0

g
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ëèáî Z

0

=X

0

�[0; �

0

℄. Òîãäà ïðè ëþáûõ óêàçàííûõ â òåîðåìå 22.4 çíà÷åíè-

ÿõ ïàðàìåòðîâ P

(�)+

[�℄, g

(�)(�)

[�℄ è P

+

[0℄2M

n�n

0

âåðíû âêëþ÷åíèÿ (22.3).

Çàìå÷àíèå 22.1 Åñëè X

0

, R[k℄ � ïàðàëëåëåïèïåäû, Y [k℄ � ïàðàë-

ëåëåïèïåäû èëè ïîëîñû, òî âñå îïåðàöèè â ðåêóððåíòíûõ �îðìóëàõ â

òåîðåìàõ 22.1 � 22.4 ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì èç ãë. I.

Çàìå÷àíèå 22.2 Ïîëèòîïû �

+

[k℄ èç òåîðåì 22.1 � 22.4 îáëàäàþò

"âåðõíèì" ïîëóãðóïïîâûì è ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâàìè.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû îöåíîê ÌÄ X [N ℄ äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì (20.1)

� (20.5), (20.10), (20.12), (20.14), (21.16). Îöåíêè P

+

[N ℄ ïîñòðîåíû â ñî-

îòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 22.2 ïðè P

+

[0℄=P

0

è íåñêîëüêèõ äðóãèõ ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì âûáðàííûõ ìàòðèöàõ P

+

[0℄. Ìàòðèöû P

(0)+

[�℄ íàéäå-

íû ïî �îðìóëàì P

(0)+

[k℄=A[k℄P

+

[k�1℄. Ïîëèòîïû �

(i)+

[k℄ ïðè êàæäîì

i2f1; : : : ;m[k℄g, k2f1; : : : ; Ng íàéäåíû ïóòåì âûáîðà ïîëèòîïà, "íàèëó÷-

øåãî" â ñìûñëå íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ, ñðåäè îöåíîê, îïðåäåëÿåìûõ âîç-

ìîæíûìè ìàòðèöàìè îðèåíòàöèè P

(i)+

[k℄ 2 V

4

(P

(i�1)+;b

[k℄\�

i

[k℄) è íàé-

äåííûõ ìèíèìèçàöèåé ïî 2n ïàðàìåòðàì g

(i)(�)

j

[k℄, j = 1; : : : ; n, êîòîðûå,

â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè òèïà ïðèâå-

äåííûõ â çàìå÷àíèè 6.2 çíà÷åíèÿìè �

i(�)

j

[k℄ 2 [0; 1℄. Ýòà ìèíèìèçàöèÿ

(ïðè �èêñèðîâàííîé ìàòðèöå P

(i)+

[k℄) ïðîâîäèëàñü ëèáî ïî êîíå÷íîìó

ìíîæåñòâó çíà÷åíèé �

i(�)

j

[k℄ 2 f0; 1g, ëèáî ïî ìíîæåñòâó âñåâîçìîæíûõ

�

i(�)

j

[k℄ 2 [0; 1℄ ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà Íåëäåðà � Ìèäà (ñ áåñ-

êîíå÷íûìè øòðà�àìè âíå äîïóñòèìîé îáëàñòè è ñ íà÷àëüíûì ïðèáëè-

æåíèåì â òî÷êå �

i(�)

j

[k℄ = 0:99, j = 1; : : : ; n). Â êà÷åñòâå óïîìÿíóòîãî

êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ïîëèòîïà �

(i)+

[k℄ èñïîëüçîâàëñÿ îáúåì ïàðàë-

ëåëåïèïåäà, ÿâëÿþùåãîñÿ "íèæíèì" ñå÷åíèåì âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëèòî-

ïà Z

+

A[k+1℄P

(i)+

[k℄

((A[k+1℄

�


�

(i)+

[k℄)℄B[k+1℄R[k+1℄) (ñ÷èòàÿ ïðè k = N ,

÷òî A[k+1℄ = I, B[k+1℄ = 0)

5

. Äëÿ ñðàâíåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû òàê-

æå íåñêîëüêî âíóòðåííèõ äëÿ X [N ℄ îöåíîê P

�

[N ℄, ïîñòðîåííûõ â ñî-

5

Íåêîòîðûå äðóãèå îïðîáîâàííûå êðèòåðèè, íàïðèìåð, îáúåì ïîëèòîïà �

(i)+

[k℄, èëè îáúåì ïà-

ðàëëåëåïèïåäà, ëåæàùåãî â åãî "íèæíåì" îñíîâàíèè, èëè ñóììà îáúåìîâ "âåðõíåãî" è "íèæíåãî"

îñíîâàíèé, â îïèñàííûõ íèæå ïðèìåðàõ äàëè õóäøèå ðåçóëüòàòû.
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îòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 21.4, êîãäà çíà÷åíèÿ �èãóðèðóþùèõ òàì ïàðà-

ìåòðîâ h[�℄, �, �

(1)

[�℄, �

(2)

[�℄ âçÿòû, êàê è â ïðèìåðå 21.2, P

(i)�

[j℄ �

P

(0)�

[j℄, à ïàðàìåòðû p

(i)�

[j℄ 2 ArgmaxfvolP

�

v;P

(i)�

[j℄

(Q)j v 2 Qg, ãäå

Q = P

(i�1)�

[j℄ \ �

i

[j℄, âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íåëäåðà � Ìèäà ñ

íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì, íàéäåííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (5.24),

(5.25) (i = 1; : : : ;m[k℄).

Ïðèìåð 22.1 Ïóñòü ñèñòåìà èç ïðèìåðà 21.1 äîïîëíåíà ÔÎ (20.12),

ãäå 
[j℄ � 0, S[j℄ � (0; 1)

>

, �[j℄ � 1. Íà ðèñ. 22.1(a) è 22.1(b) ïîêàçàíû

ìíîæåñòâî X

0

(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ñåìü âíåøíèõ îöåíîê P

+

[N ℄ äëÿ

X [N ℄ (òîíêèå ëèíèè), ïîñòðîåííûõ, êàê îïèñàíî âûøå, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ïðè ïåðâîì è âòîðîì ñïîñîáàõ ìèíèìèçàöèè ïî �

i(�)

j

[k℄. Òîëñòûìè

ëèíèÿìè ïîêàçàíû íåñêîëüêî âíóòðåííèõ äëÿ X [N ℄ îöåíîê P

�

[N ℄. Íà

ðèñ. 22.1(
) ïîêàçàíà äèíàìèêà âî âðåìåíè âíåøíèõ äëÿ X [k℄ îöåíîê

P

+

[k℄, ñîîòâåòñòâóþùèõ P

+

[0℄ = P

0

è ïåðâîìó ñïîñîáó ìèíèìèçàöèè ïî

�

i(�)

j

[k℄, íà ðèñ. 22.1(d) � îäíà èç âíóòðåííèõ îöåíîê äëÿ òðóáêè X [�℄

(P

�

[k℄ èçîáðàæåíû ÷åðåç êàæäûå äâà øàãà k).

Ïðèìåð 22.2 �àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó èç ïðèìåðà 21.2, äîïîë-

íåíííóþ ÔÎ (20.12), ãäå 
[j℄ � 0:5, S[j℄ � (1; 0)

>

, �[j℄ � 0:5. È ïóñòü

îïÿòü ëèáî K[j℄ � IR

1

(ñëó÷àé 1), ëèáî K[j℄ � [0;1) (ñëó÷àé 2). Óêàçàí-

íûì ñëó÷àÿì ñîîòâåòñòâóþò ðèñ. 22.2(a) è 22.2(b), êîòîðûå àíàëîãè÷íû

ðèñ. 22.1(a) è ïîëó÷åíû ïðè ïåðâîì ñïîñîáå ìèíèìèçàöèè ïî �

i(�)

j

[k℄.

Ñðàâíåíèå ðèñ. 22.1(a), 22.1(b); 22.2(a) è 22.2(b) ñ àíàëîãè÷íûìè

ðèñ. 21.1(
); 21.2(a) è 21.2(b) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñòðîåííûå îöåíêè îêà-

çûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì îöåíêè ÌÄ àíàëîãè÷íûõ ñèñòåì áåç ÔÎ.
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Çàêëþ÷åíèå

�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè òðóáîê òðà-

åêòîðèé ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â çàäà÷àõ ãàðàíòèðîâàííîãî

óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ïàðàëëåëî-

òîïîâ. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. �àçâèòû ýëåìåíòû "ïîëèýäðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ" � àïïàðàòà ðàáî-

òû ñ ìíîæåñòâàìè â ðàìêàõ âûáðàííîãî êëàññà îáëàñòåé � ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ (è èíîãäà áîëåå øèðîêîãî êëàññà � ïàðàëëåëîòîïîâ). Èçó÷åíû

ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ è ñâîéñòâà âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ïîëèýäðàëüíûõ

(ïàðàëëåëåïèïåäî- è ïàðàëëåëîòîïîçíà÷íûõ) îöåíîê äëÿ âûïóêëûõ êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Èçó÷åíû îïåðàöèè íàä ïàðàëëåëåïèïåäàìè è ïàðàë-

ëåëîòîïàìè (ãåîìåòðè÷åñêèå ñóììà è ðàçíîñòü, ïåðåñå÷åíèå ñ ïîëîñîé,

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îáúåäèíåíèÿ) è ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ, à òàêæå ñâîé-

ñòâà îöåíîê ðåçóëüòèðóþùèõ ìíîæåñòâ.

2. �àçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ àïïðîê-

ñèìàöèé ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ìíî-

ãîøàãîâûõ è îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè, ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå) ïðè ïîìîùè

ñåìåéñòâ ïàðàëëåëîòîïîâ. Äëÿ îöåíîê âûâåäåíû ýâîëþöèîííûå óðàâíå-

íèÿ, íåçàâèñèìîå èíòåãðèðîâàíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ðàñ-

ïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ââåäåííûå ñåìåéñòâà îáåñ-

ïå÷èâàþò òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ èñêîìûõ ìíîæåñòâ ÷åðåç îïåðàöèè ïå-

ðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ îöåíîê. Èçó÷åíû ñâîéñòâà îöåíîê, êàñàþùèåñÿ

íåóëó÷øàåìîñòè ïî âêëþ÷åíèþ, êàñàíèÿ, íåâûðîæäåííîñòè è ïð.
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3. Ââåäåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê ìíîæåñòâ äîñòè-

æèìîñòè äëÿ òåõ æå êëàññîâ ñèñòåì, íî ñòåñíåííûõ �àçîâûìè îãðàíè÷å-

íèÿìè â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Îïèñàíà äèíàìèêà îöåíîê; óñòà-

íîâëåíà âîçìîæíîñòü ñêîëü óãîäíî òî÷íîé àïïðîêñèìàöèè èñêîìûõ ìíî-

æåñòâ çà ñ÷åò ïåðåáîðà ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñåìåéñòâà.

4. Äëÿ çàäà÷è î ïðèâåäåíèè îáúåêòà íà öåëåâîå ìíîæåñòâî (â òîì

÷èñëå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè) ââåäåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ è âíó-

òðåííèõ ïîëèýäðàëüíûõ îöåíîê òðóáêè ðàçðåøèìîñòè; âûâåäåíû îáûê-

íîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó îöå-

íîê; ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ñèíòåçà äîïóñòèìîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ,

îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè âíóòðåííèõ îöåíîê.

5. Äëÿ çàäà÷è ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïàðàáîëè÷å-

ñêîé ñèñòåìû ïðè "ãåîìåòðè÷åñêèõ" îãðàíè÷åíèÿõ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü

ê èñêîìîé èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ

ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ â êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòå-

ìàõ, è èññëåäîâàíû âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ

ïîëèýäðàëüíûõ îöåíîê.

6. Äëÿ ëèíåéíûõ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíûìè íåêâàäðà-

òè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû ñ �àçîâûìè

îãðàíè÷åíèÿìè, ââåäåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ è âíóòðåííèõ îöåíîê ìíî-

æåñòâ äîñòèæèìîñòè, îáåñïå÷èâàþùèå òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëåäíèõ.

Äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ðàñøèðåííîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ââå-

äåíû ñåìåéñòâà âíåøíèõ îöåíîê â âèäå ïîëèòîïîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà;

âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ýòèõ îöå-

íîê. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ îöåíîê íàéäåíû ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûå

îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå, íîâûå äëÿ ñè-

ñòåì ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

7. �àçðàáîòàí ïàêåò ïðîãðàìì ïîëèýäðàëüíîãî îöåíèâàíèÿ BOXES â

âèäå íàáîðà ïðîöåäóð äëÿ ñèñòåìû MATLAB.

200



Ïðèëîæåíèå A

Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

è óòâåðæäåíèÿ

À1 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ óäîáñòâà ñîáðàíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå

ëåììû èç îáëàñòè ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè ìàòðèö è âûïóêëîãî àíà-

ëèçà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé

è äëÿ êîòîðûõ àâòîð íå íàøëà ññûëîê (çà èñêëþ÷åíèåì óêàçàííûõ).

Ëåììà À1.1 Ïóñòü ñòîëáöû ìàòðèöû P 2 M

n�n

0

òàêîâû, ÷òî èìå-

åì (p

i

; p

j

) = 0, i=1; : : : ; s, j=s+1; : : : ; n, à (u

i

)

>

� ñòðîêè ìàòðèöû P

�1

.

Òîãäà u

i

2 Lin fp

�

g

s

�=1

, i=1; : : : ; s, u

j

2 Lin fp

�

g

n

�=s+1

, j=s+1; : : : ; n. Åñ-

ëè, ê òîìó æå, (p

i

; p

j

) = Æ

j

i

, i; j=s+1; : : : ; n, òî u

j

= p

j

, j=s+1; : : : ; n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èùà fu

i

g â âèäå u

i

=

P

s

�=1




i

�

p

�

, i=1; : : : ; s, u

j

=

P

n

�=s+1




j

�

p

�

, j=s+1; : : : ; n, íàéäåì êîý��èöèåíòû èç óñëîâèé (u

i

; p

j

) =

Æ

j

i

, i; j=1; : : : ; s, i; j=s+1; : : : ; n. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (u

i

; p

j

) = 0 ïðè

îñòàëüíûõ i; j. Çíà÷èò, P

�1>

= fu

i

g. 2

Ëåììà À1.2 Ïóñòü fw

i

g

n

i=1

è fu

i

g

n

i=1

� òàêèå ñèñòåìû âåêòîðîâ,

÷òî êàæäûé u

i

(i=1; : : : ; n) îðòîãîíàëåí w

j

, j=i+1; : : : ; n. Åñëè âñå

(u

i

; w

i

) 6= 0, òî fug

n

i=1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè v

i

= u

i

ïðè (u

i

; w

i

) 6= 0

è v

i

= w

i

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè÷åì ñèñòåìà fw

i

g

n

i=1

îðòîãîíàëüíà,

òî fvg

n

i=1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå f�

i

g

n

i=1

, íå

âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

P

n

i=0

�

i

u

i

= 0. Ñêàëÿðíî óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî

íà w

n

. Òàê êàê (u

i

; w

j

) = 0, i = 1; : : : ; j�1, äëÿ êàæäîãî j 2 f2; : : : ; ng,

ïîëó÷àåì �

n

(u

n

; w

n

) = 0, è, çíà÷èò, �

n

= 0. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ

w

n�1

; : : : ; w

1

, èìååì �

n�1

= � � � = �

1

= 0, ò.å. ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 2

Ëåììà À1.3 Ïóñòü Q 2 
onv IR

n

, à fw

i

g

n

i=1

� îðòîíîðìèðîâàííûå

âåêòîðû, êîòîðûå â ñëó÷àå, êîãäà dimQ = n�!, ! > 0, óäîâëåòâîðÿþò

òàêæå óñëîâèþ (x;w

i

) = �(w

i

jQ), i = n�!+1; : : : ; n, 8x 2 Q. Åñëè òî÷-

êà x

�

2 Q òàêîâà, ÷òî (x

�

; w

k

) = supf(x;w

k

) j x 2 Q, (x;w

i

) = (x

�

; w

i

),

i=k+1; : : : ; n�!g, k = 1; : : : ; n�!, òî îíà ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé äëÿ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x

�

= (x

1

+x

2

)=2, x

j

2 Q. Ïóñòü

�

�

i

= (x

�

; w

i

), �

j

i

= (x

j

; w

i

) � êîîðäèíàòû òî÷åê x

�

, x

j

â áàçèñå fw

i

g. Ïðè

i=n�!+1; : : : ; n èìååì �

�

i

= �(w

i

jQ) = �

j

i

, j = 1; 2. �àâåíñòâî êîîðäèíàò

�

�

i

= �

1

i

= �

2

i

äëÿ i=n�!; : : : ; 1 âûâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè, íà÷èíàÿ ñ i =

n�!, èç ðàâåíñòâ �

�

i

= (�

1

i

+ �

2

i

)=2 è íåðàâåíñòâ �

�

i

= sup(x;w

i

) �

�

j

i

, j = 1; 2, (ñïðàâåäëèâûõ ââèäó òîãî, ÷òî sup áåðåòñÿ ïî x 2 Q ïðè

óñëîâèÿõ (x;w

�

) = �

�

�

, �=i+1; : : : ; n�!, à êîîðäèíàòû òî÷åê x

1

è x

2

, êàê

îêàçûâàåòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà, èì óäîâëåòâîðÿþò). 2

Ëåììà À1.4 [98, ñ.1310℄, [148, ñ.82℄ Ïóñòü X ;X

!

2 
onv IR

n

, ! 2 
,

ãäå 
 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ !. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ âñåõ l 2 �

4

= fl = (l

1

; : : : ; l

n

)

>

j l

i

6= 0; i = 1; : : : ; ng èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî �(ljX ) = inf

!2


�(ljX

!

). Òîãäà X =

S

!2


X

!

.

Ëåììà À1.5 [233℄ Ïóñòü S � íåîñîáàÿ n�n-ìàòðèöà ñî ñòðîêàìè

s

j

, j = 1; : : : ; n, S

�1

= T = ft

1

; : : : ; t

n

g, è ìàòðèöà

~

S ïîëó÷åíà èç S

çàìåíîé j-é ñòðîêè s

j

íà s

0

, ãäå s

0

t

j

6= 0. Òîãäà ìàòðèöà

~

S íåîñîáàÿ,

è ñòîëáöû

~

t

i

ìàòðèöû

~

T , îáðàòíîé ê

~

S, âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

~

t

i

= t

i

� s

0

t

i

(s

0

t

j

)

�1

t

j

, i = 1; : : : ; n, i 6= j;

~

t

j

= (s

0

t

j

)

�1

t

j

.
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Ëåììà À1.6 Åñëè P � ìàòðèöà èç ïåðâîé ÷àñòè ëåììû À1.1, A 2

M

n�n

0

, à ñòîëáöû ìàòðèöû Q: q

i

= Ap

i

, i = 1; : : : ; s, q

j

= (A

>

)

�1

p

j

,

j = s+1; : : : ; n, òî Q 2M

n�n

0

è åå ñòîëáöû óäîâëåòâîðÿþò òàêèì æå

óñëîâèÿì, êàê è ñòîëáöû P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îðòîãîíàëüíîñòü ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (x;By) =

(B

>

x; y). Åñëè

P

n

i=1

�

i

q

i

= 0, òî óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà q

j

, j=1; : : : ; n,

è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà fq

j

g, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå �

i

= 0, ò.å. Q 2M

n�n

0

. 2

Ëåììà À1.7 Ïóñòü A, P è Q � ìàòðèöû èç ëåììû À1.6, � 2 f1; : : : ;

sg è äëÿ âåêòîðîâ r è t èìååì (r; p

i

) = 0, i = s+1; : : : ; n; (t; q

i

) = 0,

i = 1; : : : ; s, i 6= �. Òîãäà (t; Ap

�

)(u

�

; r) = (t; Ar), ãäå (u

�

)

>

� �-ÿ ñòðîêà

ìàòðèöû P

�1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó r ïðåäñòàâèì â âèäå r =

P

s

i=1

�

i

p

i

, òî

íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî (t; Ap

�

)(u

�

; r) = (t; q

�

)�

�

= (t; Ar). 2

Ëåììà À1.8 Åñëè P

+

[k℄ ñòðîÿòñÿ êàê îïèñàíî â ñëó÷àÿõ 1�3 òåîðå-

ìû 7.1, òî äëÿ ëþáûõ j 2 f1; : : : ; ng, k 2 f0; : : : ; Ng ëèáî �

j

[k℄ = 0, ëèáî

(p

+;i

[k℄; r

j

[k℄) = 0, i = n� !; : : : ; n.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö P

+

[k℄ ñ ó÷å-

òîì (7.2), (7.3) è ëåììû À1.6. 2

Ëåììà À1.9 Ïóñòü fz

i

[k℄g

n

i=1

, k = 0; 1, � òàêèå ñèñòåìû âåêòîðîâ,

÷òî rank fz

i

[0℄g = n, z

i

[1℄ = Az

i

[0℄, ãäå detA 6= 0, è ïóñòü fw

i

[k℄g =

Ort fz

i

[k℄g, k = 0; 1. Ïóñòü r 2 IR

n

è i 2 f1; : : : ; ng. Òîãäà (r; w

�

[0℄) = 0,

� = i+1; : : : ; n, () (Ar;w

�

[1℄) = 0, � = i+1; : : : ; n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñûëêà èìïëèêàöèè ) îçíà÷àåò (ââèäó îðòî-

ãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ fw

j

[0℄g), ÷òî r 2 Lin fw

�

[0℄g

i

�=1

, îòêóäà Ar 2

Lin fAw

�

[0℄g

i

�=1

= Lin fw

�

[1℄g

i

�=1

(ýòî ñëåäóåò èç ïðîöåäóðû �ðàììà-

Øìèäòà [101, ñ.70℄ äëÿ fz

j

[0℄g è fz

j

[1℄g) è, çíà÷èò, Ar îðòîãîíàëåí w

�

[1℄,

� = i + 1; : : : ; n (ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè w

j

[1℄). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
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âûòåêàåò èç ïåðâîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäÿùèõ ïåðåîáîçíà÷åíèé è

íåâûðîæäåííîñòè A. 2

Ëåììà À1.10 Â óñëîâèÿõ ëåììû À1.9, åñëè (r; w

�

[0℄) = 0, � = i + 1;

: : : ; n, òî (Ar;w

i

[1℄) = (r; w

i

[0℄)(Aw

i

[0℄; w

i

[1℄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó r ïðåäñòàâèì â âèäå r =

P

i

j=1




j

w

j

[0℄,

à w

i

[1℄ îðòîãîíàëåí Lin fz

j

[1℄g

i�1

j=1

= Lin fAw

j

[0℄g

i�1

j=1

, îáà âûðàæåíèÿ ñâî-

äÿòñÿ ê âèäó 


i

(Aw

i

[0℄; w

i

[1℄). 2

Ëåììà À1.11 Â óñëîâèÿõ ëåììû À1.9 (Aw

i

[0℄; w

i

[1℄) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ~w

i

[k℄g ïîëó÷åíû ïóòåì îðòîãîíàëèçàöèè

fz

i

[k℄g áåç íîðìàëèçàöèè:

~w

i

=det

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

z

1

�

i�1

.

.

.

z

i�1

(z

i

; z

1

) : : : (z

i

; z

i�1

) z

i

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

; �

i�1

=

2

6

6

6

6

6

4

(z

1

; z

1

) : : : (z

1

; z

i�1

)

.

.

.

.

.

.

(z

i�1

; z

1

) : : : (z

i�1

; z

i�1

)

3

7

7

7

7

7

5

;

ãäå èñïîëüçîâàíû óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ [30, ñ.220℄ è èíäåêñ k îïóùåí.

Êîíêðåòèçèðóÿ ñ ïîìîùüþ ýòèõ �îðìóë âûðàæåíèÿ äëÿ A ~w

i

[0℄ è ~w

i

[1℄

è èñïîëüçóÿ �îðìóëó [30, ñ.55℄

detB = detB

n�1

� (b

nn

� B

n�

B

�1

n�1

B

�n

); B =

2

6

4

B

n�1

B

�n

B

n�

b

nn

3

7

5
;

ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè (ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè, ëåæà-

ùèõ â îñíîâå ïðîöåäóðû �ðàììà-Øìèäòà [30, ñ.220℄) ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî (A ~w

i

[0℄; ~w

i

[1℄) = �

i�1

fz

�

[0℄g� �

i�1

fz

�

[1℄g k ~w

i

[1℄k

2

, ãäå �

i�1

fz

�

g>0 �

îïðåäåëèòåëü �ðàììà äëÿ fz

�

g

i�1

�=1

. 2

Ëåììà À1.12 Ïóñòü H[0℄ 2M

n�n

�

è ìàòðèöû H[k℄, B[k℄, U [k℄ âû÷èñ-

ëåíû êàê óêàçàíî â íà÷àëå òåîðåìû 7.5, è ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëî-

æåíèå 1.1. Òîãäà äëÿ âñåõ i = 1; : : : ; n�!, k = 0; : : : ; N èìååì

(a) (u

i

[k℄; b

i

[k℄) � 0,

(b) åñëè (u

i

[k � 1℄; b

i

[k � 1℄) > 0, òî (u

i

[k℄; b

i

[k℄) > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (a) î÷åâèäíî äëÿ k = 0. Èç (7.11) ñ

ó÷åòîì ëåììû À1.9 ïîëó÷àåì (u

i

[k℄; b

�

[k℄) = 0 äëÿ � = i+ 1; : : : ; n. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (7.11) è ëåììû À1.10, À1.11, ïî èíäóêöèè èìååì

(u

i

[k℄; b

i

[k℄) � (A[k℄u

i

[k � 1℄; b

i

[k℄) = (u

i

[k � 1℄; b

i

[k � 1℄)(A[k℄b

i

[k � 1℄;

b

i

[k℄) > (u

i

[k � 1℄; b

i

[k�1℄). 2

Ëåììà À1.13 Â óñëîâèÿõ ëåììû À1.12, u

i

[k℄=0 () (u

i

[k℄; b

i

[k℄)=0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî âòîðîå ðàâåíñòâî. Ïî ëåì-

ìå À1.12 (u

i

[k � 1℄; b

i

[k � 1℄) = 0, (A[k℄u

i

[k � 1℄; b

i

[k℄) = 0. Òîãäà ââè-

äó (7.11) �

j

[k℄j(r

j

[k℄; b

i

[k℄)j = 0 äëÿ âñåõ j 2 J

i

[k℄. Òàêèì îáðàçîì,

u

i

[k℄ = A[k℄u

i

[k � 1℄ è, çíà÷èò, u

i

[k℄ = � � � = �[k; 0℄u

i

[�1℄ = 0. 2

Ëåììà À1.14 Åñëè A

j

2 IR

n�r

, K

j

� âûïóêëûå êîíóñû â IR

r

, òî ìíî-

æåñòâà

Q = fxj x =

k

X

j=1

A

j

w

j

;

k

X

j=1

kw

j

k

1

� �; w

j

2 K

j

; j = 1; : : : ; kg (À1.1)

è

~

Q = � 
o f

S

k

j=1

A

j

(C \ K

j

)g, ãäå C = P (0; I; e) � IR

r

, ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x 2

~

Q. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî îáåñ-

ïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ �

j

� 0 è ~w

j

2 C \ K

j

, j = 1; : : : ; k, ÷òî

x = �

k

X

j=1

�

j

A

j

~w

j

;

k

X

j=1

�

j

= 1: (À1.2)

Ââîäÿ âåêòîðû w

j

= ��

j

~w

j

, j = 1; : : : ; k, âèäèì, ÷òî x =

P

k

j=1

A

j

w

j

,

ïðè÷åì èç ïðèíàäëåæíîñòè ~w

j

êîíóñó K

j

ñëåäóåò, ÷òî è w

j

2 K

j

, à èç

íåðàâåíñòâà k ~w

j

k

1

� 1 è ñâîéñòâ f�

j

g âûòåêàåò, ÷òî

P

k

j=1

kw

j

k

1

� �.

Òàêèì îáðàçîì, x 2 Q.

Îáðàòíî, ïóñòü x 2 Q, ò.å. äëÿ x èìååò ìåñòî óêàçàííîå â (À1.1) ïðåä-

ñòàâëåíèå. �àññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ çíà÷åíèé 
 =

P

k

j=1

kw

j

k

1

.

Ïóñòü 
 = �. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü x â âèäå (À1.2), ãäå �

j

= �

�1

kw

j

k

1

�

0, à ~w

j

= 0, åñëè kw

j

k

1

= 0, è ~w

j

= w

j

=kw

j

k

1

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðè

ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî k ~w

j

k

1

� 1, ~w

j

2 K

j

, ò.å. x 2

~

Q. Ïóñòü 
 = 0. Òîãäà
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w

j

= 0, j = 1; : : : ; k, è òî÷êà x = 0 2

~

Q, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâèìà â âèäå

(À1.2), ãäå âñå ~w

j

= 0 2 C \ K

j

. Ïóñòü 0 < 
 < �. Ââîäÿ ŵ

j

= kw

j

, ãäå

k = �=
 > 1, çàìå÷àåì, ÷òî òî÷êà x̂ =

P

k

j=1

A

j

ŵ

j

2 Q, äëÿ íåå âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ ïåðâîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ, è, çíà÷èò, x̂ 2

~

Q.

Ââèäó âûïóêëîñòè

~

Q ïîëó÷àåì, ÷òî è x = k

�1

x̂+ (1� k

�1

)0 2

~

Q. 2

Ëåììà À1.15 Åñëè X ;Y

j

� IR

n

, j = 1; : : : ; k, è X âûïóêëî, òî ìíî-

æåñòâà Q

1

= X + 
o

S

k

j=1

Y

j

è Q

2

= 
o

S

k

j=1

(X + Y

j

) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x 2 Q

1

, òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x = a +

P

N

i=1

�

i

x

i

=

P

N

i=1

�

i

(a + x

i

), ãäå a 2 X , �

i

� 0,

P

N

i=1

�

i

= 1,

x

i

ñîäåðæèòñÿ â êàêîì-íèáóäü èç Y

j

, j = j(i) 2 f1; : : : ; kg (i=1; : : : ; N).

Ïîñêîëüêó a+ x

i

2 X +Y

j

�

S

k

j=1

(X +Y

j

), òî x 2 Q

2

. Çíà÷èò, Q

1

� Q

2

.

Åñëè x 2

S

k

j=1

(X +Y

j

), òî íàéäåòñÿ òàêîå j 2 f1; : : : ; kg, ÷òî x 2 X +

Y

j

� X+

S

k

j=1

Y

j

� X+
o

S

k

j=1

Y

j

. Çíà÷èò,

S

k

j=1

(X+Y

j

) � X+
o

S

k

j=1

Y

j

.

Áåðÿ âûïóêëóþ îáîëî÷êó îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, è ó÷èòûâàÿ

âûïóêëîñòü X , èìååì Q

2

� 
o (X + 
o

S

k

j=1

Y

j

) = Q

1

. 2

À2 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è àïïðîêñèìèðóþùèõ

ñèñòåì

Èçâåñòíî [100℄, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (17.1) ïðåäñòàâèìî

â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u(x; t) =

1

X

k=1

((u

0

; !

k

)e

��

k

t

+

t

Z

0

(
 f(�; �); !

k

(�)) e

��

k

(t��)

d�)!

k

(x);

�

k

= (a�kl

�1

)

2

; !

k

(x) = (2=l)

1=2

sin(�kl

�1

x);

è åãî ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé �óíêöèåé x è t â îáëàñòè

�

D � (0; �℄.

Ïîýòîìó èäåàëüíûé ñèãíàë z(t) = G(t)u(�; t) îïðåäåëåí ïðè ï.â. t 2 T .

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
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ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ �17 (ïðè Æ > 0) èìååì z(�) 2 Y = L

1

(T ) è

kzk

Y

� C (ku

0

k+ k
 fk

L

2

(Q)

): (À2.1)

Èçâåñòíî òàêæå [100, ñ.163℄, ÷òî ïðè ëþáîì t 2 (0; �℄

max

0���t

ku(�; �)k+ kuk

W

1;0

2

(Q)

� C (ku

0

k+ k
 fk

L

2

(Q)

): (À2.2)

�åøåíèÿ ñèñòåì (17.7), (17.9) ïðåäñòàâèìû â âèäå êîíå÷íûõ ðÿäîâ

Ôóðüå [13, ñ.570℄, [134, ñ.283℄

u

m

(t) =

m

X

s=1

f(u

m

0

;


ms

)

m

e

��

ms

t

+

t

Z

0

(
F

m

(�);


ms

)

m

e

��

ms

(t��)

d�g


ms

;

u

�

[j℄ =

m

X

s=1

f(u

m

0

;


ms

)

m

(�

�

s

)

j

+ �

n

j�1

X

l=0

(
F

�

[l + 1℄;


ms

)

m

(�

�

s

)

j�l

g


ms

;

j = 1; : : : ; n;

�

ms

= a

2

�

m

s

; �

�

s

= (1+�

n

�

ms

)

�1

; �

m

s

= 4h

�2

m

sin

2

(0:5�x

ms

l

�1

);




ms

i

= (2=l)

1=2

sin(�sx

mi

l

�1

); i = 1; : : : ;m; s = 1; : : : ;m;

ãäå f


ms

g

m

s=1

� ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A

m

, îáðàçóþùàÿ

â V

m

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ: (


ms

;


mj

)

m

= Æ

ij

, s; j = 1; : : : ;m, à

��

m

s

, ��

ms

è �

�

s

� ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö A

m

,

B

m

è B

�

; x

mi

= i h

m

; h

m

= l(m+ 1)

�1

; �

n

= �n

�1

.
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Ïðèëîæåíèå B

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ

â ïàêåòå ïðîãðàìì BOXES äëÿ

ñèñòåìû MATLAB 5

Áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ïîëèýäðàëüíûõ îöåíîê ðåàëèçîâà-

íî â ïàêåòå ïðîãðàìì (Toolbox'å) BOXES äëÿ ñèñòåìû MATLAB 5. Îí

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëëåêöèþ M-�àéëîâ è ïðèëàãàåòñÿ íà äèñêåòå â êà-

òàëîãå BOXES. M-�óíêöèè ñîáðàíû â êàòàëîãå BOXESnBOXES, à ïðè-

ìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ � â êàòàëîãå BOXESnBOXDEMOS (ïðè ðàáîòå

îáà êàòàëîãà äîëæíû áûòü óêàçàíû â ïóòè äîñòóïà). Âñå �óíêöèè ïå-

ðå÷èñëåíû â �àéëå Contents.m. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå êàæäîé �óíêöèè

ìîæíî ïîëó÷èòü, âûïîëíèâ â êîìàíäíîì îêíå ñèñòåìû MATLAB êîìàí-

äó help <�óíêöèÿ> [127℄. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê îñíîâíûõ �óíêöèé.

Ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè.

a�nepd � À�èííîå íåîñîáîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàëëåëåïèïåäà.

sumpd � Íàéòè ãèïåðïîëîñû, îïðåäåëÿþùèå ñóììó äâóõ ïàðàë-

ëåëåïèïåäîâ.

extsumpd � Âíåøíÿÿ îöåíêà ñ çàäàííîé ìàòðèöåé îðèåíòàöèè äëÿ

ñóììû äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

intsumpd � Âíóòðåííÿÿ îöåíêà ñóììû äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ (èç

âòîðîé ÷àñòè ëåììû 3.5).
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intsumpp � Âíóòðåííÿÿ îöåíêà ñóììû äâóõ ïàðàëëåëîòîïîâ (èç

ëåììû 3.8).

itesumpp � Òóãàÿ âíóòðåííÿÿ îöåíêà ñóììû ïàðàëëåëîòîïîâ.

ioesumpp � Âíóòðåííÿÿ îöåíêà äëÿ ñóììû äâóõ ïàðàëëåëîòîïîâ

èç ñåìåéñòâà P

�

I;�

(P

(1)

+ P

(2)

), îïòèìàëüíàÿ â ñìû-

ñëå âûáðàííîãî êðèòåðèÿ ((3.27), �

l

(P ) ëèáî �

W

(P )

èç ëåììû 2.6 ïðè W = (P

(1)

�1

)

>

).

di�er � �åîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

sfpdints � Îïîðíàÿ �óíêöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà è ãè-

ïåðïîëîñû.

eeforset � Âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ ìíîæåñòâà, çàäàâàåìîãî îïîðíîé

�óíêöèåé (èç ëåììû 2.7).

eintpd1 � Âíåøíÿÿ îöåíêà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ

(èç ëåììû 5.2).

eintpd2 � Âíåøíÿÿ îöåíêà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ

(èç ëåììû 5.1).

eepdints � Âíåøíèå îöåíêè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà è ãè-

ïåðïîëîñû (îöåíêà ñ òîé æå ìàòðèöåé îðèåíòàöèè, ÷òî

è ó ïàðàëëåëåïèïåäà; ìèíèìàëüíàÿ ïî îáúåìó îöåíêà

èç ëåììû 5.5).

eepdis � Ìèíèìàëüíàÿ ïî îáúåìó âíåøíÿÿ îöåíêà ïåðåñå÷åíèÿ

ïàðàëëåëåïèïåäà è ãèïåðïîëîñû (ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ

çàìå÷àíèÿ 5.2).

ieplt � Âíóòðåííÿÿ îöåíêà äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîñ, ïîñòðîåí-

íàÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.15 ïðè çàäàííûõ öåíòðå è ìà-

òðèöå îðèåíòàöèè.

iepdintz � Âíóòðåííÿÿ îöåíêà äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà

è ïîëîñû, ïîñòðîåííàÿ ïðè çàäàííîé ìàòðèöå îðèåí-

òàöèè îäíèì èç íåñêîëüêèõ ñïîñîáîâ (íàìå÷åííûõ â

çàìå÷àíèè 2.4).
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ippdints � Íàéòè âíóòðåííþþ òî÷êó äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëå-

ïèïåäà è ãèïåðïîëîñû (ïî �îðìóëàì (5.24), (5.25)).

iepdints � Âíóòðåííÿÿ îöåíêà äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïå-

äà è ãèïåðïîëîñû (ñ çàäàííîé ìàòðèöåé îðèåíòàöèè

è öåíòðîì, íàéäåííûì ñ ïîìîùüþ ippdints.m).

ee
opp � Âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ îáúåäèíåíèÿ ïàðàëëåëîòîïîâ.

ie
opp � Âíóòðåííÿÿ îöåíêà äëÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè îáúåäèíå-

íèÿ äâóõ ïàðàëëåëîòîïîâ (èç ëåììû 6.1).

suppfun � Îïîðíàÿ �óíêöèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà.

volpd � Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà.

measpd2 � Ôóíêöèÿ �

�

(P ) (ñì. ëåììó 2.6).

measpd3 � Ôóíêöèÿ �

W

(P ) (ñì. ëåììó 2.6).

pdtopp � Ïðåîáðàçîâàòü ïàðàëëåëåïèïåä â ïàðàëëåëîòîï.

pptopd � Ïðåîáðàçîâàòü ïàðàëëåëîòîï â ïàðàëëåëåïèïåä.

pdtozone � Ïðåîáðàçîâàòü ïàðàëëåëåïèïåä â ïîëîñó S(
; S; �; n).

zonetopd � Ïðåîáðàçîâàòü ïîëîñó S(
; S; �; n) â ïàðàëëåëåïèïåä.

pdtopz � Ïðåîáðàçîâàòü ïàðàëëåëåïèïåä èç �îðìû P(p; P ; �) â

�îðìó P (P; 


(�)

; 


(+)

).

pztopd � Ïðåîáðàçîâàòü P (P; 


(�)

; 


(+)

) â P(p; P ; �).

vertpd � Íàéòè âñå âåðøèíû ïàðàëëåëåïèïåäà.

vertpp � Íàéòè âñå âåðøèíû ïàðàëëåëîòîïà.

isxinpd � Ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà ïàðàëëåëåïèïåäó.

isxinpp � Ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà íåâûðîæäåííîìó

ïàðàëëåëîòîïó.

isxxinz � Ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæàò ëè òî÷êè ïîëîñå.

�ndproj � Ïðîåêöèÿ òî÷êè íà íåâûðîæäåííûé ïàðàëëåëîòîï.


hpppr � Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà äâóìåðíîé ïðîåêöèè ïàðàëëåëî-

òîïà.

drpdpr � Íàðèñîâàòü äâóìåðíóþ ïðîåêöèþ ïàðàëëåëåïèïåäà.
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rndxinpd � Âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì òî÷êó â ïàðàëëåëåïèïå-

äå.

a�pi � Ïðåîáðàçîâàíèå (A

�


�)

+


a äëÿ ïîëèòîïà �.

eepiints � Âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ �

\


�

0

(èç ëåììû 6.9).

eepiuspp � Âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ � ℄ P [p;

�

P ℄ (èç ëåììû 6.7).

volpiz � Îáúåì ïîëèòîïà �, âû÷èñëåííûé ñ ïîìîùüþ Symboli


Math Toolbox.

volpizn � Îáúåì ïîëèòîïà �, âû÷èñëåííûé ñ ïîìîùüþ êâàäðà-

òóðíûõ �îðìóë.

Îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé

äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì è ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèå.

eeadz
 � Âíåøíèå îöåíêè òðóáêè äîñòèæèìîñòè (â òîì ÷èñëå

ïðè íàëè÷èè ÔÎ â âèäå ïîëîñ).

eeadz
2 � Âíåøíèå îöåíêè òðóáêè äîñòèæèìîñòè ñèñòåì ñ áèëè-

íåéíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ (â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè

ÔÎ â âèäå ïîëîñ).

eeadbl � Âíåøíèå îöåíêè òðóáêè äîñòèæèìîñòè áèëèíåéíûõ

íåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

eeid � Âíåøíèå îöåíêè èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé.

ieadz
 � Âíóòðåííèå îöåíêè òðóáêè äîñòèæèìîñòè (â òîì ÷èñëå

ïðè íàëè÷èè ÔÎ â âèäå ïîëîñ).

itead � Òóãèå âíóòðåííèå îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè.

ieid � Âíóòðåííèå îöåíêè èí�îðìàöèîííûõ îáëàñòåé.

Ñîïóòñòâóþùèå �óíêöèè.

model1 � Ìîäåëèðîâàíèå �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

disturb � Ìîäåëèðîâàíèå âîçìóùåíèé.

Îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ñèñòåì ïðè

èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèå.
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eeadi
 � Âíåøíèå îöåíêè ÌÄ X [k℄ (èç òåîðåìû 21.1).

eeadi
z
 � Âíåøíèå îöåíêè ÌÄ Z[k℄ (â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè

ÔÎ â âèäå ïîëîñ) èç òåîðåìû 22.2, ñëåäñòâèÿ 22.2.

ieadi
 � Âíóòðåííèå îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè X [k℄ (â

òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè ÔÎ) èç òåîðåì 21.3, 21.4.

iteadi
 � Òóãèå âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ ÌÄ X [k℄.

Ïîëèýäðàëüíûé ñèíòåç.

synt_un
 � Ïîëèýäðàëüíûé ñèíòåç.

ee_su � Âíåøíèå îöåíêè äëÿ òðóáêè ðàçðåøèìîñòè.

Ñîïóòñòâóþùèå �óíêöèè.

sedstrb � Ìîäåëèðîâàíèå âîçìóùåíèé.

fb
ontrs � Ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîçèöèè ft; xg.

Îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû.

id_heat0 � Âíåøíèå îöåíêè (â òîì ÷èñëå ïîêîîðäèíàòíûå).

id_heat � Âíåøíèå îöåíêè "ïî Ôóðüå".

ieidheat � Âíóòðåííèå îöåíêè.

Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè.


gmeth � Ìèíèìèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ïðè îãðàíè÷å-

íèÿõ b � x � b ìîäè�èêàöèåé ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ

ãðàäèåíòîâ.


hull2d � Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Äåìîíñòðàöèîííûå ïðèìåðû.

box_demo � Ñöåíàðèé äëÿ äåìîíñòðàöèè �óíêöèé èç Toolbox'à

BOXES. Äîñòóïíû ïðèìåðû âûïîëíåíèÿ è îïèñàíèÿ

îñíîâíûõ �óíêöèé.
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Ïðèëîæåíèå C

�èñóíêè

−4 −2 0 2 4 6

−4
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−4 −2 0 2 4 6

−4

−2

0
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4

6

(a) (b)

�èñ. 3.1: Ïàðàëëåëåïèïåäû P

(1)

, P

(2)

(òîíêèå ëèíèè, P

(2)

� êâàäðàò), èõ ñóììà Q =

P

(1)

+ P

(2)

(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è åå îöåíêè (n = 2). (a) Âíåøíÿÿ îöåíêà P

+

V

(Q),

ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäàííîé ìàòðèöå V (òîëñòàÿ ëèíèÿ); (b) Äâå âíóòðåííèõ îöåíêè:

P

�

�

(1)

;�

(2)

(Q) (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è P

�

I;�

�

(Q) (òîëñòàÿ ëèíèÿ).
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x1

x2

x1

x2

(a) (b)

x1

x2

x1

x2

(
) (d)

�èñ. 3.2: Ñóììà äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è åå îöåíêè (n = 2). (a) Ìíîæåñòâà P

(1)

, P

(2)

è Q = P

(1)

+P

(2)

. (b) Ñåìåéñòâî âíåøíèõ îöåíîê P

+

V

(Q), V 2V

1

�V

2

. (
) Ñåìåéñòâî

âíåøíèõ îöåíîê P

+

V

(Q), V 2V

3

. (d) Ñåìåéñòâî âíóòðåííèõ îöåíîê, îïèñàííûõ â

òåîðåìå 3.2.
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Q

−−−P

−−−Q

Y

P
3

−−−P
1

−−−P
1
+P

2

Q

(a)

(b)

(c)

P
1

P
2

−−−P

−−−Q

Y

�èñ. 4.1: Ìíîæåñòâî Q = (P

(1)

+P

(2)

)

_

�P

(3)

è åãî âíóòðåííèå îöåíêè (n = 2). (a) Ìíî-

æåñòâà P

(1)

, P

(2)

è P

(1)

+P

(2)

. (b) Ìíîæåñòâà P

(3)

, Q è Y (òîëñòûå ñïëîøíûå ëèíèè)

äëÿ ñëó÷àÿ b � 
. (
) Òå æå ìíîæåñòâà äëÿ ñëó÷àÿ b � 
. Òîíêèìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû

ïî òðè îöåíêè P = P

�

I;�

(Q).

−2 0 2
−4
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−2

−1

0

1
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4

−2 0 2
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

(a) (b)

�èñ. 5.1: Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ (òîíêèå ëèíèè) è åãî âíåøíèå îöåíêè

(òîëñòûå ñïëîøíûå ëèíèè) (n = 2). (a) Íåñêîëüêî îöåíîê èç ñåìåéñòâà, îïèñàííîãî

â ëåììå 5.1. (b) Îöåíêà

~

P

+

V

(Q) èç ñåìåéñòâà, îïèñàííîãî â ëåììå 5.2, ïîñòðîåííàÿ

äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû îðèåíòàöèè V .
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−2 −1 0 1 2 3 4
−1

0
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4

�èñ. 5.2: Ïåðåñå÷åíèå Q = P

T

�

0

ïàðàëëåëåïèïåäà è ãèïåðïîëîñû (òîíêèå ëèíèè) è

òðè âíåøíèõ îöåíêè äëÿ Q (n = 2): ñ òàêîé æå ìàòðèöåé îðèåíòàöèè, ÷òî è P (øòðè-

õîâàÿ ëèíèÿ), ñ çàäàííîé ìàòðèöåé îðèåíòàöèè (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), îöåíêà

íàèìåíüøåãî îáúåìà (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Êðóæêàìè ïîêàçàíû âåðøèíû Q.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−0.5
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2.5

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

(a) (b)

�èñ. 5.3: Ïåðåñå÷åíèåQ = P

T

�

0

ïàðàëëåëåïèïåäà è ãèïåðïîëîñû è âíóòðåííèå îöåí-

êè P

�

v;V

(Q), ñîîòâåòñòâóþùèå òðåì âûáðàííûì ìàòðèöàì îðèåíòàöèè (n = 2). Øòðè-

õîâîé ëèíèåé ïîêàçàíû îöåíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðó v â âèäå (5.24) è (5.25),

ñïëîøíîé � â âèäå (2.27). (a) Ñëó÷àé p 62 intQ. (b) Ñëó÷àé p 2 intQ.
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−2.5 0 2.5
−2

0

2

x
1

x
2

µ 

�èñ. 6.1: Ïàðàëëåëîòîïû P

(1)

è P

(2)

(âåðøèíû îòìå÷åíû êîñûìè è ïðÿ-

ìûìè êðåñòèêàìè ñîîòâåòñòâåííî),

Q = 
o (P

(1)

[ P

(2)

) (øòðèõîâàÿ ëè-

íèÿ) è íåñêîëüêî âíóòðåííèõ îöåíîê

P

�

I;�

(2)

;�

(Q) äëÿ Q (n = 2).

�èñ. 6.2: Ïîëèòîï � â IR

3

.

x1

x2

(a)

x1

x2

(b)

�èñ. 9.1: Ïàðàëëåëåïèïåäû P

+

[N ℄ â ïðèìåðå 9.1 (n = 2). Ïîëó÷åíû ïî �îðìóëàì

òåîðåìû 7.1, ñëó÷àé 1 (a) è ñëó÷àé 3 (b). Ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû íà èçîáðà-

æåííûõ îòðåçêàõ êîîðäèíàòíûõ îñåé èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 1.
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(a) (b)

x1

x2

x1
x2

t

x1
x2

t

x1

x2

x1

x2

(
) (d)

�èñ. 9.2: Îöåíêè ÌÄ â ïðèìåðå 9.2: ñëó÷àé áåç �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé (n = 2).

(a) Îäíà èç òðóáîê P

+

[�℄ è íåñêîëüêî îöåíîê P

+

[N ℄, ïîëó÷åííûõ â ñèëó òåîðåìû 7.1,

ñëó÷àé 1. (b) Òî æå ñàìîå, íî ñ ñèëó òåîðåìû 7.1, ñëó÷àé 3. (
) Îäíà èç òðóáîê P

�

[�℄

è íåñêîëüêî îöåíîê P

�

[N ℄, ïîëó÷åííûõ ïî �îðìóëàì òåîðåìû 7.5. (d) �åçóëüòàò

îáúåäèíåíèÿ íèæíèõ ÷àñòåé ðèñ. (b) è (
). Ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû íà èçîáðà-

æåííûõ îòðåçêàõ êîîðäèíàòíûõ îñåé èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 2:5.
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�èñ. 9.3: Îöåíêè ÌÄ â ïðèìåðå 9.2 (n = 2). (a) Òðóáêà P

+

[�℄, ïîëó÷åííàÿ â ñèëó

òåîðåìû 7.1, ñëó÷àé 3, ïðè P

+

[0℄ = P

0

. (b) Òðóáêà P

�

[�℄, ïîñòðîåííàÿ â ñèëó òåîðå-

ìû 7.6 ïðè � = I, �

(1)

[k℄ � I, �

(2)

[k℄, íàéäåííûõ èç óñëîâèÿ (3.27). (
) Îöåíêè P

+

[N ℄,

ïîëó÷åííûå â ñèëó òåîðåìû 7.1, ñëó÷àé 3, ïðè ñåìè îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèöàõ P

+

[0℄

ñ p

+;1

[0℄ = (
os'; sin')

>

ïðè ' = i�=14, i = 0; : : : ; 6. (d) Íåñêîëüêî òóãèõ âíóòðåííèõ

îöåíîê P

�

[N ℄, íàéäåííûõ â ñèëó ñëåäñòâèÿ 7.1.
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(b)

�èñ. 9.4: Ïðîåêöèè P

+

[�℄ íà äâóìåðíûå ïëîñêîñòè â ïðèìåðå 9.3: ñëó÷àé áåç �àçîâûõ

îãðàíè÷åíèé (n = 4). Îöåíêè ïîëó÷åíû ïî �îðìóëàì òåîðåìû 7.1, ñëó÷àé 3 (a) è ñëó-

÷àé 1 (b). Ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû íà èçîáðàæåííûõ îòðåçêàõ êîîðäèíàòíûõ

îñåé èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 14.
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(a)
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(b)

�èñ. 12.1: Âíåøíèå îöåíêè ÌÄ â ïðèìåðå 12.1: ñëó÷àé ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè

(n = 2). (a) Îäíà èç òðóáîê P

+

[�℄ è íåñêîëüêî îöåíîê P

+

[N ℄, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ

(10.2), ãäå P

(1)+

[k℄�P

(0)+

[k℄, à P

(0)+

[�℄ íàéäåíû ïî �îðìóëàì òåîðåìû 7.1, ñëó÷àé 1.

(b) Òî æå ñàìîå, íî P

(0)+

[�℄ íàéäåíû ïî �îðìóëàì òåîðåìû 7.1, ñëó÷àé 3.
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(b)

�èñ. 12.2: Ïðîåêöèè P

+

[�℄ íà äâóìåðíûå ïëîñêîñòè â ïðèìåðå 12.2: ñëó÷àé ñ �àçîâûìè

îãðàíè÷åíèÿìè (n = 4). Îöåíêè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ (10.2), ãäå P

(1)+

[k℄ � P

(0)+

[k℄,

à P

(0)+

[�℄ íàéäåíû ïî �îðìóëàì òåîðåìû 7.1, ñëó÷àé 3 (a) è ñëó÷àé 1 (b).
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�èñ. 12.3: Âíåøíèå îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïðè íàëè÷èè �àçîâûõ îãðàíè÷å-

íèé â âèäå ãèïåðïîëîñ â ïðèìåðå 12.3 (n = 2). Äèàïàçîí ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò

� îò �2:5 äî 2:5.
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�èñ. 12.4: Âíóòðåííèå îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïðè íàëè÷èè �àçîâûõ îãðà-

íè÷åíèé â ïðèìåðå 12.3 (n = 2). (a) Ìíîæåñòâî X

0

(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), âíóòðåííèå

îöåíêè P

�

[N ℄ (òîëñòûå ëèíèè) è âíåøíèå îöåíêè P

+

[N ℄ (òîíêèå ëèíèè). (b) Îäíà

èç òðóáîê P

�

[�℄.

223



−10

0

10

0

1

2

3

4

5

−10

−5

0

5

10

t

x1

x
2

−10

0

10

0

1

2

3

4

5

−10

−5

0

5

10

t

x1
x
3

−10

0

10

0

1

2

3

4

5

−10

−5

0

5

10

t

x3

x
4

−10

0

10

0

1

2

3

4

5

−10

−5

0

5

10

t

x2

x
4

�èñ. 12.5: Äèíàìèêà âî âðåìåíè ïðîåêöèé âíåøíèõ îöåíîê èí�îðìàöèîííûõ îáëà-

ñòåé â ïðèìåðå 12.4 (n = 4). Ïîìåõà �(�) � "ïëîõàÿ". Äèàïàçîí ïðîñòðàíñòâåííûõ

êîîðäèíàò íà ðèñ. 12.5 � 12.8 ñîñòàâëÿåò îò �14 äî 14.
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�èñ. 12.6: Ïðîåêöèè âíåøíèõ îöåíîê èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè â êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè â ïðèìåðå 12.4 (n = 4). Ïîìåõà �(�) � "ïëîõàÿ".
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�èñ. 12.7: Äèíàìèêà âî âðåìåíè ïðîåêöèé âíåøíèõ îöåíîê èí�îðìàöèîííûõ îáëà-

ñòåé â ïðèìåðå 12.4 (n = 4). Ïîìåõà �(�) � "ëó÷øå".
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�èñ. 12.8: Ïðîåêöèè âíåøíèõ îöåíîê èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè â êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè â ïðèìåðå 12.4 (n = 4). Ïîìåõà �(�) � "ëó÷øå".
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�èñ. 16.1: Ïîëèýäðàëüíûé ñèíòåç â ïðèìåðå 16.1: ñëó÷àé áåç íåîïðåäåëåííîñòè (n=2).

(a) Âíåøíÿÿ òðóáêà P

+

[�℄, ñîîòâåòñòâóþùàÿ P

+

�

= P

�

. (b) Îäíà èç âíóòðåííèõ òðóáîê

P

�

[�℄ è óïðàâëÿåìàÿ òðàåêòîðèÿ. (
)M è íåñêîëüêî ïàðàëëåëåïèïåäîâ P

+

[0℄. (d)M,

íåñêîëüêî ïàðàëëåëîòîïîâ P

�

[0℄ è óïðàâëÿåìàÿ òðàåêòîðèÿ.
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�èñ. 16.2: Ïîëèýäðàëüíûé ñèíòåç â ïðèìåðå 16.1: ñëó÷àé ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ (n=2).

(a) Òðóáêà P

+

[�℄, ñîîòâåòñòâóþùàÿ P

+

�

= P

�

. (b) Òðóáêà P

�

[�℄, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

�

�

= I è (16.4), è óïðàâëÿåìàÿ òðàåêòîðèÿ. (
) M è íåñêîëüêî ïàðàëëåëåïèïåäîâ

P

+

[0℄. (d)M, ñå÷åíèå P

�

[0℄ óïîìÿíóòîé òðóáêè P

�

[�℄ è óïðàâëÿåìàÿ òðàåêòîðèÿ.
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�èñ. 16.3: Ïîëèýäðàëüíûé ñèíòåç â ïðèìåðå 16.2: ñëó÷àé ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ (n =

4). Äèíàìèêà ïðîåêöèé íà ÷åòûðå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè ñå÷åíèé òðóáêè P

�

[�℄,

ñîîòâåòñòâóþùåé �

�

= I è (16.4), è óïðàâëÿåìîé òðàåêòîðèè.
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�èñ. 16.4: Ïîëèýäðàëüíûé ñèíòåç â ïðèìåðå 16.2: ñëó÷àé ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ (n =

4). Ïðîåêöèè M, P

�

[0℄ (ñîîòâåòñòâóþùåãî �

�

= I è (16.4)) è x[�℄ íà ÷åòûðå êîîðäè-

íàòíûå ïëîñêîñòè.
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�èñ. 19.1: Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ñèñòåìû â ïðèìåðå 19.1. (a) �ðàíèöû îáëàñòè U

0

è

ìîäåëèðóåìîå íà÷àëüíîå óñëîâèå u

0

(�) (êðåñòèêàìè). (b) �ðàíèöû ìíîæåñòâà äîïó-

ñòèìûõ çíà÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè â óðàâíåíèè (17.1) ïðè êàæäîì t è ðåàëèçàöèÿ f(�; t)

(êðåñòèêàìè).
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(a) (b)

�èñ. 19.2: �ðàíèöû è öåíòðû âíåøíèõ ïîêîîðäèíàòíûõ (øòðèõîâûå ëèíèè) è âíó-

òðåííèõ (ñïëîøíûå ëèíèè) îöåíîê â ïðèìåðå 19.1 ïðè m = 199: (a) äëÿ U

a

(�); (b)

äëÿ U(�; y(�)). Êðåñòèêàìè ïîêàçàíà ìîäåëèðóåìàÿ �óíêöèÿ u(�; �).
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�èñ. 19.3: Âíåøíèå îöåíêè äëÿ U(�; y(�)) è U

a

(�) â ïðèìåðå 19.1. Êðåñòèêàìè ïîêàçà-

íî ìîäåëèðóåìàÿ �óíêöèÿ u(�; �). (a) �ðàíèöû è öåíòðû âíåøíèõ ïîêîîðäèíàòíûõ

îöåíîê äëÿ U(�; y(�)) ïðèm = 49,m = 99 èm = 199 (ñîîòâåòñòâåííî, òî÷å÷íûå, øòðè-

õîâûå è ñïëîøíûå ëèíèè). (b) �ðàíèöû è öåíòðû âíåøíèõ ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê

äëÿ U

a

(�) è U(�; y(�)) ïðè m = 199 (ëèíèè ñåðîãî è ÷åðíîãî öâåòà ñîîòâåòñòâåííî). (
)

�ðàíèöû è öåíòðû âíåøíèõ îöåíîê "ïî Ôóðüå" äëÿ U(�; y(�)) ïðè m = 49, m = 99 è

m = 199 (òî÷å÷íûå, øòðèõîâûå è ñïëîøíûå ëèíèè). (d) �ðàíèöû è öåíòðû âíåøíèõ

îöåíîê "ïî Ôóðüå" äëÿ U

a

(�) è U(�; y(�)) ïðè m = 199 (ëèíèè ñåðîãî è ÷åðíîãî öâåòà

ñîîòâåòñòâåííî).
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�èñ. 20.1: Ìíîæåñòâî Z[1℄ â ïðèìåðå 20.1 (n = 1).
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�èñ. 21.1: Âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè X [N ℄ è X [k℄ ñèñòå-

ìû ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå è áåç ÔÎ â ïðèìåðå 21.1 (n = 2).
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�èñ. 21.2: Âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè X [N ℄ ñèñòåìû

ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå è áåç ÔÎ â ïðèìåðå 21.2 (n = 2): (a)

ñëó÷àé K[j℄ � IR

1

; (b) ñëó÷àé K[j℄ � [0;1).
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�èñ. 22.1: Âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè X [N ℄ è X [k℄ ñèñòå-

ìû ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå ïðè íàëè÷èè ÔÎ â ïðèìåðå 22.1

(n=2).

236



−6 −4 −2 0 2 4 6
−6

−4

−2

0

2

4

6

x
1

x
2

−6 −4 −2 0 2 4 6
−6

−4

−2

0

2

4

6

x
1

x
2

(a) (b)

�èñ. 22.2: Âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè äëÿ ÌÄ X [N ℄ ñèñòåìû ñ èíòåãðàëüíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå ïðè íàëè÷èè ÔÎ â ïðèìåðå 22.2 (n = 2): (a) ñëó÷àé

K[j℄ � IR

1

; (b) ñëó÷àé K[j℄ � [0;1).
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Ïðèëîæåíèå ê äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå Å.Ê.Êîñòîóñîâîé

"Ïîëèýäðàëüíûå àïïðîêñèìàöèè

â çàäà÷àõ ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ"

Çàìå÷åííûå îïå÷àòêè

Ñòðàíèöà Ñòðîêà Íàïå÷àòàíî: Äîëæíî áûòü:

18 6 ñíèçó �5 �2

19 13 ñâåðõó 2n âåêòîðîâ 2n ñêàëÿðîâ

129 3 ñíèçó (C

n�1

2n

) C

n�1

2n

190 15 ñâåðõó

�

Z[k℄,

^

Z[k℄

�

X (k;T [�℄),

^

X (k;T [�℄)

258 1 ñíèçó of the The of the

Çàìå÷åííûå íåòî÷íîñòè

Â ïîñëåäíåì àáçàöå íà ñòð. 82 ñëåäîâàëî óêàçàòü, ÷òî äëÿ òî÷åê z 2 IR

n+1

ïðèíÿòî

îáîçíà÷åíèå z = (x

>

; �)

>

4

= fx; �g, ãäå x 2 IR

n

(ê ñîæàëåíèþ, îá ýòîì ñêàçàíî òîëüêî

çíà÷èòåëüíî ïîçæå � íà ñòð. 179).

Â 5-é ñâåðõó ñòðîêå íà ñòð. 153 â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 15.3 è â 7-é ñâåðõó ñòðî-

êå íà ñòð. 23 ïåðåä ñëîâàìè "ïàðàëëåëåïèïåäîçíà÷íûìè" ïðîïóùåíî ñóùåñòâåííîå

ñëîâî "íåâûðîæäåííûìè".
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