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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Struktur und Eigenschaften
der in der Intervallrechnung auftretenden Rdume untersucht und
darauf aufbauend einige flir die Intervallrechnung typlsche An-
wendungsmoglichkeiten aufgezeigt.

Die Aufgabe, beli der numerischen Behandlung mathematischer Prob-
leme auf digitalen Rechenautomaten die Rundungsfehler mit auto-
matischen Methoden zu erfassen, filihrt zwangsldufig auf eine
Intervallrechnung. Man verfolgt ndmlich dabeil das Ziel, als Er-
gebnis einer numerischen Rechnung nicht mehr nur irgendeinen
N&dherungswert, sondern sichere Schranken filir die exakte Losung
des gegebenen Problems anzugeben; dies aber setzt ein Rechnen

mit abgeschlossenen Intervallen reeller Zahlen voraus, das noch
auf der Maschine geeignet approximiert werden muB8. Weil auch alle
Algorithmen zundchst in der exakten liber dem Korper der reellen
Zahlen aufgebauten Intervallrechnung hergeleitet werden milssen,
ist eilne genaue Kenntnis der Struktur und Eigenschaften der da-
bei auftretenden Rdume unerlédfBlich. Diese Strukturen und Eigen-
schaften werden in der vorliegenden Arbeit untersucht. Fragen
der Approximation der iUber dem Kdrper der reellen Zahlen aufge-
bauten Intervallrechnung auf der Rechenanlage werden nur bei der .
Besprechung von Anwendungen kurz gestreift; sie wurden bereits

in [1], [d, (2], [5] weitgehend behandelt.

Ubersicht:

Bereits R. C. Young und R. E. Moore definieren eine Arithmetik
in der Menge I(R) der abgeschlossenen Intervalle iliber dem Korper R
der reellen Zahlen. Die dadurch in I(R) erklirte algebraische

Struktur unterscheidet sich von bekannten Strukturen wie Kdrpern
oder linearen Rdumen zundchst durch das Fehlen der inversen Ele-

mente. Sie wird hier im AnschluB an die Arbeiten von N. Apostolatos

und U. Kulisch weiter untersucht; als kennzeichnend erweist sich
dabei vor allem ein eingeschridnktes Distributivgesetz. Die wesent-



lichen Eigenschaften dieser Struktur werden dann axiomatisch er-
faBt in der abstrakten Definition des quasilinearen Raumes. Diese
Verallgemeinerung des linearen Raumes ist nun grundlegend fir die
gesamte Inter#allrechnung. Zunidchst erweisen sich ndmlich alle bis-
her in der Intervallrechnung bekannten Riume als quasilinear;
dariiberhinaus wird hier allgemein eine Intervallrechnung iber be-
liebigen halbgéordneten linearen Rdumen definiert und gezeigt, dasB
diese stets auf quasilineare Riaume fuhrt. Ausgehend von der ab-
strakten Definition werden nun ihre algebraischen Eigenschaften
allgemein untersucht.

Normen werden in quasilinearen Rdumen durch dieselben Forderungen
wie in linearen Rdumen definiert; anders als in linearen normierten
Riumen gibt aber hier (wegen des Fehlens der inversen Elemente) die
Norm der Differenz zweler Elemente keine Metrik.

Im Hinblick auf Anwendungen bendtigt man nun einen Uberblick iiber
die in quasilinearen Riumen mdglichen metrischen Strukturen und
daraus folgende Eigenschaften dieser Rdume; vor allem interessiert
man sich flir metrische Strukturen, die gewisse Vertrdglichkeits-
eigenschaften in bezug auf die algebraische Struktur besitzen.

Fir die diesbezliglichen Untersuchungen wird hier eine sogenannte
supermetrische Eigenschaft definilert; in dieser kommt wie in den
bekannten Eigenschaften der Homogenitdt und Translationsinvarianz
eine Vertriglichkeit der Metrik mit der algebraischen Struktur zum
Ausdruck; dabei ist diese supermetrische Eigenschaft in quasiline-
aren Riumen eine Abschwidchung der Translationsinvarianz einer
Metrik.

Quasilineare Rdume, die vollstdndig sind beziiglich einer homoge-
nen supermetrischen Metrik sind nun Verallgemeinerungen von Banach-
riumen, sie werden hier Quasi-Banachriume genannt.

Pur alle bisher in der Intervallrechnung bekannten Riume werden Me-
triken angegeben, mit denen sich diese als Quasi-Banachriume er-
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weisen; dariiberhinaus wird gezeigt, welche allgemeinen Voraus-
setzungen ein halbgeordneter linearer Raum erfiillen muB, damit
die darauf aufgebaute Intervallrechnung einen Quasi-Banachraum
ergibt.

Neben diesen allgemeinen Uberlegungen werden auch spezielle
Eigenschaften von Normen und Metriken in den fiir die Anwendungen
besonders wichtigen Ridumen der Intervallrechnung untersucht. Be-
trachtet werden hier der schon erwdhnte Raum I(R) der abgeschlos-
senen Intervalle liber dem Korper R der reellen Zahlen, sowie die
Réume V_(I(R)) und M. (I(R)) der n-tupel (Vektoren) und nxn-Matrizen
mit Komponenten aus I(R), denen die linearen Rdume Vn(R) und

Mn(R) der n-tupel und nan-Matrizen mit Komponenten aus R zugrunde-
liegen.

Dabel ist R ¢ I(R), v, (R) ¢ V,(I(R})) und Mn(R) ¢ M, (L(R)).

Die Untersuchungen lber die Eigenschaften von Normen fiir Vektoren
aus Vn(I(R)) und Matrizen aus Mn(I(R)) zeigen, daB monotone Nor-
men fir die Intervallrechnung besonders geelgnet sind.

In I(R), Vn(I(R)) und Mn(I(R)) fehlt wie in allen quasilinearen
Rdumen der von linearen normierten Riumen bekannte Zusammenhany
zwWwischen Norm und Metrik; deshalb liegt ein wichtiges Problem
darin, hier Metriken anzugeben, die auch fiir praktische Anwendun-
gen, d. h. fiir Abschidtzungen unq Konvergenzuntersuchungen geeignet -
sind.

Im AnschluB} an die Untersuchungen iiber die algebraische Struktur
im Raum I(R) werden hier fiir eine schon von R. E. Moore in I(R)
angegebene Metrik Eigenschaften bewiesen, die erst diese Metrik
fir Abschitzungen geeignet machen.

Aufbauend auf den Ergebnissen iUber die Eigenschaften monotoner
Normen und die Eigenschaften der oben erwihnten Metrik in I(R)

wird nun gezeigt, daB sich alle durch vertrigliche monotone Normen
in Vn(R) und Mn(R) gegebene Metriken gleichzeitig mit diesen Nor-
men so auf die umfassenderen quasilinearen Riume V,(L(R)) und

M, (I(R)) fortsetzen lassen, daB auch die sich dort ergebenden Metri-



ken und Normen Vertridglichkeltseigenschaften wie die Ausgangsnor-
men besitzen und damit in gleicher Weise flir Abschdtzungen ge-
eignet sind.

Am Beispiel des Gleichungssystems = (g + £ (mit (e M (L(R))
und §¢v (I(R)) ) wird gezeigt, wie diese Hilfsmittel angewendet
werden koénnen. Zundchst wird eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz einer eindeutigen L8sung, sowie ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium filir die Konvergenz der Iteration

'fv-+1 = ane, + b zur Bestimmung dieser LOsung hergeleitet. Dann
werden verschiedene Moglichkeiten der iterativen LOsung unter-
sucht und miteinander verglichen. Anwendungen, die auf die Lo-
sung eines solchen Gleichungssystems mit Intervallkoeffizienten
fihren, werden besprochen; vor allem wird gezeigt, daB die Losung
dieses Glelchungssystems die L&sungen aller reellen linearen
Gleichungssysteme sp = Qg + b mit e@ wund Hed enthilt und
in einigen wichtigen Fdllen die bestmdgliche EinschlieBungsmenge
fir die Gesamtheit aller dieser Losungen gibt.

AbschlieBend wird die praktische Bestimmung der Ldsung einer
Gleichung # = a'e + % auf der Rechenanlage behandelt.

Die diesbeziiglichen Uberlegungen zeigen, daB die in einer
Maschinenintervallarithmetik durch Iteration berechnete Appro-
ximation fiir die exakte LOsung diese nur dann mit Sicherheit
enthilt, wenn die Iteration mit Einschlieflungsmengen durchge-
fuhrt wird. Einige Sdtze {iber die Iteration mit EinschlieBungs-
mengen werden bewliesen; darauf aufbauend wird ein Verfahren zur
Bestimmung eines fir die Iteration mit EinschlieBungsmeﬁgen ge-
eigneten Anfangsvektors entwickelt und gezeigt, wie dieses Ver-
fahren anzulegen ist, daﬁit der gesamte Rechenaufwand fir die
Bestimmung dieses Anfangsvektors und die anschlieflende Iteration
minimal wird. '

Aus den {Uberlegungen zu diesen Fragen ergibt sich dann auch als
neue Erkenntnis, da8 die Maschinenintervallarithmetik die (von

der exakten Intervallrechnung iliber dem Korper der reellen Zahlen
her bekannte) Teilmengeneigenschaft besitzen muB, wenn in ihr

fir die Inklusion Monotonieeigenschaften wie in der exakten Inter-
vallrechnung gelten sollen.



1. Rechnen mit Intervallen; die Menge IQB!

Im Anschlu8 an [}, [8] und [17] definieren wir zundchst
eine Arithmetik filr abgeschlossene Intervalle:

R sei der Korper der reellen Zahlen; Elemente aus R bezeich-
nen wir mit a, b, ¢, ...

I(R) sei die Menge der abgeschlossenen Intervalle iiber R; filir
a), a,eR mit a; ¢ a, ist dann ['al,az'] = {a[alé as= aa'ge L(R);
Elemente aus I(R) bezelchnen wir mit A, B, C, ... .

Definition 1.1: Zwel Intervalle A = [a;,ay] und B = [b;,b)]
heiBen gleich,

i. Z.: A = B, genau dann, wenn a; = b1 und a, = b2 ist.
Dieser Gleichheitsbegriff ist reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv.

‘Definition 1.2: Bezeichnet * eine der vier Grundrechenopera-
tionen +, -, +, :, SO sel fir A = [al,ag—], B = [bl,ba]:

AsB '[51'52] * [b;,b,) :-{c-axb|a1¢a4a2, blébsbe}.

Im Falle der Division setzen wir dabel 04 B voraus.

Diese Verkniipfungen filhren bekanntlich nicht aus I(R) hinaus;
I(R) erhilt damit eine algebraische Struktur. Die Teilmenge
der Intervalle [a,a] 1ist dabei isomorph dem Kirper der reellen
Zahlen. Durch die Identifizierung von [a,a) € I(R) mit a ¢ R wird
R¢ I(R); Elemente aus der Teilmenge R ¢ I(R) bezeichnen wir zur
Unterscheidung von beliebigen Elementen aus I(R) auch mit

A, B, G, e
Addition und Multiplikation sind kommutativ und assoziativ:

A+B=B+A, A+(B+C)=(A+B)+C,
AB=BA, (AB)C=A(BC).

Addition bzw. Multiplikation haben je ein neutrales Element,
ndmlich die Zahlen O bzw. l; es ist O+A=A+0=A bzw. lA=Al=A.

I(R) ist jJedoch- beziiglich dieser Arithmetik kein Kdrper; dazu

wird in (i gezeigt: -

a) Ein beliebiges Element A= [al,aa'j ¢ I(R) mit ajf a, besitzt keine
Inversen beziiglich Addition und Multiplikation.

Beweis: Es selen A={a;,aj], B=[o;,b]] € I(R).

Aus A+B= [a1+bl,a2+b2]=o folgt a;+b =a,+b,=0;

mit al.‘-a2 und blsb2 erhdlt man aj=a,, bl--b2 und a1+b1-0.
Aus AB=1 folgt min(aibj)snxax(aibJ)-l, d. h.
alb1=alb2=a2b1=a2b2-1; also ist a,=a,, blmb2 und albl-l.

b) Das distributive Gesetz ist nicht erfiillt, es gilt aber das

sogenannte subdistributive Gesetz:
A (B+C)CAB+AC .

Beweis: Nach Definition der Verkniipfungen in I(R) ist
A(B+C)= {a(b+c)| aehA, beB, csC}c{abﬁcIa,EEA, beB, ceC}-AB+AC

Wir erwdhnen noch einen fiir die folgenden Uberlegungen wichti-
gen Spezialfall:
Fir a, b¢R mit ab=0 und C:=[cpc,]€I(R) gilt:

(a+b)C=aC+bC
Bewelis: . [[{a+b)e,, (at+b)e a, b2 0
=/ (a+b)C = 1 2! tur
[(a+b)ec,, (a+b)e,] a, b20
acrbe [ac,+be;, ac,+bey] - a, bz 0
[ac2+b02, ac1+bcl] T a, b=0

In R gilt das distributive Gesetz; mit ac1+bcl-(a+b)c1 usw.
folgt die Behauptung.

Flr ab=0, R$C € I(R) gilt dagegen nur (a+b)C C aC+bC
Beispiel: 0=(1-1)CccC-C#O0.

‘Wegen dieser besonderen Eigenschaften mu8 in einem Intervall-

ausdruck die Reihenfolge der auszufiihrenden Rechenoperationen
etwa durch Klammerstruktur eindeutig festgelegt sein. Abdnde-
rung der Reihenfolge und Umformungen wie in einem Kdrper sind
hier nicht zuldssig.
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Eine wichtige Eigenschaft der Intervallarithmetik ist noch die
sogenannte Teilmengeneigenschaft (siehe wieder [1]):

Bedeutet x eine der Verkniipfungen +, -, -, :, so folgt aus
Al C B1 und A2C B2 stets Al* A2cB1 + B2.

Dies ergibt sich sofort aus der Definition der Verkniipfungen.
Durch vollstidndige Induktion zeigt man ihre Giiltigkeit fiir be-
liebige rationale Intervallausdriicke, d. h. aus GréSen Al,...A
mittels der vier Grundoperationen aufgebaute Ausdriicke
f(Al...An), in denen die Reihenfolge der Rechenoperationen
eindeutig festgelegt ist.

n

Im weiteren verstehen wir unter I(R) immer die Menge der abge-
schlossenen Intervalle, ausgestattet mit der oben definierten
algebraischen Struktur. Einige fiir die weiteren Uberlegungen
wichtige Aussagen fassen wir in einem Satz zusammen:

Satz 1.1: Zu Je zwei Elementen A, BeI(R) gibt es genau ein
Element A+Be¢ [(R); fiir jedes A ¢ I(R) und Jedes a ¢R gibt es

genau ein Element aA¢ I(R).
Dabei gilt fiir die Addition in I(R) und die skalare Multipli-

kation der Elemente aus I(R) mit Elementen aus R:

1) A+B=B+A,
2) A+(B+C)=(A+B)+C,
3) a(B+C)=aB+aC,

4) (a+b)C=aC+bC fiir ab2 0,
5) a(bC)=(ab)C, '

6) 0A=0 fiir alle Ae [(R),
7) 1A=A fir alle A ¢ I(R).

Auf die Bedeutung der Aussagen von Satz 1.1 gehen wir in Ab-
schnitt 2.1 ndher ein. Sie bilden die Grundlage fiir eine axio-
matische Erfassung der dem Raum I(R) und dhnlich gebildeten
Rdumen zugrunde liegenden algebraischen Struktur.

In I(R) kann auf vielfdltige Weise eine Metrik definiert wer-
den; wir verwenden hiler eine schon in [9] angegebene Metrik:

- 11-

Definition 1.3: Als Abstand q(A,B) von zwei Intervallen
A=[h1,a2] und B=[b1,b2] aus I(R) erkldren wir nach [ :

q(A:B):=max (lal‘blll lae'bgl)'

Satz 1.2: q(A,B) ist eine homogene translationsinvariante
Metrik, d. h. es gilt:

1) q(A,B)=0 % A=B

2) q(A,B)= q(A,C)+ q(B,C)
3) a(cA,cB)= [c[q(A,B)

4) a(A+C,B+C)= q(A,B)

Bemerkung: Die Eigenschaften 1) und 2) sind kennzeichnend fiir
eine Metrik; eine Metrik mit der Eigenschaft 3) bzw. 4) nennen
wir homogen bzw. translationsinvariant.

Bewels: 1) max(la;-bj)=0 ¥% a;=b,  fir i=1,2
2) max(lai-bil)=max(lai-c1+c1-bi|)£ max(]ai-cﬂ +]ey-b,| )=
= nnx(lai-cil)+max(]bi-c1]);
3) max(lcai-cbil)=max(lcl]ai-bil)=lcfmax(1ai-bi!);
4) max(]ai+ci-bi-ci|)=max(la1-bi|).

Bemerkung: Ist M ein beliebiger metrischer Raum, so ist die
Menge der abgeschlossenen Punktmengen von M ein metrischer

Raum beziiglich einer von Hausdorff angegebenen Metrik (siehe
dazu etwa Alexandroff-Hopf, Topologie I.). Einschrédnkung die-
ser Hausdorff-Metrik fiir die Menge der abgeschlossenen Punkt-
mengen Uber R auf Gie Teilmenge I(R) gibt dort die Metrik q(A,B)

Satz 1.3: I(R) ist vollstdndig beziiglich der Metrik q (A,B).
ng Bewels bilden wir I(R) auf eine vollsténdige Teilmenge des
R™ isometrisch ab.

. - X
Fir Vektoren x=( l)e r® verwenden wir die Norm |iu=max|xﬂ.
x 8
) 1
Beziiglich der dadurch gegebenen Metrik ist die Teilmenge

% ()] e} e

abgeschlossen, also vollsténdig.
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a
Die Abbildung T: L(R)?3 A= [al,a2]—>§=(a;) €R> ist isometrisch;

es gilt nimlich: q(A,B)=max(lai-bﬂ )=[&-5] =max(la,-b,| ).
Damit iibertridgt sich die Vollstindigkeit des Ra auf I(R).

Fiir A=a, B=b ¢R¢ [(R) wird q (A,B)=la-bl, d. h. die Metrik
a(A,B) in I(R) ist eine Fortsetzung der im Teilraum R durch
|a-bl gegebenen Metrik.
Bemerkung: Durch die umkehrbar eindeutige Abbildung T der Menge
I(R) auf R2 ¢R® wird jeder Metrik in R° eine Metrik in I(R)
zugeordnet. a

1 2
Es ist T([al,aa])= (a2) € R.
Ist q(d,b) irgendeine Metrik in 32, so ergibt die Definition
q(A,B):= q(T(A),T(B)) eine Metrik in I(R).

Definition 1.4: Es seli A= [al,ae]et(ﬂ);
dle reelle Zahl |A|:=q(A,0)=max(‘a1|,|a2|)
heiBt Absolutbetrag von A,

A aleo
das Intervall abs(A):=<-A fir a;=0
[O,max(lall , 1a2])] a <0%a,

heiBt Intervallbetrag von A.

Fiir den Absolutbetrag lA| :=q(A,0) gelten wegen der Homogenitit
und Translationsinvarianz der Metrik q(A,B) in I(R) die folgen-
den Regeln (Bewels in Satz 2.4):

(A1) A% 0 >Al> 0,

(a2) |a+B] =lal+IBl,

(83)  leA] =icllAl -
Entsprechende Aussagen fiir den Intervallbetrag abs(A) kdnnen
wir ableiten, sobald wir eine Halbordnung fiir Intervalle defi-
niert haben.
Bei Einschrinkungen auf R ergeben |A] und abs(A) den gewdhnli-
chen Absolutbetrag Jl in R.
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Satz 1.%: Fiir alle A, B, C ¢ I(R) gilt: q(AB,AC) =]A|q(B,C).

Beweis: Zu D =[§l,d2]el(ﬂ) bezeichnen wir die untere Intervall-
grenze d; auch mit inf (D) und entsprechend die obere Intervall-
grenze d2 mit sup (D). Damit lautet die Behauptung des Satzes
ausfilhrlicher geschrieben:

max{]inf‘(AB)—inf(AC)] , |sup(AB)-sup(Ac)[} < |Alq(B,C).
Nach Satz 1.2/3 gilt fiir a¢ R: q(aB,aC) = l|alq(B,C), also

max{linf(aB)—inf(ac)],|sup(aB)-sup(aC)B = Jajq(B,C). (1)

Wir zeigen nun | inf(AB)-inf(AC)| £ |Alq(B,C)
(die entsprechende Aussage fiir das Supremum ergibt sich analog).

0. B. 4. A. sel inf(AB)=inf(AC).

Da Infimum (und Supremum) Jeweils angenommen werden, existiert
ein a€ A, so daB8 inf(AC)=inf(aC)

wegen inf(aB)=inf (AB) erhalten wir
inf(aB)-inf(ac)= inf(AB)-inf (AC)= 0, also '

|inf (AB)-inf (AC)| = inf (AB)-inf(AC) = inf (aB)-inf(aC) =
=|inf(aB)-inf(ac)| = |a| q(B,C) < |A|¢(B,C).

(Die vorletzte Ungleichung folgt aus (1); fir die letzte Un-
gleichung wird benutzt, daB |aj <[A| fiir aeA.)

Entsprechend schlieBt man Jsup(AB) - sup(AC)| =[A|q(B,C).

Zusammenfassen ergibt die Behauptung.

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die in dieser Arbeit erziel-
ten Fortschritte ist die konsequente Verwendung der schon in
[9] angegebenen Metrik q(A,B) unter Bericksichtigung ihrer hier
in Satz 1.2/3,4 und Satz 1.4 anscheinend zum ersten Mal bewie-
senen speziellen Eigenschaften.

In der Homogeniti#t und Translationsinvarianz (Satz 1.2/3,4)
kommt eine gewisse Vertriglichkeit der Metrik q(A,B) mit der
algebraischen Struktur von I(R) zum Ausdruck; Satz 1.4 sagt
aus,daB die Metrik q(A,B) mit dem Absolutbetrag in I(R) ver-
traglich ist.
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Erst auf Grund dieser Vertrﬁgl1chkeitseigenschaften wird die
Metrik q(A,B) fiir praktische Anwendungen, insbesondere fiir
Abschédtzungen brauchbar. Solche Anwendungen werden in den
Abschnitten 5 und 6 dieser Arbeit behandelt.

2. Der quasilineare Raum

2.1 Zur Definition des quasilinearen Raumes

Definition 2.1: Der quasilineare Raum:
Es sel QL eine Menge mit Elementen A, B, C, ...,
R der Korper der reellen Zahlen mit Elementen a, b, c...

Wir nehmen an, es sei eine Abbildung (A,B) — A+B von

QLxQL in QL definiert, die wir Addition nennen, und eine Ab-
bildung (a,A)—aA von R*QL in QL, die wir skalare Multipli-
kation nennen, so daB die folgenden Axiome erfiillt sind:

(QL1) A+B=B+A

(QL2) (A+B)+C=A+(B+C)

(QL3) a(B+C)=aB+aC

(QL4) (a+b)C=aC+bC fiir ab2 0
(QLs) a(bC)=(ab)C

(QL6) Es existiert ein sogenanntes Nullelement © e QL
mit der Eigenschaft: OA=6 fir alle A€ QL

(QL7) 1A=A fiir alle A€ QL.

Ausgestaltet mit dieser Struktur heiBt QL quasilinearer Raum
lber dem Zahlkorper R.

Bemerkung: Der quasilineare Raum ist eine Verallgemeinerung
des linearen Raumes. Ersetzt man in der obigen Definition das
Axiom (QL4) durch die schirfere Forderung

(L4) (a+b)C=aC+bC fiir alle a, b € R
so erhdlt man eine Definition fiir den linearen Raum (vergleiche
etwa die Definition des linearen Raumes in [16}).

Beispiele fiir quasilineare Rdume:

1) Jeder lineare Raum ist quasilinear.

2) I(R) ist ein (nicht linearer) quasilinearer Raum (vergleiche
Abschnitt 1.).

Weitere Beispiele nicht linearer, quasilinearer Rdume werden wir
noch kennenlernen.
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Satz 2.1: In einem quasilinearen Raum QL 1ist nur das in Axiom
(QL6) postulierte Nullelement 6 ein neutrales Element der
Addition.

Bewels: Fiir beliebiges X €QL gilt nach Axiom (QL4), (QL6) und
(QL7) X+6=1X+0X=(1+0)X=X.

6 ist also ein neutrales Element der Addition; ist nun 8 irgend-
ein neutrales Element der Addition, dann gilt §+6=§ und

6+6=0 mit (QL1) folgt daraus &=6.

Von weiteren Eigenschaften quasilinearer Ridume, die aus dem
Axiomensystem folgen, erwidhnen wir noch:

a6=06 fir alle aceR.

Bewels: a(0B)=(a0)B=0B=8.
aX=6 - a=0 oder X=8.

1 1
Beweis: Annahme a# 0 > X = Z(ax) = 36 = 6.

Fiir (-1)X schreiben wir -X, fiir Y+(-X) schreiben wir Y-X
und es ist moglich, daB X+(-X)=X-X$0 ist.

Beispiel: Fir Ae¢I(R) und A ¢R ist stets A-A# 0.

Die Existenz inverser Elemente kann in quasilinearen Riumen
nicht bewiesen werden (tatsidchlich stellten wir auch in Ab-
schnitt 1 fest, da8 I(R) nicht zu allen Elementen Inverse ent-
hdlt.), gilt dagegen das Distributivgesetz in der strengen Form
(L4), so lassen sich Existenz und Eindeutigkeit inverser Ele-
mente beweisen:

Aus (QL6), (QL7) und (L4) folgt fir beliebige A€ QL:
A+(-A)=1A+(-1)A=(1-1)A=0A=8, also ist (-A) invers zu A.
Existiert zu A noch ein welteres inverses Element C, dann gilt
C=C+6=C+A+(-A)=-A,

also ist (-A) das einzige inverse Element zu A.

Wir halten fest:

Quasilineare Riume unterscheiden sich von linearen Rdumen durch
die schwidchere Forderung im Distributivgesetz; dies bedingt das
Fehlen der inversen Elemente.
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Konvexe Teilmengen werden in quasilinearen Riumen wie in linearen

Rdumen definiert:

Definition 2.2: Eine Teilmenge M von QL heidt konvex, wenn mit
zwel Elementen A und B auch alle Elemente (l-c)A+cB mit Osgc=l
zu M gehodren.

Als konvexe Hiillle H eilner Teilmenge N von QL bezeichnen wir den
Durchschnitt aller konvexen Mengen in QL, die N enthalten.

2.2 Norm und Metrik in quasilinearen Riumen

Definition 2.3: Ein reelles Funktional p{A), definiert auf
einem quasilinearen Raum QL heiBt Norm, wenn

1) 40 > p(A) >0,

2) p(A+B) = p(A)+p(B),
3) pcA) =lci-p(A).

Wir sprechen von einem quasilinearen normierten Raum.

In linearen normierten Rdumen ist bekanntlich die Norm p(A-B)
der Differenz von zwel Elementen A und B eine Metrik; dies
gilt aber nicht in quasilinearen Riumen; in diesen ist im
allgemeinen A-A#0, also p(A-A)#0. Deshalb ist p(A-B) keine
Metrik.

Wir werden Jedoch sehen, daB in den quasilinearen Riumen der
Intervallrechnung, die hier in dieser Arbeit untersucht werden,
Jeder vorgegebenen Norm eine Metrik zugeordnet werden kann
(vel. Abschnitt 3.4 und 5).

Definition 2.4: Die in einem quasilinearen Raum QL erklirte
Metrik q(A,B) heiBt

homogen, wenn (H) q(cA,cB)=lc|q(A,BL
translationsinvariant, wenn (TI) q (A+C,B+C)= q(A,B),
supermetrisch, wenn (S8) q(A+B,C+D) < q{A,C)+ q(B,D),

Jewells fir alle ce¢R und alle A, B, C, D¢ QL.

Ein Raum mit supermetrischer Metrik heiBt auch
selbst supermetrisch.

. | rauTs co an oo
4,()?/5@ ' ooonyéa. payasio-

rexunvecxas & oc2e g
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In der Homogenitdt und Translationsinvarianz oder supermetri-
schen Eigenschaft kommt eine Vertrdglichkeit der Metrik mit der
algebraischen Struktur zum Ausdruck.

Eine Definition der Eigenschaft "supermetrisch" wurde - soweit
uns bekannt ist - in der Literatur bisher nur fir lineare R&dume
gegeben. So nennt Collatz in Eﬂ einen linearen Raum L mit der
Metrik q(fl,fz) supermetrisch, wenn

(LS) q(rl,r2+f3)= Q(fl'f}‘te) fir alle fl’fe‘f} e L.

Wir zeigen nun, da8 unsere Definition bel Einschriénkung auf
lineare Rdume der von Collatz gegebenen dquivalent ist. In
einem linearen metrischen Raum L ist zundchst die Eigenschaft
(LS) Hquivalent zur oben definierten Translationsinvarianz (TI);

man erkennt das sofort, wenn man A+c:=r1, B:=f2 und C:=f3 setzt.

Jetzt zeigen wir noch die Kquivalenz der Eigenschaft (TI) mit
der Eigenschaft (S), die hier den supermetrischen Raum defi-

niert:
Es gelte zundchst (TI); dann ist nach der Dreiecksungleichung

q (A+B,C+D) = q (A+B,C+B)+ q (C+B,C+D)= q(A,C)+ q(B,D).

Setzt man (S) voraus, so ergibt sich q(A+B,C+B)< q(A,C)

und entsprechend q(A,C)= q((A+B)+(-B), (C+B)+(-B))£ q(A+B,C+B)
also q(A+B,C+B)= q(A,C).

Damit erhalten wir also folgenden Satz:

Satz 2.2: L sel ein linearer Raum mit der Metrik q(A,B),
dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(TI) q(A+C,B+C)= q(A,B)

(LS) Q(E:F*G)'_' q (E'G:F)

(s) q (A+B,C+D)<q(A,C)+ q(B,D)
d. h. die Metrik eines linearen Raumes ist genau dann trans-
lationsvariant, wenn sie supermetrisch ist.

_19_

Fir quasilineare Riume gilt nur:

Satz 2.3: Ein quasilinearer Raum mit translationsinvarianter
Metrik ist auch supermetrisch.

Der SchluB von der Eigenschaft (TI) auf die Eigenschaft (S)
ergibt sich wie in Satz 2.2,

Dagegen folgt in quasilinearen Riumen aus der supermetrischen
Eigenschaft nicht die Translationsinvarianz der Metrik.

In Abschnitt 2.3 wird ein Beispiel fiir eine supermetrische
und nicht translationsinvariante Metrik in I(R) angegeben.

Satz 2.4: In einem quasilinearen Raum mit homogener supermetri-
scher Metrik q(A,B) ist der Abstand q(A,8) eines Elementes A
vom neutralen Element der Addition & eine Norm.

Beweis: 1) A+6 >Q(A,e)>0,
2) a(A+B,6)= q(A+B,6+8)< q(A,8)+ q(B,8),
3) alcA,8)=lclq(A,0).

Beispiel: In I(R) ist der Absolutbetrag |Al= q(A,0) eine Norm.

Ein linearer Raum mit homogener supermetrischer Metrik ist be-
kanntlich ein normierter Raum (vergleiche etwa [5l; daB in
linearen Rdumen unsere Definition der Eigenschaft "supermetrisch"
der in [5] gegebenen &Hquivalent ist, wurde oben gezeigt).

Ein quasilinearer Raum mit homogener supermetrischer Metrik un-
terscheidet sich in den definierenden Eigenschaften vom linearen
normierten Raum einzig durch die Abschwichung von Axiom (L4) zu
(QL#4).

Definition 2.5: Ein quasilinearer Raum, der beziiglich einer
homogenen supermetrischen Metrik vollstindig ist, heiSBt

Quasi-Banachraum.

Beispiel: I(R) ist ein Quasi-Banachraum, denn die Metrik q(A,B)
in I(R) ist homogen und translationsinvariant, also nach Satz
2.3 auch supermetrisch. )
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2.3 Ein Belspiel fir eine supermetrische und nicht trans-

lationsinvariante Metrik in I(R)

Fur Metriken in linearen Rdumen sind nach Satz 2.2 die Eigen-
schaften "translationsinvariant" und "supermetrisch" Hquivalent.
Filr Metriken in quasilinearen Rdumen besteht diese Aquivalenz
nicht:

Hier folgt nur die "supermetrische Eigenschaft" aus der "Trans-
lationsinvarianz" der Metrik (siehe Satz 2.3%); dagegen folgt
die "Translationsinvarianz" nicht mehr aus der "supermetrischen
Eigenschaft? dies zeigt das folgende Beispiel fiir eine super-
metrische und nicht translationsinvariante Metrik im quasiline-
aren Raum I(R).

Wir erkldren zur Vorbereitung noch den Begriff des Durchmessers
fiir Elemente aus I(R).

Definition 2.7: Es sel A =[§l,aé]€[(ﬁ); dann bezeichnen wir

die reelle Zahl d(A):= (aa-al) als Durchmesser von A.

Ersichtlich gilt fir alle A, Be L(R):
d(A) 2 0 mit d(A) = 0 %& AeR
und  d(A+B) = d(A) + d(B). (1)

q(A,B) sei die in Abschnitt 1 eingefiihrte Metrik in I(R)
(siehe dazu Satz 1.2),
Damit erklidren wir auf I(R)X I(R) das reelle Funktional
q(A,B) fiir A, B¢Rc I(R))
ad(A,B):= |a) - a)]
q(A,B) + sonst
max{d(A),d(B);
Es gilt nun

Satz 2.6: qd(A,B) ist eine supermetrische und nicht trans-
lationsinvariante Metrik in L[(R).
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Bewels: Wir zelgen zunichst,daB qd(A,B) eine Metrik ist:

Aus der Definition ergibt sich sofort:

0 mit qd(A,B) = 0 %%*A =B
qd(B,A).

v

qd(A,B)
und qd(A,B)

Zum Nachweis der Dreiecksungleichung fiir qd(A,B) genilgt es
(weil die Metrik q(A,B) die Dreiecksungleichung erfiillt,
siehe Satz 1.2) diese flir das reelle Funktional

0 fur A, B € RcI(R)
d(A,B):= ld(A) - d(B)I const
max{d(A),d(B)}

nachzuweisen. .
Wegen d(A) = 0 frfir alle A ¢ I(R) ist aber dieser Nachweis
dquivalent mit dem Nachwels der Dreiecksungleichung fiir das
auf R*xR* (R+ sel die Menge der nichtnegativen reellen
Zahlen) erklidrte Funktional
(o] a=Db=20
d(a,b):= Ia - bl fir
— a+ b>0
max {a, b}

Fir d(a,b) beweist man die Dreiecksungleichung

d(a,b) = d(a,c) + d(b,c) am einfachsten durch Fallunterschei-
dung: . -

In den Fidllen a = b =0, c=0 und a>»>0, b=0, c=20
erkennt man ihre Gliltigkeit unmittelbar.

Im Falle a, b>0 kann man o. B. d. A, a 2 b voraussetzen
und unterscheidet dann die Unterfdlle

1) a=2b2c=0, 2) a=c=b>0, 3) c=2ax=b>0;

die Gliltigkeit der Dreiecksungleichung ergibt sich in Jedem
dieser Fille wieder unmittelbar.’

qd(A,B) 1ist also eine Metrik in I(R).
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Die Metrik qd(A,B) ist nicht translationsinvariant;
etwa fir A =[2,3], B =[4,6], c =[1,2] wird ndmlich

qd(A,B) = }% £ qd(A+C,B+C) = }%

Wir zeigen aber jetzt, daB qd(A,B) supermetrisch ist:

Nach Definition von d(A,B) gilt
fiir alle A, B €R c¢I(R), CeI(R): d(A+C,B+C) = 0 = d(A,B);
in allen anderen Fillen folgt aus (1):

|a(a+n) - aero)] () - a(3)]

d(A+C,B+C) = = d(A,B).
max {d(A+C),d(B+C)}  max {da(A),d(B)}

Damit erhalten wir insgesamt:
Fiir alle A, B, CeIL(R) 1ist d(A+C,B+C) = d(A,B). (2)
Fiir die Metrik q(A,B) in I(R) gilt nach Satz 1.2/3
fir alle A, B, Ce¢L(R): a(A+C,B+C) = q(A,B). (3)
Aus (2) und (3) folgt
fiir alle A, B, Ce€I(R): qd(A+C,B+C) < qd(A,B)

Daraus folgt jetzt mit Hilfe der Dreiecksungleichung
fiir alle A, B, C, DeI(R):

qd (A+B,C+D) = qd(A+B,c'+B) + qd(c+B,C+D) <« qd(A,C) + qd(B,D),

d. h. die Metrik qd(A,B) 1ist supermetrisch.
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3. Die Rdume der Intervallrechnung

3.1 Intervallrechnung filir Vektoren und Matrizen

Wir trieben bisher Intervallrechnung in der Menge I(R), deren
Struktur uns zur Definition des sogenannten Quasi-Banachraumes
veranlaBte. Nun filhren wir im AnschluB an [Zﬂ eine Intervall-
rechnung fiir Vektoren und Matrizen mit Elementen aus I(R) ein;
dabei lernen wir weitere fiir die Praxis besonders wichtige
Beispiele von Quasi-Banachrdumen kennen.

Es sel V, (R):=R" der euklidische Raum den n-Tupel reeller
Zahlen

Vn(n(R)) die Menge der n-Tupel von Intervallen aus I(R)
und entsprechend
M .m (R) bzw. Mo xm (1(R)) die Menge der nxm-Matrizen
mit Elementen aus R bzw. I(R).
Flr quadratische nxn-Matrizen verwenden wir nur einen Index;
z. B. M (R).
Die Elemente von V (I(R))bzw. M, . (I(R)) nennen wir Intervall-
vektoren bzw. Intervallmatrizen.

Es ist R ¢ T(R), also entsprechend Vn(H)CVn(I(R)),
bzw. Mmm(ﬁ)mnm(l_(n)).

Elemente aus Vn(l(R)) bezeichnen wir mit kleinen deutschen
Buchstaben

« =(§:‘) , 5=(§i) mit A;,B, € I(R)

Elemente aus Mn(n(R)) mit groBen deutschen Buchstaben, also

QL= (agq)s L= (Byy) mit A, By g€ I(R).

Wollen wir besonders hervorheben, da8 ein Element aus Vn(I(R))
bzw. Mn(I(R)) schon 1in Vh(R) bzw. Mn(R) liegt, so sprechen wir
auch von reellen Vektoren bzw. reellen Matrizen und schreiben
A bzw. q
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Fir Vektoren a=(A,), 5=(B1) aus V, (I(R)) bzw. Matrizen
0"(“1;)' :(’,=(Bid) aus M (I(R)) erkliren wir Gleichheit,
Addition (Substraktion) und eine skalare Multiplikation mit
reellen Zahlen aeR; dabei definieren wir wie liblich komponen-
tenwelse:

O=%:% Ayy=Byy fUr alle 1,J, baw. a= 6:3‘( Ay=B, fir alle i,
ai‘.rf-:'(AiJ_"_'BiJ): axh: =(A11B1)’
a fi=(a Bi:j) ab=(a B,).

Ausgestattet mit dieser algebraischen Struktur sind Vn(I(B))und
M, (I(R)) quasilineare Riume.

Die Axiome des quasilinearen Raumes QL sind n&dmlich jewells er-
fiillt, denn alle in den Axiomen auftretenden Relationen zwi-
schen Elementen aus V (T(R)) bzw. M, (I(R)) sind komponenten-
weise definiert (bestehen also genau dann, wenn sie zwischen
Jeweills entsprechenden Komponenten bestehen), die Komponenten
aber sind Elémente des quasilinearen Raumes I(R)s

Nullelement in Vn(lﬂi)) bzw. Mn([GR)) ist der Nullvektor bzw.
die Nullmatrix.

Dariiberhinaus definieren wir noch wie iblich eine Multiplika-
tion der Vektoren bzw. Matrizen mit Intervallen aus I(R), und
eine Multiplikation von Matrizen mit Matrizen bzw. Vektoren:

A-%:s(A-B“) A b=(AB)

Of=(F A1y Byk) QLb=(Z A4 By)

Vorausgesetzt wird dabel natiirlich, daB die Zellen- bzw. Spal-
tenzahl der Matrizen und Vektoren jeweils aufeinanderpaBt.

In Vn(l(R)) bzw. Mn(l(R)) lassen sich auf mannigfache Art und
wWelse Metriken einfiihren; wir erwidhnen nur je eine Moglichkeit:

Die Definition gq(a,¥):=max q(A,,B,)
bzw. q(a,)‘S):=m€u§q(Amnﬁik)
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ergibt eine homogene und translationsinvariante Metrik in

vV (£(R)) bzw. M (I(R)); dies folgt aus der Homogenitdt und
Translationsinvarianz der Metrik q(A,B) in I(R).

Vn(I(R)) und Mn(I(R)) sind beide vollstindig beziiglich ihrer
Metrik; dies folgt aus der Vollstindigkeit von I(R), denn
Konvergenz in Vh(I(H)) bzw. Mn(I(R)) ist jeweils Komponenten-
weise Konvergenz. Insgesamt erwiesen sich also Vh([(R)) und
Mn([(R)) als Quasi-Banachrdume.

Diese Uberlegungen lassen sich auch sofort libertragen auf In-
tervallvektoren mit unendlich vielen Komponenten (oder ent-
sprechende Intervallmatrizen):

Voo (E(R)) sei der Raum der beschrinkten Intervallfolgen mit

Elementen
[x}: {xl,xe,xj,..... 1.

d. h. zu jedem Element {X} existiere eine Konstante K., so
daB fiir alle 1

[

a(X;,0)=Ixl<K,.

Gleichheit, Addition und Multiplikation mit Intervallen (also
auch reellen Zahlen) werden Komponentenweise definiert; damit
wird Vo (I(R)) ein quasilinearer Raum.

Fiir zwel Elemente {x’g, {Y} 6 Vo (I(R)) definieren wir als Abstand
q ({XL {Y}) =syp q (xi’Yi)'

Dadurch erhalten wir eine homogene translationsinvariante Me-
trik in V.(r(R)), denn durch diese Definition von q({x}. {Y“
als maximaler Komponentenabstand q(xi,vi) iibertriagt sich diese
Eigenschaft der Metrik q(xi,Yi) auf den Veo(I(R)). Die Konver-
genz in V,(r(R)) ist die gleichgradig komponentenweise Konver-
genz; deshalb ergibt sich die Vollstindigkeit von Vo (I(R)) im
wesentlichen aus der von I(R); dabel ist nur noch gesondert

zu zelgen, daB das Grenzelement wieder eine beschrinkte Inter-
vallfolge ist. Der Bewels dafiir erfolgt wie im Reellen. Damit
ist auch V4(I(R)) ein Quasi-Banachraum.
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3.2 Ordnungsstrukturen in I(R), Vn(I(R)) und Mnxm(I(R>)

In diesem Abschnlitt untersuchen wir Ordnungsstrukturen in den
Riumen I(R), V,(I(R)) und M _(E(R)); Anwendungen dafir werden
wir in Abschnitt 8. kennenlernen.

Definition 3.1: Kleinergleichrelation "<" in I(R):
Fur A = [2;,a5], B = [b,b)] € I(k) se1

A<£B : %% a; < b1 und a, £ b2

Bemerkung: Bel Einschrinkung auf R ¢ I(R) erhdlt man die iibliche
Bedeutung von "£" in R.

Beziiglich dieser Relation "=" wird I(R) zu einer Halbordnung.

Es gilt ndmlich fiir beliebige A,B,C € I(R):

(01) A <a
(02) A2£BAB=2C >A=C
(03) A=BaAB<A »>A=B

I{(R) ist sogar ein Verband, denn es gilt:

(04) Zu je zwei Elementen A,B¢ I(R) existieren
sup(A,B) und inf (A,B) in I(R).

Fir A = [al,aé], B = [bl,b2]6 L(R) wird
sup (A,B) = [max(al,bl) max(aa,beﬂ,
inf (A,B) = Emin(al,bIL min(aa,beﬂ .

Man erkennt auch, daB der Verband ordnungsvollstidndig ist
(siehe dazu etwa [lj]), d. h. es gilt:

(05) Jede nicht leere beschrinkte Tellmenge von
I(R) hat ein Supremum in I(R).

Dies ergibt sich sofort aus der entsprechenden Eigenschaft fiir
reelle Zahlen und Anwendung auf beide Intervallgrenzen.
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Die Relation "&" ist auch mit der algebraischen Struktur des
Raumes I(R) vertrdglich, d. h. die folgende Axiome sind er-
fiillt:
(A01) A
(h02) A

B > A+B = B+C  fiir alle A,B,C e L(R),
B » AA = 1B fir alle A,B € L(R),
leR und 1=20.

[LY

i

(AO1) driickt die Translationsinvarianz der Ordnung aus,
(A02) bedeutet die Invarianz der Ordnung bei der Abbildung
A— AA mit reellem 2:0.

Sind zwel Intervalle A,Be I(R) in der Halbordnung {I(R),é]
nicht vergleichbar, so ist eines im anderen "enthalten", denn
es 1ist AcB * aleblnaesba.

Ist AcB¢ I(R) und A=A e R, so schreiben wir auch A¢B.

Beziiglich der Relation ist nun I(R) wieder eine Halbordnung.

Die Menge aller Teilmengen von I (R), dazu gehdrt jetzt auch

die leere Menge, die in der algebraischen Struktur I(R) nicht
enthalten ist, bildet einen Verband beziiglich der Relation "z".
Das Infimum (bzw. Supremum) von zwel Intervallen beszilglich der
Relation "¢" ist dann ihr Durchschnitt (bzw. ihre konvexe Hiille).

In Definition 1.4 erklirten wir zu A € I(R) Absolutbetrag und
Intervallbetrag; eline dquivalente Definition ist

Definition 3.2: Es seli A ¢ I(R), dann heiBt
|AI:=i§E|AJ=§EE sup (A,-4) Absolutbetrag von A,

abs (A):=sup(0,A,-A) Intervallbetrag von A
(0 ist hier die Null: OeRe¢ L(R)).

Beide Suprema existieren, da I(R) ein ordnungsvollstdndiger
Verband ist; es ist JAle R, abs (A)e I(R).

Die stetige Funktion [Al nimmt ihr Supremum auf der abgeschlos-
senen beschrénkten Teilmenge A von R an, d. h. es existiert ein
A¢R mit der Eigenschaft A'€¢A und ‘K|= zup|A|=lAl.

cA
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Satz 3.1: Fiir den Absolutbetrag |Al bzw. Intervallbetrag abs(A)
von A ¢ I(R) gilt:

(A1) A% 0%IA>0 bzw.: (IAl) abs(A)20, mit abs(A)=0 % A=0
(A2) JA+B| = |Al+B] (IA2) abs(A+B) = abs(A)+abs(B)

(83) e Al =]clial (1A3)  abs(ch)= lc|abs(A)

Beweis: Die Regeln flir |Al ergeben sich aus Satz 2.4,

Aus abs(A)= [minlAl, maxlAl] folgen sofort (IAl) und (IA3).

Fir (IA2) mussen wir zeigen.
max |A+B|¢max |Al +max |B| und  min|A+B|< min|A| +min B}
AcA Aed BeB AeA

A AcA BB
BB BeB

Die eérste Aussage fir das Maximum ist trivial; die zweite flir
das Minimum beweisen wir durch Fallunterscheidung:

Fiir O€A » 0€B ist die Aussage trivial; also sel etwa O4B:

Fir 04B verifiziert man die Behauptung in allen Fidllen 0<A,
O¢A, 0O2A; Vorzeichenumkehr bei B ergibt jetzt auch die rest-
lichen Fidlle.

Definition 3.3: Kleinergleichrelation "<&" in V_ (I(R)):

fir a=(A;), #=(B;) ¢ V_ (I(R)) sei
s b 3{ A=B, fiir alle 1.

Beziiglich der Relation "<" ist V_ (I(R)) eine Halbordnung. Zu
a=(A;), 4=(B;) eV, (I(R)) existieren in V _(I(R)) auch
suﬁ(a,b)::(sup(Al,Bi)) und inf(a,&)::(inf(Ai,Bi)),
ebenso zu Jeder nicht leeren beschridnkten Teilmenge ein Supremum.
Vn(l(lR)) ist also ein ordnungsvollstidndiger Verband und es gel-
ten die Axiome (0l1) bis (05). Dies ergibt sich wegen der kompo-
nentenweisen Definition der Relation "£" sofort aus den ent-
sprechenden Eigenschaften von I(R). Aus demselben Grung ist

die Halbordnung auch hier mit der quasilinearen Struktur ver-
triglich, d. h. es gelten (AOl) und (AO2) (siehe oben).

Fir die Inklusion "¢" gilt:  wch ‘k A CB; firallei.

Im Fall ocdh und o-q ¢V, (R) schreiben wir auch a¢ b
Beziiglich der Relation "c¢" ist Vn(l (R)) eine Halbordnung.

- 29 -

Definition 3.4: Es sei u=(A1)eVn(I(R)); dann heifien die Vektoren
= o= -a
lodl gl:glql i\é& sup(®,-®) Absolutbetrag von a
abs (&) :=sup (0, X, -a) Intervallbetrag von o
(0 ist der Nullvektor)

Beide Suprema existieren, da Vn(I(R)) ein ordnungsvollstindi-
ger Verband ist; wegen der komponentenweisen Definition der
Halbordnung und damit des Supremums gilt:

fod =( lAi'I )e Vn(R) bzw.
abs(u)=(abs(A )) €V, (L(R));

damit gelten die in I(R) fir lAil bzw. abs(A ) bewiesenen Re-
geln (Al), (A2), (A3) bzw. (IAl), (IA2), (IA}) (siehe Satz 3.1)
Jetzt auch fir den Absolutbetrag || bzw. Intervallbetrag abs(w).

Weiter ergibt sich fiir jeden Vektor a=(Ai) ¢V, (I(R)) aus der
entsprechenden Eigenschaft fir die Komponenten:
Es existiert ein Vektor e V,(R), mit der Eigenschaft

wea und {u|= suplg = |al.
REDK

Bemerkung: Alle hier gegebenen Definitionen und simtliche Uber-
lesungen lassen sich wértlich auf den V,(I(R)) iibertragen.

Fiir Intervallmatrizen aus Mnxm(I(R)) definiert man die Rela-
tion "«" wie fiir Intervallvektoren komponentenweise, ebenso

die zugehdrigen Infima und Suprema; so erh#lt man wieder einen
ordnungsvollstindigen Verband (es gelten (01) bis (05)), und
die Halbordnung ist mit der quasilinearen Struktur vertrig-
lich ((AOl) und (A02)). Die Relationen "c¢" bzw. "e" sind auch
klar.

Zu d:(Aik)é M

mm(I(R)) nennen wir wie oben die Matrizen

o dE sule -su& sup(Q,-Q)  Absolutbetrag von X

abs (1) :=sup (0,d, -O) Intervallbetrag von (X

(O bedeute die Nullmatrix)
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Es 1ist a=(|Aik|)eMmm(R) bzw. abs(().)=(abs(Aik))eMmm(E(R)).

Wie oben in Vn(I(R)) gelten die Regeln (Al), (A2), (A3) bzw.
(IA1), (IA2), (IA3) von Satz 3.1 auch hier fiir den Absolut-
betrag |0 bzw. Intervallbetrag abs (({)

ebenso gilt fiir jede Matrix ajMnxm(IUR))‘

Es existiert eine Matrix (XeMnxm(R) mit der Eigenschaft
el und | = supll=10L.
Ked

3.3 Die Halbordnungen in V _(I(R)) als Bilder von
Halbordnungen in Rén

Die oben im Vn(I(R)) definierte Halbordnung steht in engem
Zusammenhang mit der natlirlichen Halbordnung im Ren; betrach-
ten wir ndmlich mit den Vektoren

o =([a1(1),a1(2)]),(7;=([b1(1),b1(2)]) e v (I(R))

zugleich die Vektoren

a, (1) e,
GRS o, (@) .
a = [] b = ¢ R =V2n(ﬁ)g
a () b (1)
a (@ b (@)

dann gilt nach unserer Definition der Relation "<" in Vn([(R))

und der "natiirlichen" Relation "=" in RZP:

a= b %é ach.

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Halbordnungen in
Vn(I(R)) und in R°® untersuchen und erkliren:

Dazu betrachten wir die oben schon benutzte Abbildung T des
vn(r(n)) auf die Teilmenge
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2

8y _1*8p; fUr i=l,.npc 2D

e o o

2n
die dem Vektor W ,=<[ai(1),ai(2)]) € v, (L(R))

al(l)

-

den Vektor T(o):=a= ° ¢ R

: (@)

n

zuordnet.

Diese Abbildung T von Vn(I(R)) auf R%n ist ein-eindeutig;
deshalb kann man mit ihr auch Jjeder Halbordnung, die in einem
der beiden Riume Vn([(R)) bzw. Rgn vorgegeben ist, eine Halb-
ordnung im zweiten Raum zuordnen. Man braucht nur die Bilder
im zwelten Raum den Urbilldern im ersten entsprechend zu ord-

- nen.

Ist nun in R2n und damit auch in R%n CR2n eine Haibordnung vor-
gegeben, so definiert die Festsetzung

o= T—l(a)ﬁ b= T"I(B) :%é 4£1b eine Halbordnung in Vn(I(R)).

Genauso kann in umgekehrter Richtung zu einer in Vn(I(R)) vor-
gegebenen Halbordnung eine solche in R%P definiert werden; Jede
Halbordnung in der Teilmenge R%n 148t sich auf den ganzen Raum
R?n fortsetzen; diese Fortsetzung ist Jedoch im allgemeinen
nicht eindeutig. Man hat also insgesamt eine Abbildung der Menge
der Halbordnungen in R2n auf die Menge der Halbordnungen in
v (I(R)).

2n

Die ein-eindeutige Abblldung T von V_(I(R)) auf RS kann je-
doch nicht strukturtreu sein, denn R N hat eine lineare,
Vn(I(R)) aber eine quasilineare Struktur.

Dennoch gilt: T(+8)=T (a)+T(4),

T(A uw )=AT(w) fiir Axo0,

(fur 250 ist T(Aw)$AT(w).
Wir nennen die Abbildung bedingt strukturtreu; dabei verwenden
wir die folgende ‘
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Definition 3.5: Eine umkehrbar eindeutige Abbildung T eines
quasilinearen Raumes QL mit Elementen W, ﬁ, ¢, ... auf eine
Teilmenge eines linearen’ Raumes L mit Elementen a:=T(u),
b:=T(¢), c:=T(¢), ... heiBt bedingt strukturtreu, wenn

T(n+8)=T (o)+T(4)
und T(Aw)=A T(ot) fir 120.

2n vor allem Halb-

Von Interesse sind nun in V _(I(R)) wie in R
ordnungen, die mit der jeweils zugrundeliegenden algebraischen
Struktur vertriglich sind; die diesbezliglichen Bedingungen

waren:

(ao1) wed > wre bt gir alle
Elemente + des betrachteten Raumes,

(A02) wed - Ax<€ kb riralle 120

Wir betrachten wieder die einer gegebenen Halbordnung in R2n

durch die Definition uffl-% T (% )sT (4)

zugeordnete Halbordnung in V. (I(R)): Ist namlich die vorge-
gebene Halbordnung in R2n mit der linearen Struktur von R
vertriglich, so wird die ihr zugeordnete Halbordnung in

v (I(R)) mit der quasilinearen Struktur von Vn(I(R)) vertrig-

lich.

Beweis: Die Vertriglichkeitseigenschaften (AOl) und (A0O2) fiir

die Halbordnung in Ren gelten auch bei Einschrankung auf R?n;

da Vn(I(R)) durch T umkehrbar eindeutig auf R2n abgebildet

wird, koénnen wir dafiir auch schreiben:

T(w)s(6) >T(lx)+T(t)ﬁT(l:)+T(4') fir alle #¢V (I(R))
AT(w)=AT(6) fiir alle A»0

Wegen der bedingten Strukturtreue der Abbildung T und der De-
finition der Halbordnung in Vn(I(R)) folgt daraus:
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wrt= bre rir alle teV,_(I(R)),
a= 4 n
A= 14 fiir alle 1= 0;

d. h. die in Vn(I(R)) erzeugte Halbordnung ist hier mit
quasilinearer Struktur vertrdglich. O

Die Ergebnisse dieses Abschnittes fassen wir zusammen im
folgenden

Satz 3.2

a) Durch die Abbildung T wird jeder Halbordnung in R2n eine
Halbordnung in Vn(I(R)) zugeordnet und jede Halbordnung
in Vn(I(R)) 14Bt sich auf diese Weise erzeugen.

b) Jede mit der linearen Struktur vertrigliche Halbordnung
in RZ® erzeugt dabei eine Halbordnung in Vn([(ﬁ)), die
dort mit der quasilinearen Struktur vertrdglich ist.

3.4 Intervallrechnung {iber allgemeinen halbgeordneten

linearen R&umen

Im folgenden wird allgemein eine Intervallrechnung iiber einem
beliebigen halbgeordneten linearen Raum B definiert und ge-
zeigt, daR man dadurch stets einen quasilinearen Raum erh§lt;
dartiberhinaus wird gekldrt, welche Voraussetzungen B erfiil-
len muB, damit die darauf aufgebaute Intervallrechnung einen
Quasi-Banachraum ergibt, Alle bisher eingeftihrten R¥ume der
Intervallrechnung lassen sich auf diese Weise erzeugen.

Sei also B (mit Elementen a, b, ¢ ...) ein halbgeordneter
linearer Raum liber R; die Halbordnung von B sei mit der alge-
braischen Struktur vertrdglich, d. h. es gelte

(AOl) as=b > at+czb+c fiir alle a, b, ce¢B
(A02) atb Aac<hd fiir alle a, beB
und alle reellen Zahlen 120.

Zu ay, a,eB mit ajfa, bezeichnen wir die Menge der Elemente
A:=[a;,a,]:= {a €B | alsatazk als Intervall von a; bis a,.
L[(B) bezeichne die Menge aller dieser Intervalle liber B, dann
ist I(B)>B.
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Wie in I(R) definieren wir fiir zwel Intervalle A=[a1,aé] und
B=[b;,b,]:

Gleichheit: A=B :%X a;=b) a ay=b,,

Addition bzw. Subtraktion: A+B : ={atb| aeA s beB),

Multiplikation mit
reellen Zahlen A:

2:=ll =
A { al aEA} Da2,1a11 fiir 140

Die Vertridglichkeit der Halbordnung mit der algebraischen Struk-
tur in B garantiert, daB mit A,Be¢ LI(B) und 7¢R auch A+B und 1A
in I(B) liegen. .

Damit haben wir auch in I(B) eine algebraische Struktur erklirt;
I(B) bezeichne ab jetzt die Menge der Intervalle ilber B mitsamt
dieser algebraischen Struktur.

Genau wie frilher fiir I(R) ergibt sich auch hier, daB I(B)

alle Axiome des quasilinearen Raumes erfiillt, aber nicht linear
ist, weil das Distributivgesetz nicht in voller Allgemeinheit
gilt, sondern nur in der dem quasilinearen Raum gemifBen Form:

(L +u)C = AC + uC fiir alle CeI(B) und alle 1, ueR mit 1u>0,
aber (1. m)C # 1C+puC fir BCeI(B) und Au<O.
Allgemein gilt das subdistributive Gesetz:

(A+&)C ¢ AC +pC  fiir alle C€ I(B) und alle A, ueR .

Ist B eiln metrischer Raum, so 148t sich in I(B) auf mannig-
fache Art und Weise elne Metrik einfiihren; die Bemerkung im
AnschluBl an 3atz 1.3 zeigt, wie man dabel vorzugehen hat. Wir
- betrachten nun gleich den Spezialfall, daB B ein Banachraum
ist mit der Norm llall. Wir fordern noch zusitzlich, daB die
Metrik in I(B) eine Fortsetzung der in B durch die Norm Hal
gegebenen Metrik ja-bll ist. Von den vielen dann noch mog-
lichen Definitionen einer Metrik in I(B) erwdhnen wir nur
eine spezielle; wir definieren als Abstand zweier Intervalle

[a;.2a]  2s0
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A=[a;,a,], B=o;,b,] aus I(B)
a(A,B):=max(la;-bjll , llay-b,ll).

q(A,B) ist nun eine homogene und translationsinvariante Metrik
in I(B) (man zeigt dies wie fir die Metrik in I(R));

fir A=a, B=b € B wird q(A,B)=la-bll.

Der Abstand qQ(A,8) eines Elementes A vom neutralen Element der
Addition ist nach Satz 2.4 eine Norm.

Bis Jetzt ist B ein Banachraum mit strukturvertriglicher Halb-
ordnung (d. h. es gelten (AOl) und (A02)). Wir benstigen fir
die folgenden Uberlegungen noch den Zusammenhang dieser struk-
turvertrdglichen Halbordnung mit ihrem sogenannten Positivi-
tdtskegel.

Nach [13) gllt:

In einem linearen Raum L mit strukturvertridglicher Halbordnung
bildet die Menge {xlxzok der positiven Elemente einen konvexen
Kegel H mit den Elgenschaften

(H1) a, be H > atb €H,

(H2) ae H. 120 > laeH,

(H3) Hn~(-H) = {0}
H heiBt Positivitidtskegel der gegebenen Halbordnung. Umgekehrt
definiert jJeder konvexe Kegel Hc¢ L mit den Eigenschaften (H1),
(H2) und (H3) durch die Festsetzung x<y :%& y-x€H eine
strukturvertrdgliche Halbordnung in L.
Jede strukturvertridgliche Halbordnung in L ist so durch ihren
Posiltivitdtskegel H eindeutig bestimmt.

Ist jetzt der zur Halbordnung in B gehtrige Positivititskegel H
in B abgeschlossen, so wird I(B) bezliglich der Metrik q(A,B)
auch vollstidndig, also ein Quasi-Banachraum.

Zum Bewels betrachten wir eine Cauchy-Folge von Intervallen

[av,bﬂ €I(B); die Cauchy-Konvergenz dieser Folge ist nach De-
finition der Metrik in I(B) &quivalent mit der (gleichgradigen)
Cauchy-Konvergenz der beiden Folgen {a.} und {bf} in B;
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da B vollstdndig ist, existieren in B %&ELEV und %ig,bv;
[ar,by] € I(B) ist gleichbedeutend mit a,=b,, also b,-a, e H.

Aus der Abgeschlossenheit des Positivititskegels H folgt nun:
1im (by-ay )= (l'i_.mwb, -1im a,) € H; das wieder ist Zquivalent mit
lim ay = 1im by.
V'» o0 ¥ =0
I(B) enthilt also ein Element [lim a,,lim b,], und es ist

. Yoo *>o0
]G_i‘g[a,,by]=[l'lg ay,1lim bv], d. h. I(B) ist vollstindig.

Bemerkung: Die angegebene allgemeine Konstruktion des Inter-
vallraumes I(B) iiber dem linearen halbgeordneten Raum B fiihrt
in den Spezialfidllen B = R bzw. Vn(R) bzw. V,(R) oder.MnKm(R)
(zugrundegelegt sei jeweils die "natlirliche" Halbordnung) auf
die oben schon eingerithrten Rdume I(R) bzw. V,(E(R)) Dbazw.
Vo(I(R)) und Mmm(I(R)).

Wie in Abschnitt 3.2 148t sich mit Hilfe der Halbordnung von B
eine Halbordnung in I(B) erkliren; ebenso lassen sich alle
Uberlegungen von Abschnitt 3.3 iibertragen, es ergibt sich ein
entsprechender Zusammenhang der Ordnungsstrukturen des linearen
Raumes BxB mit denjenigen des quasilinearen Raumes I(B).
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4. Normen in V_(I(R)) und M (I(R))

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Eigenschaften von Nor-
men filir Intervallvektoren und Intervallmatrizen. Wichtig sind
hier vor allem die sogenannten Abstandsnormen und unter die-
sen wieder besonders die monotonen Normen. Wie im Reellen ge-
hort zu jeder Vektornorm eine Klasse von Matrixnormen, die

mit ihr vertridglich sind; von diesen ist auch hier eine durch
eine Minimaleigenschaft eindeutig ausgezeichnet, und in be-
sonderer Weise der gegebenen Vektornorm zugeordnet. Und diese
Normen haben Eigenschaften, die denen vertridglicher bzw. zu-
geordneter Normen fiir reelle bzw. komplexe Vektoren und Matrizen
dhnlich sind. SchlieBlich beweisen wir auch noch einen wichti-
gen Satz iliber den Zusammenhang der monotonen Normen einer
Matrix mit dem Spektralradius ihrer Absolutbetrages.

4.1 Normen und Abstandsnormen

Definition 4.1: Ein fiir alle «eV (I(R)) bzw. (XGMH(I(R))
definiertes reelles Funktional ¢ bzw. [0} heiBt Norm, wenn
es folgende Bedingungen erfiillt:

1) 240 P lel>0 bz 1Y) ®+0 p IOU>0

2) N tyl= el hyl 21) fot+ B = BN 1A

3) flc sl =lct el 3') el = el hOXN

jeweils fir alle #, eV (I(R)) bzw. alle o, He M (I(R))
und alle c ¢R; O steht hier fiir den Nullvektor bzw. die
Nullmatrix.

Eine Matrixnorm heiBt multiplikativ, wenn
fir alle X, HeM (I(R)) gilt: 4') gl « ok 1%

Normen in Vn(R) bzw. Mn(R) werden durch dieselben Forderungen
definiert; die Einschrinkung einer Norm in Vn(I(R)) bzw. Mn(I(R))
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auf Vn(R) bzw. Mn(R) gibt also eine Norm in Vn(lR) bzw. Mn(R).

Um zwischen der Norm als auf Vn([(R)) bzw. Mn(I(R)) erklirtem
Funktional und dem Wert der Norm fir eln bestimmtes Element
sicher unterscheiden zu kotnnen, reservieren wir die Buchstaben
» und ™ fir die folgende Sprechweise: "Norm Wl in Vv _(I(R))"
bzw. "Norm WMl 1in M,(I(R))"; damit sei die Norm als dasnfiir'
alle Elemente aus Vn(I(R)) bzw. Mn(I(R)) erklirte Funktional
gemeint.

Im folgenden betrachten wir vor allem die sogenannten Abstands-
normen; bel diesen kommt ndmlich gerade die Auffassung des Rech-
nens mit Intervallen als Verallgemeinerung des Rechnens mit
reellen Zahlen besonders zum Ausdruck. Wir besprechen dabei
Vektor- und Matrixnormen nebeneinander.

Der folgende Satz ergibt sich aus entsprechenden Sidtzen in [—81 .

Satz 4.1: Sind Il'gﬂ bzw. QLI Normen fiir reelle Vektoren ¢ Vn(R)
bzw. Matrizen Q(,eMn(IR), dann sind
" ﬂ:s su, bzw. Otl:= 14} N i
{4 PR (L] joet (Xseu(g 10 ormen fiir

Intervallvektoren ogevn(I(R)) bzw. Intervallmatrizen ((¢ M (I(R)).
Zum Beweis (nach 13 ) verifiziert man die Elgenschaften

1), 2), 3) baw. 1), 2'), 3'). Wir zeigen dies etwa fir die
Matrixnorm:

1Y) 1af= a\:gHQLH =0, mit 0= 0% ved: A= o % @=0;
2") loroll= &t&"@*%ﬂﬁ&\t&(u(?(lhllﬂllﬁézl&) flou +§21£|!£|l = Ok +11515
Led Beb

31y JeOli= Qs[‘:&ﬂ @ = lclél:glioﬁ(ﬂ =lcliaf. o
Die Normen llgl = 321‘2 uf" in Vn(I(R)) und & = &?&ﬂa“ in

Mn([(R)) sind jeweils Fortsetzungen der in den linearen Teil-
riumen Vn(R) und Mn(R) gegebenen Normen "f[l und QL] .
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Definition 4.2: Solche Normen fiir Intervallvektoren bzw. Inter-
vallmatrizen, die sich auf diese Weise durch Supremumsbildung

aus Normen fiir reelle Vektoren bzw. Matrizen erzeugen lassen,

nennen wir Abstandsnormen.

Bemerkung: Nicht alle Normen in Vn(I(R)) bzw. Mn([(R)) sind
Abstandsnormen, wle das folgende Beispiel in I(R) = Vl([(R))
zeigt: Es sel [[a;,a.ll :=lay] +lag) .

Dies ist eine Norm, aber es ist etwa fir A:=[2,10]

&) = [2,2d) = 12< l[(Ro,10)| = 20 = sup| (3]

Hier ist (Al 7‘ sup K (aMl

Aus B ¢A kann hier nicht [|(B)I ={[(Al gefolgert werden
(z. B. ist |(2,20)] = 12< (s, 10l = 14).

Flir Abstandsnormen gilt jedoch

Satz 4.2: Es selen ¢, %€ V_ (I(R)) und dl eine Abstandsnorm
in v (I(R)); dann gilt: a) #cHy el < gl
b) Igblely wie
Bewelis: a) Das Supremum iiber die Tellmenge 4 von "'g ist nicht
groBer als das Supremum iiber 7%
b) Die Annahme ¢4 fihrt wegen a) auf den Widerspruch
Iyl=lel. o
Bemerkung: Fir Abstandsnormen in N&l([(ﬂ)) gilt die entsprechende
Aussage.

Vektornormen in Vn(R) lassen sich bekanntlich geometrisch mit
Hilfe gewisser konvexer Korper definieren. Wir skizzleren jetzt
kurz nach [7] diese Darstellung einer Vektornorm in Vn(R) durch
ihren sogenannten Eichkdrper und verallgemeinern sie dann fir
die zugehdrige Abstandsnorm.

Eine abgeschlossene, beschrinkte, konvexe Punktmenge in Vn(R)
heiBt konvexer Korper. Ist K ein konvexer Korper in Vn(R),
Ol eine Matrix aus Mn(R)‘ so bedeute (XK den Korper

OLK:= ltoc'gl e K}:
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rir (a®)k ¥ 4st die Einheitsmatrix, a é R) schreiben wir
auch ak.

Ein konvexer Korper heiBt ausbalanziert, wenn aus

#¢X und lals 1 folgt axek.

Ist in V (R) irgendein ausbalanzierter, konvexer Korper vorge-
geben, der den Nullpunkt als inneren Punkt enth#lt, so gibt dile

finiti
pefinttion lgl := inc{¥[rz 0 A pext

eine Vektornorm in V, (R).

Geht man umgekehrt aus von einer Vektornorm Ml in v (R), so
ist die Menge K:= {'e[llteﬂ‘ 115 ein ausbalanzierter, konvexer
Korper, der den Nullpunkt als inneren Punkt enthilt, und fiir
die gegebene Norm gilt die Darstellung:

(RN) el = inf {\*IYEO A ;gevxk,
X heiBt deshalb Eichkorper der Vektornorm

Jetzt betrachten wir die zu einer Norm fir reelle Vektoren aus

v, (R) gendrige Abstandsnorm fir Xz
Intervallvektoren aus Vv (I(R)): H’C”K

Ein Intervallvektor 4= (xi)

aus V_(L(R)) wird in V,(R) /?\

durch einen abgeschlossenen /
beschridnkten Quader mit den *6

Kanten X, dargestellt (siehe

Figur 1). Figur 1

Die Definition der Abstandsnorm in Vn(I(R)) und der Norm in Vn(R)

ergeben nun

llell s= %‘:@"f“ = %“? inf {r[va 0 f{évx_}

Daraus folgt:

(AN) gl = tnr {v[r=04 /6ch§
Bewels: V’("ﬁ: {v)v=o,\lcs_vl(} > {vl =204 Agev}(k

> Veeg: Wl= inf {x| 120 A xgevk} = intv] r=04 e vk}
> = %%gﬂuc\\ = gtexg inf {vl V20 A feﬂ(k = int‘{v\ ¥=0a fevK}
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Fir v* gilt: V‘€€‘€ : »ge K > e vK >-r‘=inf{vlv=olx Aechg
Aus den beilden Ungleichungen fir v* folgt:

= supll'fu = inf{vlré (VPN "e(*K}- =}

e

Die Darstellung (AN) fir die Abstandsnorm in' Vn([(R)) mit Hilfe
des Eichkdrpers K verallgemeinert gerade die Darstellung (RN)
fir die Norm in Vn(R), von der wir ausgegangen sind.
Die Zuordnung der Abstandsnorm in Vn([ (R)) zur Ausgangsnorm in
Vn(R) und damit zu deren Eichkdrper K in Vn(R) ist umkehrbar
eindeutig; die Darstellung (AN) fiir die Abstandsnorm berechtigt
uns, von K auch als dem Eichkorper der zugehdrigen Abstandsnorm
zu ‘sprechen.

4,2 Monotone Normen

Definition 4.2:

a) Normen filir Vektoren aus Vi (I(R)) bzw. v (R)
heiBen monoton, wenn (M)}  |+ol= ingl >- ol = ll*»g\\

b) Normen fiir Matrlizen aus M (I(R)) bzw. N&,X(R)
heiBen monoton, wenn (M) |OU=1[8\ \> o= %l

Eine dquivalente Definition erhalten wir Jjeweils durch die For-
derung der Eigenschaft

a) (1) el = [lell fir alle eV (I(R)) bzw. alle eV, (R)
b) (a) Ol =L fir alle &eM (I(R)) bzw. alle K e M (R)

Die Eigenschaften (A) und (M) sind n#mlich fiir alle Normen in
den oben angegebenen Riéumen dquivalent.

Bewels: Wir beweilsen zuerst die Aquivalenz der Eigenschaften

(A) und (M) fiir Vektornormen in Vn(R). K sei der Eichk®rper der
betrachteten Vektornorm .
Zundchst werde (M) vorausgesetzt:
Fir eV (R) haben % und |gl denselben Absolutbetrag fol ="l
Aus |yl =|lg|] bzw. |l =|lpl| folgt mit (M)

llll <l gl ) zw. il =liell; damit gize:  (a) el = Hlell. O



- 42 -

Der folgende SchluB von (A) auf (M) wird aus [7], Seite 47,
ibernommen; dort wird nimlich eine entsprechende Kquivalenz
fir Vektornormen in Vn(c) bewiesen (Vn(C) ist der lineare Raum
der n-tupel komplexen Zahlen).

Wir betrachten zwel Vektoren #, eV, (R) mit lelshgl ;

0. B. d. A. sei |nl= 1. Fiir Jede Diagonalmatrix B e M, (R)

mit 9 = ¥ ( € ist die Einheitsmatrix) ist byl = By,

also |yl =llirglll = U8n| ; folglich liegt B4 auf dem Rand
von K. Wegen der Konvexitidt von K kann jetzt £ nur noch im
Innern oder auf dem Rand von K liegen; also gilt: (M) “‘eﬁsl(‘tg[f~

Fir Vektornormen in Vn(I(R)) folgt der SchiluB von (M) auf (A)
wie oben fiir Normen in Vn(R).

Jetzt werde (A) vorausgesetzt:

Fiir », maevn(I(R)) gilt  lel, (sl ¢ Vn(R).

Fir Vektornormen in Vn(R) gllt aber der SchluB von (A) auf (M)
(siehe oben); damit folgt aus |%l= Ixl (IR ER RN

mit (A) erhalten wir Pell=0 1wl =¥ gl =H11“,
also gilt insgesamt (M)  lyp|= I3l >— Il =00,

pamit haben wir die Kquivalenz der Eigenschaften (A) und (M)
fir Vektornormen in Vn(R) bzw. Vn(I(R)) bewiesen.

Fiir Normen von Matrizen aus Mn(R) bzw. Mn(I(R)‘) folgt sie jJetzt
einfach daraus, da8 man jede solche Matrixnorm als Vektornorm in
V2 (R) bzw. V2 (I(R)) auffassen kann. O

Eine unserer Definition dquivalente Definition fiir monotone
Normen in Vn([(R)) bzw. Mn(I(R)) wurde bereits in [_8] gegeben;
aus LB] {ibernehmen wir auch den folgenden

Satz 4.3: Ist eine Norm flir Vektoren aus Vn(R) bzw. Matrizen
aus Mn(R) monoton, dann ist auch die durch sie definierte
Abstandsnorm fiir Intervallvektoren aus Vn(I(R)) bzw. Intervall-
matrizen aus Mn(I(R)) monoton.

Beweis: (Der Bewels wird hier anders als in {8l geriinrt.)

Wir geben den Beweis nur im Falle der Matrixnorm; im Falle der
Vektornorm verliuft er analog.
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Fir alle QteOt ist || = Ostug X[ =11 , also wegen der Monotonie
¢

der Norm o = { o, daraus folgt
JOU =gup ot = 4 todl (1)
Nach Abschnitt 3.2 existiert ein Q'¢(X mit der Eigenschaft
[ol= {| , also wegen der Monotonie der Norm
1Qed = 1ok, (2)
(1) und (2) ergeben zusammen |O{} = aua“ ol = il o
€

Satz 4.4: Jede monotone Norm fiir Intervallvektoren bzw. Inter-
vallmatrizen ist eine Abstandsnorm.

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir die Matrixnorm, fiir die
Vektornorm verlduft er analog.
Flir alle Ol et ist [M|=sup|®| =&l , also wegen der Monotonie
der Norm Q& oLl < ol (1)
Nach Abschnitt 3.2 existiert ein QUe¢ll mit der Eigenschaft
|0l= {®l , also wegen der Monotonie der Norm

fotg = 1O, (2)
(1) und (2) ergeben zusammen  ||OL|= ;\:& . o

In der definierenden Eigenschaft (M) fiir die monotonen Normen
kommt eine gewlsse Vertridglichkeit dieser Normen mit der vor-
gegebenen '"natiirlichen" Halbordnung des betreffenden Raumes zum
Ausdruck. Wegen dieser Monotonieeigenschaft sind monotone Normen
auch besonders handlich und fiir Abschidtzungen gut geeignet. Dies
gilt schon fir Vektornormen in Vn(R) bzw. Vn(C) und entsprechende
Matrixnormen. In der Intervallrechnung sind nun die Grilinde fir
die Verwendung monotoner Normen noch zwingender. -

Der Definition von Intervallen, Intervallvektoren und Intervall-
matrizen und damit der Definition der Riume I(R) = V,(L(R)),
V,(Z(R)) bazw. Mn(I(R)) liegt die "natiirliche" Halbordnung in

den Ausgangsrdumen R, Vn(ﬂ) bzw. Mn(R) zugrunde (siehe Ab-
schnitt 1 und 3.4). Die Eigenschaften der R&iume Vn([(R)) und
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M.n(I(R)) sind damit wesentlich durch die "natlirliche" Halb-
ordnung in Vn(R) bzw. Mn(R) bestimmt. Aber nur monotone Normen
in Vn(I(R)) bzw. Mn([(R)) sind auf Grund ihrer Eigenschaft (M)
mit der Halbordnung in den Teilrdumen Vn(R) bzw. Mn(R) - die
Absolutbetrige von Elementen aus Vn(I(R)) bzw. Mn(I(R)) liegen
in den Teilriumen Vn(R) bzw. Mn(R) - vertriglich. Wegen dieses
Zusammenhangs ist zu erwarten, daB fiir die Intervallrechnung
nur die Verwendung monotoner Normen sinnvol; ist.

Wir gehen noch kurz auf die Gestalt des Eilchkérpers monotoner
Vektornormen ein.

Monotone Normen fiir reelle Vektoren Qth(R) bzw. Intervall-
vektoren Aeth(I(R)) sind durch die Eigenschaft

(A) “f“ ="|?” bzw. 4]l = | l¢ll sekennzelchnet. Der Zusammen-
hang zwischen beiden ist gegeben durch lel = 325 hql.

Alle Vektoren fﬂ die aus einem gegebenen Vektor 4 durch Spie-
gelung an beliebigen Koordinatenhyperebenen hervorgehen, haben
denselben Betrag [¢] . Bei Zu- ¥y
grundelegung einer monotonen }<:
Norm sind die Normen dieser

Vektoren alle gleich, deshalb
mu der zu einer monotonen
Norm gehorige Eichkdrper in- X4
variant sein gegeniiber Spie-
gelungen an beliebigen Ko-
ordinatenhyperebenen (siehe
Figur 2).

Umgekehrt definiert auch jeder solche, gegeniiber Splegelungen

an beliebigen Koordinatenebenen invariante konvexe Korper eine
Norm mit der Eigenschaft (A) Y« =il , d. h. eine monotone

Norm.

Interessant ist hier, daB in der Intervallrechnung selbst auch
Elemente mit entsprechenden Symmetrieeigenschaften auftreten.
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Definition 4.3: Ae I(R) bzw. @&V (I(R)) bzw. A e M, (I(R))
heiBt symmetrisch, wenn A = -A bzw., ¥ = - ¥ bzw. (X =~ 0L

Dieses Auftreten symmetrischer Elemente ungleich Null ist kenn-
zeichnend fir die Intervallrechnung und die Nichtlinearitédt der
ihr zugrundeliegenden R&ume.

Etwa ein Vektor g€V (I(R)) ist genau dann symmetrisch, wenn er
bei Spiegelung an beliebigen Koordinatenhyperebenen in sich
{ibergeht. Durch die entsprechende Invarianzeigenschaft bel der
Norm, ndmlich Invarianz des Eichkdrpers bel Spiegelung an be-
liebigen Koordinatenhyperebenen sind gerade die monotonen
Normen gekennzeichnet.

4.3 Vertridgliche und zugeordnete Normen

Definition 4.4: Eine Vektornorm |l in Vn([(R)) und eine Matrix-

norm [Tl in M (I(R)) heiBen vertriglich, wenn die Matrixnorm
multiplikativ ist,und fiir alle Agevn(r(a)) und alle

e My (LR)) et1t:  fiorgl| < [0 ll

bzw. zugeordnet, wenn sie vertrdglich sind und zu jeder Matrix
@ e Mn(I(R)) ein Vektor yleVn(I(R)) (ungleich dem Nullvektor)

istiert, daf
existiert, so da ”0{19“ _ "a""'»ﬂﬁ

Zu einer gegebenen Vektornorm M| in V_(I(R)) gibt es, wie wir

-sehen werden, immer eine Klasse von mit ihr vertrdglichen Matrix-

normen in Mn(I(R)). Die zugeordnete Matrixnorm ist dagegen ein-
deutig. Dies ergibt sich aus dem folgenden Satz iiber die Minimal-
eigenschaft der zugeordneten Matrixnorm. (Der folgende Satz, das
anschliefende Korollar und die zugehdrigen Bewelse stimmen mit
den entsprechenden bekannten Aussagen fir Normen reeller Vektoren
und Matrizen iliberein. Sie werden aber hier fiir Normen von
Intervallvektoren und Intervallmatrizen ausgesprochen.)
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Satz 4.5: Es seien Wl eine Vektornorm in V_(I(R)),
ﬁm‘v eine mit |#] vertrigliche, Ilmuz eine der Norm Il zuge-
ordnete Matrixnorm in Mn(I(R)), dann gilt fiir jede Matrix

Ot eM, (X(R)): jou, = o,

Bewels: Zu jedem O eMn(I(R)) existiert ein 49¢ 0 aus V, (I(R)),
derart, dag {0yl = \]a‘zlﬁg“; zugleich 1ist “agﬂéumuvﬂ‘vg“;
wegen hgll# 0 folgt daraus die Behauptung. O

Korollar: Die einer gegebenen Vektornorm I in Vn(I(R)) zuge-
ordnete Matrixnorm I\’ﬂ‘l\lz in M_(I(R)) ist eindeutig.

Bewels: Sind ||T] 71 und I 7 der gegebenen Vektornorm il zu-
geordnet, so sind belde mit ihr vertrdglich; deshalb gilt tur
jede Matrix (e M, (T(R)): “a“zls “O(“ZE und Haﬂzla “0('22,
also JX|} 721~ Qe O
Die folgenden Sdtze geben Auskunft iiber das Verlalten der
Eigenschaften "vertridglich" und "zugeordnet" beim Ubergang
von Normen flir reelle Vektoren bzw. Matrizen zu den daraus
abgelelteten Abstandsnormen; zugleich fuhren sie die Existenz
vertriglicher bzw. zugeordneter Normen fiir Intervallvektoren
und Intervallmatrizen auf die Existenz vertriglicher bzw.
zugeordneter Normen fir reelle Vektoren bzw. Matrizen zurlick.

Satz 4.6: a) Ist eine monotone Norm in Mn(R) multiplikativ,
so gilt dies auch flir die damit gebildete Abstandsiorm in
M, (X(R)).

b) Ist eine monotone Norm in Vn(R) vertriaglich mit
einer monotonen Norm in %(R), so gilt dies auch fiir die
damit gebildeten Abstandsnormen in Vn(I(R)) und Mn(I(R)).
(Beide Aussagen sind bereits in entsprechenden Sitzen in [8]
enthalten.)

Beweis: a) Fiir alle &, ¥ ¢ M, (I(R)) silt |0t [®le M_(R);
aus [Ol®| £|®1%] und der Monotonie der Norm folgt jetzt

Joug] =|locel]=fiouisl] = oo el = ol el
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b) Die Multiplikativitit der Abstandsnorm in Mn(I(R))
wurde bereits unter a) nachgewiesen. Auch fir alle #¢ Vn([(R)
ist Wglev (R); aus {0¢l< 10l und der Monotonie der Normen
folgt wie oben: ||OUg|=]i0tsl] = JICiwl} = X liel]= NOU- Tl o

Hilfssatz 4.7: Es seien X = (Aqy) eM (I(R)), 4= (X;) e v (X(R))
und dazu 4 symmetrisch, dann ist auch {4 symmetrisch; dabel ist
Olp = e und (el =16k |el.

Bewels: Zu A, Xe I(R), A beliebig, X symmetrisch ist auch das
Produkt AX symmetrisch; dabei ist AX =I|AlX und |AX|={Al|B|.
Die Summe symmetrischer Intervalle ist wieder symmetrisch.
Anwendung auf ¢ = (Z};Aile(k) gibt die Behauptung. o

Satz 4.8: Sind zwei monotone Normen fiir reelle Vektoren aus
Vn(R) und reelle Matrizen aus Mn(R) einander zugeordnet, so

gilt dies auch fiir die daraus abgeleiteten Abstandsnormen fir
Intervallvektoren und Intervallmatrizen. Zu Jeder Matrix

Xe M (I(R)) kann dabei immer ein symmetrischer Vektor «eevn(r(ﬂ))
angegeben werden, der die Zuordnung verifiziert.

Beweis: Diese Abstandsnormen fir AeeVn(I(R)) und ¢ Mn([(R))

sind nach Satz 4.3 ebenfalls monoton, also ist

Picdl= 1 &X8 und [leill= lell.

Wegen der Zuordnung der Normen im Reellen existiert zu IO ein 4( »

so daB {itell = Q0N -Th.

Damit wird

W16 peth e TIOUR-Brghl = 10 L-Jiogh = Dt < 01 fott 1l U

fie letzte Ungleichung folgt aus der Monotonie der Norm und
der Bezlehung “(”‘dé tel el )

Es steht also liberall das Gleichheitszeichen und wir erhalten

Wtect gt = e i Rt he

Es sel ¥ die konvexe Hiille von I4l und-l¢l in v, (I(R)), dann

ist ¢ symmetrisch mit hel = l/{j; nach Hilfssatz 4.7 folgt daraus

{0gl = {&1-1¢l und wir erhalten insgesamt

Hotel = el U= Hiodlet ] = Hiou)-blel® = N0KH-Hell . O
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Der folgende Satz verallgemeinert einen bekannten Satz fiir
Vektornormen in Vn(R) auf Abstandsnormen in Vn(I(R)); fir den
Bewels sind nur geringe zusitzliche Uberlegungen nétig.

Satz 4.9: Zu Jjeder Abstandsnorm [#l in Vn(I(R)) gibt es genau
eine zugeordnete Matrixnorm in M, (I(R)); diese ist flr jedes
Qe M (I(R)) gegeben durch:

) I0tel
I = SR TRl T R 6.

Beweis: Die Eindeutigkeit der zugeordneten Matrixnorm zeigten
" wir schon im Korollar zu Satz 4.5. Wir miissen also Jjetzt nur
noch beweisen, da8 [0} := S IOlell  tatsdchlich eine zuge-

ordnete Matrixnorm ist. Zuerst zeigen wir, daB iiberhaupt eine
Matrixnorm voliiegt und daf3 diese multiplikativ ist:
1') 0+ 0 A= ;s’t\;ﬂllaxeﬂ >0.
2') o +8) = ﬂpi(& +& ol € ISJﬂlg"ﬂleJréEf!!s sup (I1Qel + | Ll
gl=4 =
= i}lﬁl\@(‘eﬂ + :;u:lm'ﬂl =& + § 2 -
Fir die erste Ungleichung wird das subdistributive Gesetz
und Satz 4.2 benutzt; aus ((X+R)¢ cNg+Lx
folgt K&+ % ll<|Cte+ L
3') UCGI} = \c\“d“ erzibt sich sofort aus der entsprechenden
Eigenschaft der Vektornorm.
oL I Lol 1Ll
) “O(x“= sup_u__fwésug___?_.su b,
oo el (18l w0 ULel w0 Il

paB die Matrixnorm Qi = |s,¢1‘3 ¢l der gegebenen Vektornorm zu-

geordnet ist, zeigt man jetzt wie liblich; zunidchst gilt fir
alle %¢V, (I(R)) und alle Ole M, (I(R)): “O('u[]] P ‘Tfﬁﬂ 100l tagll

d. h. die Normen sind vertriglich.

In Abschnitt 4.1 haben wir gezeigt, da8 Jjede Abstandsnorm in
Vn(I(R)) durch den Eichkdrper K der ihr zugrundeliegenden

R (VIREE
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Norm in Vn(R) dargestellt werden kann; Intervallvektoren aus
Vn([(R)) werden dabei in Vn(R) als achsenparallele, abgeschlos-
sene Quader gedeutet. Aus dieser Darstellung ergibt sich:

Die Menge {lee Vn(I(R))[ﬂ;eu = ‘L} ist im Eichkdrper K der Norm
in Vn(R) enthalten, also beschridnkt und abgeschlossen. Die
reellwertige,stetige Funktion ﬂa'eu nimmt auf dieser Menge ihr
Supremum an; Jjeder Vektor s fir den das Supremum angenommen
wird, verifiziert die Zuordnung der Matrixnorm.O

Bemerkung: Aus der eben bewlesenen Darstellung filir die zugeord-
nete Matrixnorm folgt, daB auch Jede einer Abstandsnorm in
Vn(I(R)) zugeordnete Norm in Mn(I(R)) fiir die Einheitsmatrix ¢
den Wert [El= 1 annimmt.

Bemerkung: Ist eine Norm JOUl fir Matrizen Ole Mn(I(R)) vertrig-
lich mit einer Vektornorm J@l in V_ (I(R)), so ergibt fiir jedes
a2l die Definition [{|,:= 2| eine mit der Vektornorm
vertrigliche Matrixnorm. Damit existieren zu jeder Abstandsnorm
in Vn(I(R)) genau eine zugeordnete und unendlich viele vertrig-
liche Matrixnormen in Mn(I(R)).

Satz %.10: Jede einer Abstandsnorm in Vn(I(R)) zugeordnete
Matrixnorm in M, (I(R)) ist eine Abstandsnorm, d. h. fir alle

Qem (L(R)) gilt:
n -
oel Tel 1Qtel = sup IOl

Bewels: Wir betrachten ein festes (X ¢ M (I(R)); fur alle Aed
und alle ¥ €V, (I(R)) ist nach der Teilmengeneigenschaft
Q(Me(a‘f , also nach Satz 4.2 [Olel = (Xl

. o « <
Damit gilt fir alle Ole fﬁﬂaw sun 10l (1)
Fiir jed i ' = N
tir jedes ¢eV_(I(R)) 1st ' [l e Dl

Also existiert zu Jedem £>0 ein 1) e mit der Eigenschaft
, fal > Tl -¢. (2)
Fiir alle 'gge(l‘e existiert ein aéa mit der Eigenschaft
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we Qe , also JOted = gl
Mit (2) folgt daraus: Il > 0l -¢ ;
daraus folgt sup el = S el -¢€.

Damit gilt: Zu jedem &> 0 existiert ein Qe & mit der
i sup | = sup [0l -¢.

Eigenschaft “ﬂg 1& M-(IPA X

(1) und (3) ergeben zusammen die Behauptung.

Satz 4.11: Ist die Norm gl fiir Vektoren 4 aus Vn(I(R)) monoton,
so 1st auch die zugeordnete Norm Ol = ?;'.\.;‘) [ &l fiur Matrizen O
aus Mn(I(R)) monoton.

Bewels: Nach Satz 4.4 ist jede monotone Norm in V,(E(R)) eine
Abstandsnorm; nach Abschnitt 4.2 ist der EichkSrper K einer
monotonen Norm invariant gegeniiber Spilegelungen an beliebigen
Koordi_natenhyberebenen .

= = ael = Vel
Es ist |G sup I Ol ﬁ?i' ¢l :1:};2
Es sel e Vn(I(R)) mit #¢ X und

%) die konvexe Hillle von # und (-¢) in Vn(I(R));
dann ist ¢y undy = - (d. h.% 1ist symmetrisch); aus der
Splegelungsinvarianz von K folgt nun W K.
Aus #gew folgt nach der Teilmengeneigenschart L% Oy
mit Satz 4.2 folgt daraus [Kgl«)®ul; man kann sich also bei
der Supremumsbildung in l\s'(’llliﬂ §0gll aur symmetrische Vektoren
beschrédnken.
Flir symmetrische 4 ist aber nach Hilfssatz 4.6: [0l =1&(ki;

damit wird sup l0el = sup fioell = sup Heulell
#CcK 2¢K K

also ist Il = NIXIl , 4. h. die Matrixnorm ist monoton.0

Bemerkung: Fiir Vektornormen in Vn(H) und Matrixnormen in Mn(k{)
gilt keine entsprechende Aussage; ist “!I eine monotone Norn
fir Vektoren A€V, (R), so ist die zugeordnete Norm

ol = Sl;g Iﬂ'gll riir Matrizen & e M ,(R) nicht notwendig monoton.
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Beispiel: In Vn(R) mit Elementen 4 = (xi) ist die euklidische

Norm ll«fﬂE:=|[Z_\xj!2 monoton, die zugeordnete Norm in Mn(R) ist
i

die sogenannte Spektralnorm; diese ist nicht monoton.

Das erkennt man folgendermafen: '

Fir hermitesche Matrizen (¢M_ (R) wird s?upua'eﬂ = q(&)
(siehe etwa [14] , Theorem 1. }), im allgemeinen ist aber

o () # g(latD)-

Die Ursache fiir das andersartige Verhalten der Normen flr Inter-
vallvektoren eV (I(R)) und Intervallmatrizen Re M (I(R)) ist,

daB hier das Supremum sug la‘€ﬂ Uber die umfassendere Menge

{'fe Vn([(R))“['e[ = lk gebildet wird; in dieser Menge sind jetzt
auch symmetrische Vektoren '€+ O mit # = -‘C enthalten, und das
Supremum wird auch gerade fir symmetrische Vektoren angenommen.

Die einer Abstandsnorm l¢l fir Vektoren AeeVn(I(R)) zugeordnete
Norm | Ol)|:= l?lﬁ W0l fir Matrizen (XGMn(I(R)) 148t sich nun
e~

auch mit Hilfe des EichkSrpers K der gegebenen Vektornorm
darstellen.
Zundchst gilt:

o = &gfuaeu

sup fx¢] = sup |0#x]| = sup inf {v[rao A a@cvx};
sl #cK %cK

Daraus folgt:
WO = sup 10l
ekl

int{vlv= 0., OK ch&.

(Dies ist eine Verallgemeinerung der fiur zugeordnete Normen in
i‘ln(R) bekannten Darstellung; siehe dazu etwa [7] J)

Man zeigt dies genauso wle fir die Darstellung (AN) von Abstands-
normen in Vn(I(R)) (siehe Abschnitt 4.1); der dort dafir gege-
bene Beweils 148t sich dabei vollstdndig iUbernehmen, wenn man

die darin auftretenden GroBen entsprechend ersetzt.
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Satz 4.12: Zu jeder multiplikativen Matrixnorm Tl in M (I(R))
gibt es beliebig viele vertridgliche Vektornormen in Vn(I(R)).

Es selen ky, ks « o . . K €R, mindestens ein k; # 0 und

p= (x;) €V _(I(R)), dann ist L35 SN A

n

Il ==
len knxn

eine mit der gegebenen Matrixnorm vertrdgliche Vektornorm.

(Dies ist eine Verallgemeinerung eines bekannten Satzes fir
Normen von Matrizen und Vektoren, deren Komponenten reelle oder
komplexe Zahlen sind; der Bewels 1#Bt sich hier unverindert
iibernehmen. )

Beweis: Die Eigenschaften 1), 2), 3) der Vektornorm ergeben
sich aus den entsprechenden Eigenschaften 1'), 2'), 3') der
Matrixnorm; aus der Multiplikativitidt der Matrixnorm folgt

die Vertrdglichkelt. O

Zusatz: Ist die gegebene Matixnorm in Mn(I(R)) monoton, also
lod =Hiod rir elle OleM (I(R)), so ergibt die obige Defini-

tion lel =llgll fir alle eV (I(R)), also eine monotone ver-
trigliche Vektornorm in Vn(I(R)).

Zum Abschlufl bringen wir noch einige Beispiele flir zugeordnete

monotone Normen:

Es seien 4 = (xi) €Vn(I(R)), o = (Aik) €Mn(I(R)).

1) Veh:= %]Xil und vy = max Z ‘Aikl sind zugeordnete

monotone Normen; das Maximum in |0 werde angenommen fiir

k=kj; dann verifiziert der Vektor v = (Yi) mit den Kompo-
nenten ] k k
=4 cur 79
(1,1 k =k,

die Zuordnung der beiden Normen.
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2) ki, k kn selen bellebige positive Zahlen;

2’
. 1 o 1
dann sind  lgfl:= max -k—ilxif und o := max Y %]Aid| Ky

zugeordnete monotone Normen; ihre Zuordnung wird verifi-
ziert durch den Vektor [-ky k]

[k ]

4.4 {fber den Zusammenhang der multiplikativen monotonen

Normen fiir Matrizen Ole M (I(R)) bzw. Mq(R) mit dem

Spektralradius g(I(XI) des Absolutbetrags |

Wir bewelsen einen wichtigen Satz iliber den Zusammenhang der
multiplikativen monotonen Normen filir Matrizen (¢ Mn([(R))

bzw. M, (R) mit dem Spektralradius Q(l(l) des Absolutbetrags & .
Zur Vorbereitung erinnern wir an eine entsprechende Beziehung
fiir Matrizen Q(eMn(R) und multiplikative Normen in Mn(R).

Satz 4.13: Es sei Qle Mn(R), dann gilt (siehe etwa [7]):

(Ra) Fir jJede multiplikative Norm [M in M, (R) ist
&Y = e(Qt).
(Rb) Zu jedem €> O existiert eine multiplikative
Matrixnorm M| in M (R), fir die [0 ¢ e(C) +¢ .
(Ra) und (Rb) zusammen sind gleichbedeutend mit:
(R) ¢(Ql) = inf {HO(" l“ | eine multiplikative Norm in Mn(R)}

Die entsprechenden Aussagen fiir Matrizen ({ ¢ Mn(I(R)) bzw. Mn(R)
und ihre multiplikativen monotonen Normen enth#dlt der folgende

Satz 4.14: Es sei O = (Aij) €M (I(R)) bzw. M (R); dann gilt:

(Ia) Fir jede multiplikative monotone Norm Hmﬂm in
M (L(R)) bzw. M_(R) ist ot = qtiat).

(Ib) Zu jedem &> O existiert eine multiplikative mono-
tone Matrixnorm |N|  1in My(I(R)) bzw. Mu(R),
fir daie jotl, < Qo) +€ .
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(Ia) und (Ib) zusammen sind wieder gleichbedeutend mit:
monotone multiplikative Norm}

(1) gio) = inf{"a“ l“ | eine in M_(L(R)) bzw. M_(R)

Bewels: Monotone Normen sind gekennzeichnet durch die Eigenschaft
schaft (a) I\Otllm = ol . wegen [eM_(R) ergibt sich

(Ia) sofort aus (Ra); ein entsprechender SchiuB8 von (Rb) auf

(Ib) oder von (R) auf (I) ist dagegen nicht mbglich. Flir eine
beliebige Norm u'm,lb in Mn(R) gibt ndmlich das Funktional

}1qtl]l, nicht immer eine Norm fiir Matrizen QleM (R)
und entsprechend
floy “b nicht immer eine Norm fiir Matrizen (L¢ M, (L(R)).

Zum Bewels von (Ib) kdnnen wir uns nun sogar auf mit Gewichten

kl' k2, .« kn> 0 geblldete monotone Normen der Gestalt

ol = max ——Z\A k,

beschrinken; diese Normen haben wir bereits bei den oben an-
gegebenen Beispielen flir monotone zugeordnete Normen erwdhnt;
sie sind also auch multiplikativ. Wir zeigen Jjetzt:

(K) g(lO(\) Infimum aller Normen l\O('k =

1
i
k,?.f‘k.)o {mz;x ki j 1JlkJ}

Fir irreduzible Matrizen Ol ergibt sich (K) sofort aus der
Perron-Frobenius-Theorie fiir nichtnegative Matrizen (siehe etwa
(14 , insbesondere Theorem 2.1 und 2.2):

In diesem Falle ist nimlich ¢(|O\|) Eigenwert von |({| mit einem
reellen Eigenvektor #= (xi) »0, und es ist

o) =+ 2A, 1k fir alle i;
Q1) =3 Tl r alle
das Infimum in (K) wird also angenommen.

Ist nun X reduzibel, dann bilden wir zu (Ol =: (aij) eine
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irreduzible Matrix ' =: (aij) nach folgender Vorschrift:

. VoL

Fur aij>0 sel aij'— aij’

fi =0 v .o .
r aij sel aiJ' o > 0;

dann ist OU' irreduzibel, Ol 2 |(0l2 0 und I g(latl)
(siehe etwa [14], Theeorem 2.7).

Jetzt ist aber ¢((1') Eigenwert von OU' mit einem positiven
Eigenvektor » = (xi) >0; damit gilt:

oy = Lo ' "
S( ) ki %‘:aij xJ fir alle i.

Nach Definition der Matrix (' ist aiji a2,y fur alle i,j.
damit wird fur alle 1i: ’

Q') = 1 Za Xy > max 5= ZainJ (i), (1)

(Die letzte Unglelchung in (1) folgt daraus, daB keine Norm
von |0 kleiner als o(I(X)ist.) :

Wegen der stetigen Abhingigkeit des Spektralradius einer Matrix
(0.8 eMn(R) von ihren Komponenten gibt es zu jedem £>0 ein J(E)
derart, daB

0 =g(OL") - Q(I0L) <& rfir alle a<d(é), (2)

Aus (1) und (2) folgt jetzt:

1
[oF 1 m?x;q%aijxd - q(l0l) <¢.

Zu Jedem €>0 existieren also positive Zahlen
k1:= Xis o0 0 o .k = X, so daB flir die damit gebildete
monotone Norm ZI

o, Agylk ;

gl Lo, = g(llX() ve . (3)

(3) enthidlt die zu beweisende Aussage (Ib); zugleich folgt Jetzt
aus (Ia) und (3) auch Aussage (K). O
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Eine wichtige Folgerung aus Satz 4.14 enth#dlt das folgende

Korollar: Es sei LXGMn([(R)) bzw. Mn(R); dann ist gQ(lUXl) <a
dann und nur danu, wenn in Mn(I(R)) bzw. Mn(R) eine multipli-
kative monotone MatrixnornlﬂYKnm existiert, fiir die HC%Hm'<a.

Beweis: Der SchluB von u0(||m<a auf (l0tl) <a folgt un-
mittelbar aus Aussage (Ia) von Satz 4.14.

Der SchluB von @(l(Xl) <a auf die Existenz einer Matrix-
norm UO{um <a ergibt sich aus Aussage (Ib) mit

o<g<a - g(l0tl). O

Bemerkung: Fiir Matrixnormen in Mn(I(R)) kann die Aussage von
Satz 4.14 und des anschlieflenden Korollars noch wesentlich
verschirft werden; in Abschnitt 6 wird gezeigt, daB der Satz
fiir Normen in_Mn(I(R)) auch dann noch richtig bleibt, wenn
man die Beschrinkung auf monotone Normen fallen 14Bt und nur
noch ihre Multiplikativiti#t voraussetzt (siehe Satz 6.3).
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5. Metriken in den Rdumen V_(I(R)) und M (I(R))

Im vorhergehenden Abschnitt 4 untersuchten wir die Eigenschaften
von Normen in Vn([(R)) und Mn(I(R)); wegen des Fehlens inverser
Elemente gibt aber in diesen quasilinearen Rdumen die Norm der
Differenz zweier Elemente keine Metrik. Fir Abschdtzungen, ins-
besondere bei Konvergenzuntersuchungen bendotigt man deshalb nicht
nur Normen sondern auch eigene Metriken. Fiir Abschitzungen eignen
sich aber nur Metriken, die einmal mit der algebraischen Struktur
vertridglich, d. h. homogen und translationsinvariant sind und

dariiberhinaus mit bekannten Matrixnormen vertridglich sind
Q%]([(R)) ist jJa ein Raum von Operatoren iiber Vn(I(R)) bzw.
Mn(I(R)».w1r verwenden dabei folgende

Definition 5.1: Eine Metrik q(¢,4) in vn(n:(n)) bzw. q(0L,8 ) in
M_(I(R)) und eine Matrixnorm Ml in M, (L(R)) heiBen miteinander
vertrdglich, wenn die Matrixnorm multiplikativ ist, und fir
alle %, % ¢ Vn(I(R)) und alle O, ¥, Le¢ Mn(I(R)) gilt:

q(Olg,®y) < 10U a(e,y) bzw. q(OE,0K) = (Ulq(L, L)

Beispiel: Die in Abschnitt 1 eingefiihrte Metrik q(A,B) in
I(R) = M) (L(R)) ist nach Satz 1.4 mit dem in I(R) erklirten Ab-
solutbetrag |A| (dieser ist eine Norm) vertridglich.

Auch bei Einschrinkung auf die linearen Teilriume Vn(R) und Mn(R)
sind die Verhiltnisse einfach. Jede als Norm der Differenz zwei-
er Elemente darstellbare Metrik ist dort homogen und transla-
tionsinvariant. Mn(R) ist der Raum der linearen Operatoren iiber
Vn(R); bei Verwendung zugeordneter bzw. vertridglicher Normen

loll una IMI ist die Metrik q(e¢,}):= g -l bzw. q(O, L ):=10-F)

von selbst mit der Matrixnorm \Mi vertriglich.

5.1 Monotone Normen und zugeordnete Metriken

In Vn(I(R)) und Mn(I(R)) fiilhren wir nun zu beliebig vorgegebenen
monotonen Normen sogenannte zugeordnete Metriken ein und zeigen
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anschlieBend, daB diese Vertriglichkeltseigenschaften besitzen,
wie wir sie eben fir Vn(R) und Mn(R) beschrieben.

Wir verwenden dabei die in Abschnitt 1. eingefiihrte Metrik
a(A,B) in I(R); fur A = [a;,a,], B = {b,b,] € I(R) 1st

a(A,B) := max(la,;-b],k,-by| ). Nach Satz 1.2 ist diese Metrik
homogen und translationsinvariant.

a) In Vn(I(R)) sel eine monotone Vektornorm "wﬂm vorgegeben;
zu ¥ = (xi), Y = (Yi) GVH(I(R)) betrachten wir das reelle
Funktional il fa(Xy,Y7)

qm(‘f,"ﬁ) = q(Xn,Yn) m

b) In M,(I(R)) sei entsprechend eine monotone Matrixnorm lmnm
vorgegeben; zu OL= (A, ), 6= (By)) bilden wir

4y, 8):= llata,,0B,,)
m

Bemerkung: Fiir die Definition von q(¢.,4) bzw. q_ (Ct,%) wird
tatsichlich nur die Einschridnkung der in Vn(I(R)) bzw. Mn([(R))
gegebenen monotonen Norm auf Vn(R) bzw. Mn(R) bendtigt.

Satz 5.1 qm('@,ﬂ) bzw. qm(Oﬂ,d\?)) ist eine homogene translations-
invariante Metrik in Vn(I(R)) bzw. Mn(I(R)),
d. h. es gilt fir qm('e,%\) bzw. fiir qm(O(,,f)) entsprechend:

1) ap(en) = 0% =
2) qm('e:”{))é qm("{:s) + qm("gxg)
3) qm(c‘e":}é) = \C|qm('€:3)
4) ap(e+34+3) = ap(?s3)
Bewels: Wir fiilhren den Bewels stellvertretend fiir qm('f,y);
fiir qm(a,f:) lduft er ganz analog.
Es selen #= (X;), % = (¥;), g'= (zy) €V (L(R)).
Die Komponenten Q(Xi,Yi) des Vektors q()_(i’Yi )) sind gerade

die Abstinde der entsprechenden Komponenten xi und Yi von #und %}.

- 59 -

Der Abstand q(xi,Yi) hat aber schon die Eigenschaft 1) bis 4)
einer homogenen translationsinvarianten Metrik. Bei der Bil-
dung der monotonen Norm ilibertragen sich dann diese Eigen-
schaften auf q_(¢,4):

1) a,tem) = |@x,v)) =0 %vn a(X,,Y,)=0 -%{ Viz X1=Yi%4€='*g.

2) OEQ(Xixyi)SQ(Xixzi) + q(Yi‘Zi)
() = oy Yy <falxy.20) + a2y ), =
= “(Q(xi’zi))um‘L "(q(Yi’Zi)J“m = qm(‘f‘g) + qm('é‘g)'
(Bei der Bildung der ersten Ungleichung wird hier die Mono-

tonie der Norm benutzt; flir beliebige Normen ist dieser
SchluB nicht zuldssig.)

3) anletiey) = |aexy, o, Yo = [let ey vy Y = tellffacey vy Y -
=\cl q, (. ).
) ap(E+y3+%) =n(q(xi+yi’zi+yi))”m ="(q(xi’zi ))um = 9(¢.3). o

Definition 5.1: q_ (¢,4) bzw. qm(a,‘ﬂ) heiBt die der gegebenen
monotonen Vektornorm in Vn(I(R)) bzw. der gegebenen monotonen
Matrixnorm in Mn([(R)) zugeordnete Metrik.

Vn(I(R)) und . Mn(I(R)) sind jewells vollstdndig bezllglich der
Metrik qm(/(,mj) bzw. qm(O(,ff) ); denn die Konvergenz ist jeweils
komponentenwelise Konvergenz bezliglich der Metrik q(A,B) des
Raumes I(R) und I(R) ist vollstindig.

Fir Vektoren ¢=g, y=1e V_(R) wird q_(¢,%) = "'f-'\q“m,

die Metrik q(%,%) in V,(I{R)) ist also eine Fortsetzung der
im linearen Tellraum Vn(R) durch die Vektornorm [h_,,[lm festge-
legten Metrik ﬂf"ﬂﬂm auf den umfassenderen Raum Vn(I(R)).
Entsprechend ist die Metrik qm((x,é%) in M (I(R)) eine Fort-
setzung der im linearen Teilraum NLn(R) durch die Matrixnorm
M| festeelegten Metrik ct-$l,, aur den Raum M (L(R)).
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Satz 5.2: Es sel A ¢I(R), #, y¢V (I(R)), O, H¢ M (L(R));
fiir die einer monotonen Norm in Vn(I(R)) bzw. Mn(][(R)) zuge-
ordnete Metrik q_(¢,§) bzw. qm((X,a‘ﬁ) gilt:

ap(Ae,A) <Al q (€.) baw. q (A%,A%) <lalq (0, %).
Bewels: Es sel 'f=(xi), ] =(Yi); mit Satz 1.4 und der Mono-
tonie der Norm folgt:
qm(A'e:Alﬁ)=”(Q(Axi’AYi))“nlé“( 1A} Q(xi'Yi))“m= IA|“( Q(Xi’Yi))“m
| = 1Al ey
Fiir qm(AOL,Aﬁ) schlieBt man entsprechend. [

Satz 5.3: Es seien Ol =(A,;, ), $=(B;,), L = (c;) ¢M (L(R)),
w=(X;), % =(Y;) € V,(I(R)); weiter selen "w”m und ”’Tl{“m ver-
trigliche monotone Normen in V_ (I(R)) bzw. M (I(R)), sowle
q,(#¢,%) und qm(OC,Sﬂ) die zugeordneten Metriken.

Dann gilt: a) q (0e,0y) = H()("mqm(ze,mg),
)  q,(@$,0a%) = ||0 a.(2,K)-

Bewels: a) Zunidchst gilt fiir alle 1:

q(%Aika,ZA ) —Zq(Aikxk,A ) eZkIAik]q(xk,Yk).
(Hier wird zunichst die supermetrische Eigenschaft

q(A+B,C+D) £ q(A,C) + q(C,D) der Metrik q(A,B) in I(R) und
dann Satz 1.4 benutzt.)

Zusammenfassen in Matrixschreibweise ergibt (fiir die i-te Kom-
ponente eines Vektors 3 schreiben wir hier auch (3)1 ):

@(owe),» (@y);)) = | @ex,v,))
In den zugrundegelegten vertridglichen monotonen Vektor- und
Matrixnormen erhalten wir nun

a, (Oe, 0y)= @ ((Olp), (Oy) M =0 la (e ¥4 )y = 0t ap, G0,
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Aussage b) beweist man ganz entsprechend; nur verwendet man
hier anstatt der Vertrdglichkeit der Normen die Multiplikati-
vitdt der Matrixnorm. [

Satz 5.3 drlickt aus, da8 die Metriken q_ (e,n) und a, (,8)
mit der Matrixnorm 'TH“ vertriglich sind

Korollar: Fiir beliebige Ole M_(I(R)), de v (I(R)) ist ate
Abbildung: 4 — O+ & von V_ (I(R)) in sich gleichmiBig
stetlg beziiglich der Metrik q (¢,%) in Vn(I(R)) und es gilt:

(O +8,8n+8) <liat] ) oy Cem)<e  rir g (p,n)= m“

Bewels: Wegen der Translationsinvarianz (Satz 5.1) ist

A 00+ 6,00 +8) = (X, Ay);
die Behauptung folgt jetzt aus Satz 5.3.

Entsprechend zeigt man: Fir O, %¢M (I(R)) ist die Abbildung:
% > XX +B  von M (I(R)) in sich gleichmiBig stetig
beziiglich der Metrik q (¥ ,¥)) in M _(I(R)). O

Bemerkung: Zu jeder multiplikativen monotonen Matrixnorm [}'mﬂm
existiert nach Satz 4.12 elne vertrigliche monotone Vektor-
norm |i+0l ; die den Normen Hwn und “'ﬂ‘(.“ jewells zugeordneten
Metriken q (e,y) und ap (W, L) sind nun mit der Matrixnorm
”m' vertraglich.

Fir J0U], <1 ist die Abbildung #->¢+6 von Vv (I(R)) in sich
beziiglich der Metrik q,(#¢,N) kontrahierend. Dies wird in
Abschnitt 6 eine wichtige Rolle spielen.
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5.2 Uber die Beziehungen zwischen Normen und Metriken in
znd(R)) bzw. Mr(I(R)) und die Existenz vertridglicher
Normen und Metriken

In einem kurzen Rlickblick fassen wir zunichst die Beziehungen
zwischen Normen und Metriken in V_ R) und Vv (I(R)) zusammen
(fir Mn(R) und Mn(I(R)) liegen dle Verhaltnisse entsprechend):
Der lineare Raum Vn(R) ist eingebettet in den umfassenderen
quasilinearen Raum V_ (I(R)). In V_(R) gehort zu jeder Norm Il
eine Metrik der Gestalt |lg-1ll; bei Fortsetzung der Norm [l
und der Metrik M{-—gﬁ auf den quasilinearen Raum Vn(I(R))

kann dieser im linearen Raum bestehende Zusammenhang nicht in
dieser Form bestehen bleiben; denn in Vn(I(R)) kann wegen des
Fehlens inverser Elemente keine Metrik als Norm der Differenz
zweler Elemente dargestellt werden. In Abschnitt 4.2 haben wir
gezelgt, wie beliebige Normen von Vn(R) als Abstandsnormen auf
Vn(I(R)) fortgesetzt werden kdnnen. In Abschnitt 3.4 haben wir
eine allgemeine Methode angegeben, mit der jede durch eine Norm
darstellbare Metrik Hf-ﬂﬂ in Vn(R) zu einer homogenen und trans-
lationsinvarianten Metrik in Vn(I(R)) fortgesetzt werden kann.
Das eben Gesagte gilt entsprechend auch filir die Bezlehungen
zwischen Mn(R) und Mn(I(R)).

Die zu vertriglichen monotonen Normen |y _ in Vn(R) und Vmﬂm in
Mn(R) gehdrigen Metriken ¢ -yl  bzw. H@‘-Bﬂnlhaben wir nun

oben so auf den Vn(I(R)) bzw. Mn([(R)) fortgesetzt, da8 die sich
dort ergebenden (den monotonen Normen zugeordneten) Metriken
qm('e,id) und qm(a,ég) auch fir Abschdtzungen und Konvergenz-
untersuchungen geeignet sind; die dafiir nétigen Vertriglichkelts-
elgenschaften, ndmlich die Homogenitidt und Translationsinvarianz
und die Vertridglichkeit mit der durch ”7M“ erkl¥rten Abstands-

norm |[Mf  in M, (I(R)) haben wir in Satz 5 1 und 5.3 nachgewieser.

Flir etwa nach der Methode von Abschnitt 3.4 auf Vn(I(R)) und
Mn(I(R)) fortgesetzte Metriken sind Vertriglichkeitselgenschaften
wie in Satz 5.3 auch bel Zugrundelegung monotoner Normen nicht
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immer erfilllt. Wir zeigen dies an einem Gegenbeispiél:
Fir jede Vektornorm Wl in Vv (I(R)) (oder Vv (R)) ist

q (r¢,y) t= max (Ilinf'e— mmgr Isu St - sup uh”
eine homogene und translationsinvariante Metrik in Vv (I(R))
Wir legen jetzt in A (E(R)) und M S>(I(R)) mit Elementen Q= (xi)

pzw. & = (Ay)) aie zugeordneten monotonen Normen Wl:= le |
und |OL]:= m?x :ZM ] zugrunde. Dann erh#lt man fiir

([1;] (B4
[2,4 ‘([1,2]

a(Olg, ®Y) = max (f 1n1‘:5 - 1nf3” ”sup3 - sup3”) = 8,
e

-1 1
eV, (L(R)), a==(_l . € My(I(R)):

a®.y) = max ("inf‘f - 1nfag , sug’f- su};q)
1)< 2 also  q(0€, @y )> Il q(p,%). O

Die Frage, ob zu Jeder homogenen und translationsinvarianten
Metrik in Vn([(R)) oder Mn(I(R)) elne vertrigliche Matrixnorm
in Mn(I(R)) existiert, scheint nicht auf Anhieb beantwortbar.
Die folgenden Bemerkungen sollen die hier auftretenden Schwie-
rigkeiten zeigen. Wir betrachten stellvertretend den Fall einer
Metrik in V (I(R)), fiir eine Metrik in M, (I(R)) gelten die
entsprechenden Uberlegungen

Ist q(¢,%) eilne homogene und translationsinvariante Metrik in
Vn([(R)), so gllt fir jede damit vertrigliche Matrixnorm
O 1in M_(I(R)):

:(ggg}?(()( £,00) <l rir alle (e M, (E(R))

Egistiert nun ;:gﬁg(CXc,(Xg) nicht fiir alle (Xe Mn([(R)),
so gibt es keine mit q(e,ﬂ) vertrigliche Matrixnorm.
Existiert aber das Supremum, so gilt:
a(lee, Qy) = Sup q(OCﬁe 00) a(2.%)
fir alie £,ye v (I(R)), KeM (L(R));
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das 1st gerade die Vertridglichkeitseigenschaft von Definition
5.1 und es erhebt sich die Frage, ob etwa dieses Supremum
selbst schon eine Matrixnorm ist. Die Eigenschaften 1') und
3'), sowie die Multiplikativitdt 4') 148t sich leicht verifi-
zleren, aber die Eigenschaft 2') kann man wegen der Subdistri-
butivitdt nicht allgemein nachweisen.

Wir zeilgen aber Jjetzt noch, daB fiir die einer monotonen Vek-
tornorm Hmlm zugeordnete Metrik qm('e,'ie) der Ausdruck

qs‘&g‘ q(O(»e,(X‘Vz) tatsdchlich eine vertridgliche Matrixnorm gibt:

Nach Definition ist hier q_(g,0) = [l =]+l ;
"(BL“m:: ﬁgli-)l el = :ggdqm(a.e,o) ist die der Vektornorm uflm

zugeordnete Matrixnorm (Satz 4.9). Nach Satz 5.3 gilt fiir diesec:

an@e,004) =Nt a (0%) rir alle ¢,4¢V, (E(R)), XeM (I(R));
daraus folgt

:x&%_gm(ane,ocq) = ok, = :(t;g_‘qm(ﬁ('e,o)- (1)
Die umgekehrte Ungleichung

sup q(0(¢ ,X%)=sup q(0t¢,0) ()
qu ey~ G fr, 004

gllt fir jede Metrik q(¥,%) in Vn([(R)), well links das
Supremum lber die umfassendere Menge gebildet wird.
(1) und (2) ergeben zusammen:

Iau = (x"eso = a(:(x .
o = 2000 = 500500 0

5.3 Durchmesser flir Elemente aus I(R), V_(I(R)) bzw. M (I(R))

Alle Elemente aus den Rdumen I(R), V_(I(R)) bzw. M (I(R)) sind
auf Grund 1lhrer Definition jeweils spezielle Teilmengen der
linearen Riume R, Vh(R) bzw. 'Mn(R); fiir diese Teilmengen wer-
den zu Jeder in R, Vn(R) bzw. Mn(R) vorgegebenen Metrik wie
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iiblich Durchmesser erklirt. (Wir halten uns hier im folgenden
an die in [3] und 8] gegevene Darstellung.)

Flr reelle Zahlen a, beR sei die natiirliche Metrik mit dem
Abstand la - b| zugrundegelegt; damit erhalten wir fir den
Durchmesser eines Intervalls A =[a;,a ] ¢I(R):

d(A) = a - = - 3
() sup &8 - al =1a; - a,]
aehA
Man erkennt: Fir alle A ¢ I(R) ist d(A) = |A - Al.
Satz 5.4: Fir A, B ¢ I(R) gilt:
a) d(AtB) = d(h) + d(B);
b) |Ald(B) = d(AB) =]Al d(B) + |B]d(A).
Beweis: a) d(AtB)=]AtB-A7B|=|A-A]+|B-B|=d(A)+d(B);
bl) |Ald(B)= sup la(b-b)l = sup lab-abl < sup |ab-ab| = a(AB),
a €A a €A aaeh
bbeB bbeB bbeB
b2) d(AB)= sup lab-abl= sup la(b-b)+b(a-a) =
aa el

aaeh a
bbeB BbeB

< sup |a(b-B)| + sup [B(a-a)l=|A| d(B)+|Bld(A). O
a_e€A aaceh
bbeB beB

Die linke Ungleichung in Satz 5.4/b ist neu gegeniiber [}] und
[&]; sie spielt im Beweis von Satz 6.2 eine wichtige Rolle.

In den linearen Riumen Vn(R) bzw. Mn(lR) definiert jede Norm
‘*{’“ bzw. I eine Metrik; in dieser erhalten wir als Durch-
messer flir Elemente ¢ V, (I(R)) bzw. e M (I(R)):

d(x) = ;\gﬂﬂﬁ - ol bzw.  a() = qs:g"al(}ll - QL
Bei Verwendung der zu Wl bzw. |T|| gehorigen Abstandsnormen
ol vzw. (M in v, (I(R)) bzw. M_(L(R)) wird nun

dap) = -2l pzw. a(X) =joC - .
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Fur ¢, meV, (L(R)) bazw. O, ¥ ¢ M,(I(R)) folgt daraus durch
Anwendung der Dreiecksungleichung fir die Normen

d(e+y) = da(e) + d(y) Dbzw. d(@+%) = a(0) + a(5)

Satz 5.5: Flr 4 =(X;) ¢V (I(R)) bzw. Ol =(Aik) eM (I(R)) gilt
beil Zugrundelegung monotoner Vektor- bzw. Matrixnormen

11w1m bzw. \\Wllm:

ate) = Yax N, bzw.  a(() = |(a(ag N,

Beweis: d(#) =¥ - '€“m= I [‘e' 4 "m= U( ixi - Xil—)” o ”(d(xi))“m-'
Fir d(Ol) schilieBt man entsprechend. [J

Satz 5.6: a) Fir (X, b e Mn([(R)) gilt bel Zugrundelegeng mo-

notoner multiplikativer Matrixnormen N'm“m

a(g) = Jofa(b) + a(x) B,
b) Fir ¢eV (L(R)), Ot ¢M (L(R)) gilt bei Zugrunde-

legung vertriglicher monotoner Vektor- und Matrixnormen [#f n

a (nd. .
s MMt ote) < g0t a0 + a0 el
Bewels: ‘
a) Fiir alle i, k, 1 gilt nach Satz 5.4:

b)

d(AgyByy ) <Ay, ) 1Bl +1Ag, 1a(By )5
Summation iliber k und Zusammenfassen in Matrixschreibweise

Fretees (d(ZkAikBkl)> = @(Aik)> (Bal) + (lAikD@(Bkl))'
In der multiplikativen monotonen Matrixnorm erhZlt man:

“(d (‘% AP %m“‘“@ (Aik)>nm [E= I O‘Hm “<d(Bkl i .
also (L) < d(OMm + (i ma ().

fussage b) bewelst man analog; nur an Stelle der in a)
verwendeten Multiplikativitdt der Norm beniitzt man Jetzt
die Vertrdglichkeit der Normen. O
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Bemerkung: In der Beziehung d(AB) =[Aj d(B) +IBld{(A) von

Satz 5.4 steht das Gleichheitszeichen, sobald A oder B eine
reelle Zahl ist; in den entsprechenden Aussagen von Satz 5.6
a) bzw. b) kann das Gleichheitszeichen gelten, wenn ein Faktor
aus M_(R) bzw. Vn(R) ist; trivialerweise gilt es, wenn belde
Faktoren reell sind.

Eine Beziehung zwischen “O{Hmd(sﬁ) und d(00 B),

bzw. | d0e) und d(Cle),

die der Beziehung jal d(B) < d(AB) entspriche,
existiert nicht; es sind vielmehr jeweils alle Relationen

<, = oder > moglich. Wir zeigen dies an einfachen Beispielen
fiir das Prudukt Ol #:

Fir O =(Aik) eM2(I(R)) bzw. ;f=(xi) eV2(I(R)) verwenden wir
die zugeordneten monotonen Normen

oy := max 7%"‘11(! bzw. || := max Ix,|
Fiir (-1 1) [-2,5]) -2,5]
A = NN %= ([_2,5_1 , ‘f’2=([_2’4]) wird

7,7 [-7.6)
: ([—7.7]) 2 \gr.6)) ot = 2, ate)= ate,)= 7,

d(Xg )= 14 = ld(g;) una d(&py)= 13 < louid (g,) -

rir ([ (4] (1.3 6. 16]
m=( ) ‘g=( )wird 0(4(=( )und

[1,2]

I0U=6, a(e)= 1, a(ls)= 10 > Jotliale)-

B4 B4 6,16)
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6. Die Gleichung tp_ﬁ(f + 4

Definition 6.1: Gegeben seien Ole M _(I(R)) una £ev (I(R)).
Ein Intervallvektor ‘e'éVn(I(R)) mit der Eigenschaft 'f‘=0(‘€'+!'
heiBt Fixpunkt der Abbildung rf—.OLlfw() und Losung der Gleichung
w0 = 0L+l . Hat die Abbildung keinen Fixpunkt, so heiBt die
Gl_eichu.ng unldsbar.

Wir sprechen gelegentlich ohne Unterschied in der Bedeutung auch
von einem Gleichungssystem.

Auf den Zusammenhang zwischen Gleichungssystemen der Form
?ra’f vb miy Ole Mn(I(R)), dev (I(R)) und reellen linearen
Gleichungssystemen »f-(x'e* derselben Gestalt, aber mit
(6 Ay M.n(R) Prev (R) werden wir in Abschnitt 7 ndher eingehen.
Zum Beispiel gilt im Fall QelX, 566 auch fiir die Losungen #"
bzw. Ae dieser Gleichungssysteme die Beziehung 'e € e,

Ist die Gleichung ﬂefa"e'g l6sbar, dann kann die Lisung
eventuell durch sukzessive Approximation bestimmt werden; diese
Frage wollen wir jetzt untersuchen.

6.1 Das Konvergenzverhalten der Iteration Vv«-:—“‘fvf&

Die belden folgenden S&dtze ergeben zusammen ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium filir die Konvergenz des Iterationsver-
fahrens #,, =0, +6 mit einer Matrix (X¢ Mn(l[(IR)) und be-
liebigem e v (L(R)).

satz 6.1: Es sei (L= (Ay;) ¢ M (I(R)) und ¢( Xl)y<1,

dann hat die Abbildung +¢-> oged  rur beliebige '36Vn([(ﬁ))
jeweils genau einen Fixpunkt *€: d. h. die Gleichung ¢= st
genau eine Ldsung ¥, und das Iterationsverfahren ey = Ky 6
konvergiert fiir jeden Anfangsvektor Aeoévn(I(R)) gegen A"

Bewels: Wegen g(l(}(l) <1 existiert nach dem Korollar zu
Satz 4.14 in Mn(I(R)) eine monotone multiplikative Matrix-
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norm ﬂmnm, fiir die "O(Ilm< 1.

Zu dieser Matrixnorm existiert nach Satz 4.12 eine vertrigliche
monotone Vektornorm lﬁo“m in Vv, (I(R)); nach Satz 5.3 ist nun
auch die dieser Vektornorm zugeordnete Metrik qm(/e,iq) in Vn(I(R)
mit der Matrixnorm "mlm vertriaglich; damit gilt

a, (e +6,0n+6)< IO a (g,n) rfir alle 4 %eV (I(R)).

Wegen uOLllm <l 1ist die Abbildung #— 0(,1@»6 in der Metrik
qm('e,lg) kontrahierend; der Raum Vn(I(R)) ist vollstidndig; der
Fixpunktsatz von Banach iiber Kontraktionsoperatoren in voll-
stindigen metrischen Riumen (siehe etwa [16]) gibt Jjetzt die
Aussage des Satzes. O

Der folgende Satz enthdlt die Umkehrung von Satz 6.1.
Satz 6.2: Gegeben seien UCGMH(E(IR)) und Gévn([(ﬂ));

konvergiert das Iterationsverfahren 4, = af, + A4 mit Jedem
Anfangsvektor #_¢ Vn(I(R)) gegen denselben Vektor ’€'€Vn([(R));
dann ist g(IC) <1.

Beweis: Fiir die Komponentendurchmesser d(Xi‘,) der Iterations-
vektoren 4, = (x. ) silt nach Satz 5.4:

A(Xyy,,) = ol(ZA11 1v) + (B )>Z<;\(Ale Iv aZ]Aill d(x,,)

Wir fassen die Komponentendurchmesser d()(:L ) von 2, = (Xiv)
zusammen im reellen Vektor (d(X,,)); dann gilt

@) =l @y, )= :----- =100'Ca(x,,,))- (1)

Nach Voraussetzung konvergiert fiir jeden Anfangsvektor

LV (X(R)) die Folge der Iterationsvektoren 4, gegen £ - (X.' );
dies beinhaltet aber die Konvergenz der Vektorfolge (d(xiv ))
segen (alX;*)). Deshalb gilt:

Fur alle o€V (E(R)) und alle ¢> O existiert eine natiirliche
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Zahl n(€,%) mit der Eigenschaft, daB flr alle v» n(s,eo) gilt:
d(Xi')éd(Xi‘) + ¢ fiir alle l=1i=n,

also auch  d(X;, )< max d(xi') +¢ fiir alle l=is=n. (2)

Dy 1= max a(xy") +& 1ist jeweils durch O, 4 und ¢ bestimmt

und endlich.

Fiir beliebige c¢> 0 und ein festes & >0 betrachten wir jetzt
den Anfangsvektor
PolesB)i= (Xy,) mit X, = [0,cDg], also a(x,,) = cDg

fir alle 1=isn.

Nach (1) und (2) gilt jJetzt fir alle va n(Z,fO(c,E))

Df a(x," +z d(’flv) ) cDg

> : >~ : > || ¢ |, also
Dr La(x *)+E a(x,,) cDg

1 1

Ll =ec \Oc{" .

1 1

. v o
Damit gilt fir die Potenzen Ml '=: (aij):
Fir jedes c¢ >0 existiert eine natiirliche Zahl n(c), némlich
n(c):= n(f,‘fo(c,f)) mit der Eigenschaft, daB8 fiir alle v»n(c)

gllt: Zam é-l- fir alle 1= j=n,
;7 13 ¢
also auch a;_"‘js-i- fiir alle 1=1,j=n.

n
Folglich 1st ]'.im aij = 0 filir alle 1=1,j=n,

=Y

d. h. 1im 10UV= @; dies aber ist (siehe etwa [14] ,

Veoo

Theorem 1.4) Hquivalent mit Q(IXl) <1. O
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Zusammenfassen der Sitze 6.1 und 6.2 liefert ein notwendiges

und hinreichendes Konvergenzkriterium fiir die Iteration

Ny = (Xnev«t-% .

Es selen ®e¢M (I(R)), l}évn([(R)); dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1) Die Iteration #,,=X#,+4 konvergiert mit jedem
Anfangsvektor 4 ¢ Vn([(R)).

2) g( i) <1.

Beriicksichtigung von Satz 4.14 und des anschliefienden Korollars
liefert noch die BAquivalenz von 1) und 2) mit

2") Es existiert eine monotone multiplikative Norm

“m“m in Mn(I(R)), fir die ”(xum<l.

Ein wichtiger Spezialfall des oben behandelten Gleichungssystems
ist das reelle lineare Gleichungssystem ‘f= (X. ‘€ + fr mit

e M (R), fev (R). Die Iteration 4w = &€ +¢ zur Bestimmung
der LOsung ;c' kann hier entweder, wie eben beschrieben, mit
Intervallvektoren lfoevn(I(R)) oder aber in herkdmmlicher Weise
mit reellen Vektoren #f, = *f,evn(ﬂ) gestartet und durchgefiihrt
werden. Flir die Iteration mit Intervallvektoren haben wir oben
ein notwendiges und zugleich hinreichendes Konvergenzkriterium
abgeleitet, fir die Iteration mit reellen Vektoren sind solche
Konvergenzkriterien allgemein bekannt; wir zitieren sie zum Ver-
gleich mit den Kriterien beil der intervallmidBigen Iteration:

Es seien QUEM (R), be v (R); dann sind folgende Aussagen
dquivalent:
1) Die Iteration *e,..=Q('§,¢@ konvergiert mit jedem
~ Anfangsvektor ’60 3 Vn(R) .

2) e(ot) <1.

2"} Es existiert eine multiplikative Norm in M (R),
: n
fir die Q<1 (siehe Satz 4.13)
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Damit erhalten wir:

Fir ein reelles lineares Glelichungssystem 4= O.C»Q+Qr mit
e IVLn(R), be Vn(R) konvergiert das Iterationsverfahren

Bya = QA+ &
fur alle 4= ¢, ¢ V,(R) dann und nur dann, wenn () <1,

fir alle 4. ¢ V,(E(R)) dann und nur dann, wenn Q(IQV()<1.

Fir jede Matrix Ole M (R) ist bekanntlich Q(() < ¢ (I(X])
(vergleiche etwa [14] , Lemma 2.3; die Aussage wird dort fiir
irreduzible Matrizen bewiesen; flir reduzible folgt sie dann

aus der stetigen Abhidngigkeit des Spektralradius von den Matrix-
komponenten).

Der Konvergenz flir die umfassendere Menge von Anfangsvektoren
(es ist Vn(I(R)) DVn(R)) entspricht also die schérfere Be-
dingung. ’

Eine wichtige Folgerung aus Satz 6.2 enth#lt das folgende

Korollar: Ist eine Matrixnorm {M{ in M (I(R)) multiplikativ,
ilt fir all :

so g fiir e OleM (I(R)) Het] = Q).

Beweis: Nach 3atz 4.12 existiert zur Matrixnorm "TM eine ver-

tragliche Vektornorm Mol in Vn(l[(tR)).
Wir betrachten nun ein festes (X€ M (I(R)); es sei a:= ol una

O< £ ¢R, dann hat die Matrix 1 1 _ _a
’ _a+80(' die Norm H—-—a%(x][_ a7 <1
Die Iteration #,, = -3%01 %, konvergiert jetzt auf Grund der
. vl v ..
~ Normabschdtzung "'ﬂ”éhm(ﬂ(ﬂ H'eou fir jeden Anfangsvektor {£,
aus V_(I(R)) gegen den Nullvektor.
Mit Satz 6.2 folgt daraus 1

llzs O = o7 gD <3
also ist Q(|X|)<a+g fiir alle ¢>0; das bedeutet
(oW a =jo}. ©

Mit diesem Korollar und dem frilher bewiesenen Satz 4.14 er-
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halten wir jetzt den folgenden
Satz 6.3: Es sei Ote¢M (I(R)); dann gilt:

(Pa) Fiir jede multiplikative Norm M in M (I(R)) ist
floth = g(iod).

(Pb) Zu jedem ¢> O existiert eine multiplikative Matrix-
norm fMl in M_(I(R)), fir die focl ¢ ) + €.

(Pa) und (Pb) zusammen sind gleichbedeutend mit:
(P) (i) = inf {“ow'“ | eine multiplikative Norm in Mn(I(R))}

Beweis: (Pa) folgt aus dem eben bewiesenen Korollar;
(Pb) folgt aus Aussage (Ib) von Satz 4.14.

Satz 6.3 macht gerade die Satz 4.13 entsprechende Aussage
fiir multiplikative Normen in Mn(I(R)). (]}

6.2 Gesamt- und Einzelschrittverfahren zur Lisung

der Gleichung A= +4

Wir betrachten wieder das Gleichungssystem #= 0(f+$

mit O¢ M ([(R)) und ¢V (L(R)), und zerlegen Of in die
summe X = & + ¥ + R ; dabei sel ¥ eine strenge untere,

® eine strenge obere Dreiecksmatrix, ) eine Diagonalmatrix.

Wie bei Gleichungssystemen iiblich, bezeichnen wir die

Iterationsvorschrift
vm = af, v 4 als Gesamtschrittverfahren;
By = D By O+ Ry +& als Einzelschrittverfahren.

Nach Satz 6.1 hat die Gleichung /(j=(X*€+5 rir @(10U) <1
genau eine Losung #" und das Gesamtschrittverfahren konverglert

gegen diese Lb'sux}g.
Aus Ole= (B + D +R)P= 8¢+ (9 + R)# rolgt, dad die
Gleichungen ’f’a'f'& und '€=£‘e+ ( 9+ R )% + & aqieselbe
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L¥sung 4" haben; das bedeutet, daB das Einzelschrittverfahren
im Falle der Konvergenz auch gegen die Losung '€' konverglert.
Wir werden zeigen, daB das Einzelschrittverfahren genau dann
konvergiert bzw. divergiert, wenn auch das zugehdrige Gesamt-
schrittverfahren konvergiert oder divergiert.

Zur Vorbereitung darauf skizzieren wir zun&chst, wie analoge Ver-
gleichsaussagen bel reellen linearen Gleichungssystemen und
Iteration mit Vektoren aus V. (R) gewonnen werden. Bel der
intervallmiBigen Iteration werden wir dann ein Verhalten finden,
das dem beil reellen linearen Glelchungssystemen "6 0"6 I)
(QLe Mn([R), f{évn(lﬁ)) mit nichtnegativem (x entspricht.

= Sf)‘f{ + ¥ sie irgendeine &quivalente Darstellung eines
Glleichl'mgssystems ® = Chg +4 ; die Iteratlon %= (‘X/eﬁ@ konver-
giert dann und nur dann fir alle ¢ eV, (R) wenn g(&) <1.
Fir die Abweichung ( 4, - ’€ ) der v-ten Nidherung fy von der
Losung ’ﬁ' gilt ndmlich

(g, -8 = B (e, - ) (1R)

und nach {14], Theorem 1.4 ist lim $'- 0 -% g(J}) <1,

Y00
Mit vertriglichen Vektor- und Matrixnormen erhdlt man aus (1R)

ool < 1N B 0.
Im Falle IPeo' 'e.”fo gibt | & ]l eine obere Schranke fiir das
Verhdltnis “‘e ‘C ”

Te- ey’
Um dafiir moglichst gute obere Schranken zu erhalten, verwendet
man zweckmiBig zugeordnete Matrixnormen (in Satz 4.5 haben wir
deren Minimaleigenschaft bewiesen).
An Hand von I &' kénnen nun verschiedene Iterationsverfahren
verglichen werden. Bekanntlich (siehe [14]) heiBt
im Falle {&T<1
R (irm = ~-1n "d\erm“r-n durchschnittliche Konvergenzgeschwindigkeit
des Iterationsverfahrens mit der Matrix cﬁ' bel m-Iterationen.
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Ro(H):i= 1im R (%™) asymptotische Konvergenzgeschwindigkelt

Mmoo

des Iterationsverfahrens mit der Matrix tt'
Fir Jjede zugeordnete Matrixnorm ist nun

Reo(¥):= Jr.ni_r,an (H™) = 1im =B2Y 3 -in “‘f’m“ -1n g(&_’}).

Dies wird fiir die Spektralnorm (diese ist der euklidischen
Vektornorm zugeordnet) in [:14] bewlesen; der dort angegebene
Bewels 1&8t sich Jedoch leicht auf beliebige zugeordnete
Matrixnormen ibertragen.

Bei zwel Iterationsverfahren (I) und (II) zur Bestimmung der
Ldsung »e' einer Gleichung 'g OC‘@ + 6 bei denen Jewells
(€e-C") =& (€, - €9 bzw. (- £ = $q 0, - £ siit,
vergleicht man iiblicherweise das Konvergenzverhalten an Hand
der oben definierten Konvergenzgeschwindigkeiten; die asympto-
tische Konvergenzgeschwindigkeit, gegeben durch den Spektral-
radius, liefert dabel das am einfachsten anwendbare MaB. Das
Verfahren, dessen Iterationsmatrix den kleineren Spektralradius
nat, heiBt asymptotisch schneller. Beil solchen Vergleichen

sind Jjedoch die folgenden Vorbehalte zu beachten:

Grundsdatzlich konnen Ja nur endlich viele Iterationsschritte
durchgefihrt werden; die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit
liefert jeweils nur Abschdtzungen der durchschnittlichen Konver-'
genzgeschwindigkeit bel endlich vielen Iterationsschritten, aber
auch wenn diese exakt bekannt sind, 1st wegen der Ungleichheits-
zeichen in den Normbeziehungen lltc'-'c'ﬂ‘ (B2 ol i-1,1I,
ein sicherer Vergleich dieser Iterationsverfahrén fﬁf bellebige
Anfangsvektoren 'go nicht moglich.

Speziell fiir das Gesamt- und Einzelschrittverfahren zur
Gleichung L = GLAC + fl gelten die folgenden Beziehungen:
v
0o - ") = Q7 (4, - 4 (2R)
< -
(¢, - ¢ ((‘8 £) (9 ) o - € (3r)
Fiir beliebige Matrizen L eM (R) ist hier sowohl

(€ -% )'1(9+12))‘g(oc) also auch e((&-) 1 (R+R))>g(0t)
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méglich (siehe dazu [14]), das Einzelschrittverfahren kann des-
halb auch bel konvergentem Gesamtschrittverfahren divergieren
und umgekehrt. Flir nichtnegative Matrizen (l-eMn(R) Jjedoch kon-
vergieren Gesamt- und Eilnzelschrittverfahren stets gleichzeitig;
dies folgt aus einem in [4] bewiesenen Satz. Wir zitieren die-
sen Satz so, daB wir ihn auch zur Herleitung entsprechender Aus-
sagen bel der intervallmédBigen Iteration verwenden kdnnen.

Satz 6.4: Ist U= & + T +R eine reelle nichtnegative Matrix
aus Mn(R), (mit der oben beschriebenen Zerlegung), dann gilt fiir

a) e(@)<lr  g((B-2) N (T+B)) =g(@) <1,
mit strenger Ungleichheit bei irreduziblem (X .

p) gzl g((& &) (B +R)) =qt) 2

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes von
Stein-Rosenberg (siehe etwa [14] ) fir den Fall %:f 0.

Flir reelle lineare Gleichungssysteme '¢= (.xﬁ +€ mit QI&O folgt
aus Satz 6.4 sofort, daB mit dem Gesamtschrittverfahren stets
auch das Einzelschrittverfahren konvergiert bzw. divergiert; im
Falle der Konvergenz ist das Einzelschrittverfahren asymptotisch
mindestens ebenso schnell wie das Gesamtschrittverfahren, bei
irreduzibler Matrix (1 sogar asymptotisch schneller.

Jetzt vergleichen wir Gesamt- und Einzelschrittverfahren beim
Gleichungssystem = 0lxg + L mit Qem ([(R)), f:ev (E(R)).
K==L+ + R sei die oben beschriebene Zerlegung von A una
es gelte g(\(ll) <1; nach Satz 6.1 hat dann das Gleichungssystem
ganau eine LOsung und das Gesamtschrittverfanren konvergiert

gegen dlese Lisung.
/C‘= (X;) bezeichne die eindeutige LOsung des Gleichungssystens,
(X”) den v -ten Iterationsvektor.

Beim Gesamtschrittverfahren = X2, + & ist
® . -
.= %Aikxk'_1+ By, und X, = %A_,“{xK + By Jeweils fur alle i.
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Mit der Metrik q(A,B) in I(R) gilt jetzt fiir alle i:
L 4
alXyy,X3") Q(ZAik kit Bi’% Ay +By) =
Q(Z AicKierae Z AyiXy) = ZQ(Aikka’Aikxk)
= 7 lAiKIQ(xkn’xk)'

(Hier wird zunachst die Translationsinvarianz und die daraus fol-
gende supermetrische Eigenschaft der Metrik q(A,B) und schlieB-

]

" lich Satz 1.4 benutzt.)

Zusammenfassen in Matrixschreibweise ergibt nun filr das
Gesamtschrittverfahren:

@xy,,%)) =10 @(xy, %)) = 100 (x, %) (2)

Beim Einzelschrittverfahren 4,,= £, + (9 +72)Ae +4 gilt Zu-
ndchst komponentenweise fiir alle 1i:

Xiv = %mekv* DysXyyat Z Ryt By und
X _ € < x
Xt = éLika + Dy X, + %Rikxk + By .
Daraus folgt wie oben beim Gesamtschrittverfahren fiir alle 1i:
5 H
q('(1»#"1)"%“‘11(' (X, X)) +Dy 4 a(xy, ,x{) +§lnik|“xkv-4,xx:)'
Zusammenfassen in Matrixschreibweise ergibt:
(@xy,.x0)) = 1L @lxy, SX{)) + (191 + 1 R (@(xyy.0%])),
-4 <
also (&-l€V (a(x;,.x0)) « (101+1R) (a(x,,..x])).

L ist eine strenge untere Dreiecksmatrix, also ist lev- O fir
alle v>n; damit wird (& -12))7* - i°|£|'>o.

Damit gilt fiir das Einzelschrittverfahren

IN

@xgoX0)) 2 (E- 1807101+ \R) (a(xy, .x0) =

(& -1 o9 1R) @y, x). )

n
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Die Beziehungen (2) und (3) haben die allgemeine Gestalt

(a(xy,.%])) Eill (a(Xy,,%))s (1)

Konvergenz ergibt sich jeweils fiir g( &1) < 1.

(2) und (3) entsprechen den Beziehungen (2R) und (3R) mit der

v
allgemeinen Gestalt (1R) («ev-f‘) =% (‘fo_ »e') bei reellen
linearen Gleichungssystemen und Iteration mit Vektoren aus Vn (R).
Wie fir diesen Fall beschrieben gehen wir jetzt auch in (1) zu
zugeordneten Normen iber; dann ergibt sich entsprechend

q(X;,,X, v
g
ita Xio”‘i
und das asymptotische Konvergenzverhalten der durch (1) beschrie-
benen Iteration 148t sich jetzt mit dem Spektralradius

1
g(lxv\) = lim “ l?f:]nuﬁ abschitzen.
T1»00

Wenden wir jetzt Satz 6.4 auf die Matrizen |0l und

(€ - lﬁl)—l(ﬁ)l +|R]) an den Beziehungen (2) und (3) an, so ergibt
sich im Falle Q(lOUl) <1:

Konvergiert das Gesamtschrittverfahren #,, = O, + & rir die
Matrix (e Mn(t[((R)), so konvergiert auch das zugehdrige Einzel-
schrittverfahren #y. = L@+ (9 +R)e, + 4 und zwar asympt-
tisch mindestens genauso schnell wie das Einzelschrittverfahren,
bei irreduzibler Matrix QL sogar schneller.

DaBl bei divergentem Gesamtschrittverfahren auch das Einzel-
schrittverfahren divergiert, oder gleichbedeutend bei konver-
gentem Einzelschrittverfahren auch das Gesamtschrittverfahren
konvergiert, kann wegen der Ungleichheitszeichen nicht aus den
Beziehungen (2) und (3) abgeleitet werden. Um dies zu zeigen
gehen wir dhnlich vor wie im Beweis von Satz 6.2; dort wurde
flir die Komponentendurchmesser der Iterationsvektoren P, = (xiv)
beim Gesamtschrittverfahren die Beziehung

(a(x4,)) =lot¥ (a(x,)) ()
abgeleitet.
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Die entsprechende Beziehung fiir das Einzelschrittverfahren
lautet:

(a(xy,)) = (2 -12)7H 09 +12)) (a(x,) (5)

Beweis: Mit £ =(L;, ), '9=(Dik), ®.=(R;, ) ist fir alle 12i=n:
Xjm =2 Ly Xt DygXyy + TRy X, + By

Mit Satz 5.4 folgt daraus

A(Xgyy) = %‘Likld(ka) +Ipgylatxy,) + %lﬂikl a(Xyy ),

Zusammenfassen in Matrixschreibweise ergibt

(@ ) = 181 (a Xy, ) + (19141)) (d(xiv)), also

(E-121) @) = (B+1RD (a(xy, ).

vegen (£ -1L1)7* = :nl-.4 |2]"26 (siehe oben) erhalten wir
(@(y))  (CE-18DTHO9+1RD) (alx,,))s

daraus folgt jetzt sofort (5).

Aus (5) folgt mit derselben SchluBweise wie im Beweis von

Satz 6.2

Konvergiert das Einzelschrittverfahren fiir alle o € Vn(l[(R)),

so1st  g((E-1LN7H(WI+\R)) <1. C

Wir fassen nochmals zusammen:

Aus (3) und (5) folgt:
Das Linzelschrittverfahren #,, = £ Ot 9@, + Ry, + & konver-
giert dann und nur dann, wenn g((é’ -|£I)'l(\9[ +|’1Ql)) <1.

Aus den Sidtzen 6.1 und 6.2 (ebenso aus (2) und (4) ) folgt:
Das Gesamtschrittverfahren #y = 0‘5’€v+ ¥ konvergiert
dann und nur dann, wenn Q(\0tl) <1.

Nach Satz 6.4 ist

entweder  g((&- 1L (V1 +121)) g (|aU) <1

mit strenger Ungleichheit fiir irreduzible O,
oder Q((E€ - 1) (19l +1R1)) = g(100) = 1.



- 80 -

Daraus entnehmen wir den folgenden

Satz 6.5: Konvergiert das Gesamtschrittverfahren 4, = Oy, +&
mit einer Matrix (e Mn(I(R)),so konverglert auch das zugehdrige
Einzelschrittverfahren #, = Lg,+ (£+R)¢, + & und zwar
asymptotisch mindestens genauso schnell wie das Gesamtschritt-
verfahren, bei irreduziblem asymptotisch schneller.
Diverglert das Gesamtschrittverfahren, so diverglert auch stets
das zugehdrige Einzelschrittverfahren.

Diese Aussage ist hler im Gegensatz zu beliebigen reellen line-
aren Gleichungssystemen allgemein mdglich, weil das Konvergenz-
verhalten beim Gesamt- bzw. Einzelschrittverfahren wegen der
von vorneherein wesentlich schirferen Konvergenzbedingungen
o(l0l) <1 bzw. o((E —‘&l)_l()gl +|R])) <1 nur vom Absolut-
betrag IOt der Matrix 0 abhingt. Das sinngemiBe reelle Analo-
gon geben alsé gerade die reellen linearen Gleichungssysteme
0= 0l¢+ & mit nichtnegativem Q.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einigen kritischen Bemer-
kungen zur Beurteilung und zum Vergleich des asymptotischen
KonVergenzverhaltens bel den oben untersuchten intervallmiBi-
gen Iterationsverfahren; die Beziehungen (2) und (3) beim
Gesamt- und Einzelschrittverfahren haben die allgemeine
Gestalt

(Q(Xiw’xi)) = lf’iv (Q(Xio,xi)): (1)
und die darin enthaltenen Abschidtzungen gelten fiir alle An-
fangsvektoren @ _ ¢ Vn(I(R)). Diese Abschitzungen sind deshalb
im Einzelfall oft recht grob; trotzdem kann man sie global
nicht verbessern. Das asymptotische Konvergenzverhalten kann
auf Grund einer solchen Beziehung zwar mit dem Spektralradius
g(181) global riir alle K, € Vn(I(R)) abgeschidtzt werden, aber
g(18|) veschreibt das asymptotische Konvergenzverhalten im
Einzelfall nicht immer genau.
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Als Beispiel dafiir betrachten wir etwa den Spezialfall eines
reellen linearen Gleichungssystems # =0[# + 3 mit Qe M (R),
be v (R) und (I®[)<1. Fur Iteration mit Intervallvektoren
muB wegen g((€ —|.$])'l(l%l +1f6_?|))e 2(l1X]) (siehe oben) das
Einzelschrittverfahren als glinstiger angesehen werden als das
Gesamtschrittverfahren; trotzdem kann fir Iteration mit Vekto-
ren aus der Teilmenge Vn(R) cVn([(R)) gerade das Gegenteil der
Fall sein.

Bel Iteration mit Vektoren aus Vn(R) gelten fir das Gesamt- bzw.
Einzelschrittverfahren die Beziehungen
(. -g') = @' (gy=1") Daw. (2R)
(g-g) = ((E-8)7(3+R)) (47> (3R)
und die Spektralradien ¢Q(Ql) bzw. g((g -;f,)'l(9+ R))

beschreiben das Jewellige asymptotische Konvergenzverhalten.

Aus den Beziehungen (2) und (3), die global das Konvergenzver-
halten bel Iteration mit Vektoren aus Vn(i(R)) beschreiben, er-
halten wir fir Iteration mit Vektoren aus der Teilmenge Vn(R)
(fir A =a, B= be€R wird q(A,B) = |a - byy:

I‘ﬁ,‘f‘lém(,vl'_@-f‘l bzw. (2")
lg- = (8 -1 8l +18DY beg-l. (5

(2') bzw. (3') erhdlt man aber auch aus (2R) bzw. (3R), wenn
man dort alle Komponenten durch ihre Absolutbetrige abschiitzt.
Das Konvergenzverhalten beim Gesamt- und Einzelschrittverfah-
ren wird also dur:h die Beziehungen (2') und (3') im Vergleich
zu (2R) und (3R) nur grob abgesch&itzt. Entsprechend wird auch
das asymptotische Konvergenzverhalten durch die Spektralradien
g(10¢1) una g((f —l.)'ﬁ[)_l(]@l +\’Ql)) jeweils nur grob abgeschitzt,
und erst durch Q(Q) bzw. g(( £-3) (9 +@)) genauer beschrie-
ben.
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Es ist () = qUi@l) (6)
(siehe Ende von Abschnitt 6.1)

und (£ -$)7H(9+R)) = (B-1ED)7TON +18));s (7)

Ungleichung (7) ergibt sich folgendermaBen:

Zundchst ist nach (6) g((£ -£)7H(D+R)) < (¥ -£) T ((R+R).
wegen |(€-2£)7 =\rZ"o 93'!*;]3'2 (g-1ght
st J(E-L)HR+N = (& -18D) TR+ 1RD;

Nach der Perron-Frobenius-Theorie (siehe etwa [14]) folgt
daraus (B -£)71(R+R) = g(E-1LH7H (B 1D).

(7) folgt jetzt aus den beiden Ungleichungen fiir die Spektral-
radien.

_Auf Grund von (6) und (7) schlieBen nun die Ungleichungen
-1 X
S((E -1EN""(1f1+17) = glIQ)

-1
und g((?-éﬁ) (%‘k'@)) > g(O_(.)
einander nicht aus. Das bedeutet: Obwohl fiir Iteration mit Vek-
toren aus Vn(I(R)) global das Einzelschrittverfahren als giin-
stiger anzusehen ist, ist nicht auszuschlieflen,daB flir Itera-

tion mit Vektoren aus der Teilmenge V;(R) das Gesamtschrittver-
fahren glinstiger ist.

Bemerkung: Divergiert bei Iteration mit Vektoren aus Vn(ﬁ)

das Gesamt- oder Einzelschrittverfahren, so divergieren bei
Iteration mit Vektoren aus Vn(I(R)) beide Verfahren; denn nach
Satz 6.4 konvergieren bzw divergieren beide Verfahren bei
Iteration mit Vektoren aus Vn(I(R)) stets gleichzeitig, und

ein Verfahren kann nicht bei Iteration mit Vektoren aus Vn(I(R))
konvergieren, wenn es schon bel Iteration mit Vektoren aus der
Teilmenge Vn(R) divergiert.
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7. Uber die Bestimmung von EinschlieBungsmengen fiir die

Losungen reeller linearer Gleichungssysteme mit

nichtkonstanten Koeffizienten

7.1 Allgemeine Uberlegungen

Die Intervallrechnung entstand aus dem Bedirfnis, die bei der
numerischen Behandlung mathematischer Probleme auf digitalen
Rechenanlagen unvermeidbaren Rundungsfehler unter Kontrolle zu
bringen, und als Ergebnis einer numerischen Rechnung nicht nur
irgendwelche Ndherungswerte, sondern sichere Scranken fiir die
exakte LOsung des gegebenen Problems zu bestimmen. Dies setzt
ein Rechnen mit speziellen Mengen reeller Zahlen, ndmlich abge-
schlossenen Intervallen voraus, das auf der Maschine geeignet
zu approximieren ist (siehe dazu [1], [ig], DB]).

Die Intervallrechnung bietet nun darliberhinaus die Moglichkeit
bei Problemen, deren Ausgangsdaten nicht exakt vorliegen, sondern
innerhalb vorgegebener Grenzen streuen, EinschlieBungsschranken
fiir die Ergebnisse zu bestimmen. Wir wollen dies an dem von uns
betrachteten Problem der Gleichungsaufldsung deutlich machen
(vergleiche dazu [8]):

Wir gehen aus von der Aufgabe ein reelles lineares Gleichungs-
system E‘f =6 mit £ = (cij) eMn(R), b o= (bi) eVn(R)

zu 10sen und nehmen an, daB die GroBen cij und b1 aus irgend-
welchen Griinden nicht exakt vorliegen oder genau bekannt sind,
sondem beliebige Vierfe aus vorgegebenen Intervallen Ci und

B, annehmen konnen. Wir suchen einen Vektor = (Xi) evn([(ﬁ))
mit minimalen Komponentenldngen, der alle Ldsungsvektoren

der Gleichungen &f = Q fir & = (cij)e G:= (c und

13)
6= (bi)eb:= (By) enthidlt.

Wir wollen das Problem noch etwas allgemeiner stellen:

Im Gleichungssystem Q’Q = @ seien die Komponenten der Matrix 5
und des Vektors & Funktionen einer Variablen t, die in einem
gewissen Bereich T variiert, also ;(t)=(ci,(t)L @Kt)=(bi(t))-
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Flir jedes t € T sel das reelle lineare Gleichungssystem

L (t)e= §(t) 18sbar. Mit verniinftigem Aufwand ist es jedoch
oft niéht moglich, numerisch die Losung des Gleichungssystems
als Funktion von t 2u ermitteln; deshalb suchen wir wieder

nach einem Vektor "= (X;) ¢V (I(R)) mit minimalen Kompo-

nentenléngen, der fir jedes t € T die Losung enthdlt.

Da wir diesen Vektor #4* durch Iteration bestimmen wollen, ge-
hen wir im folgenden immer von einer iterationsfidhigen Gestalt
£ =0 ¢ +0 des Gleichungssystems aus.

Die grundlegenden Uberlegungen iiber den Zusammenhang des Rechnens

mit Vektoren und Matrizen, deren Komponenten Funktionen eines

Parameters t sind, und der Intervallrechnung fiir Vektoren und Ma-

trizen findet man in [3] und (8]; wir erlzutern hier kurz die
wesentlichen Begriffe sowelt, wie sie fiir den Zusammenhang mit
den in dieser Arbeit gewonnenen Ergebnissen von Bedeutung sind.

T sel eine abgeschlossene, beschrdnkte, zusammenhdngende Teil-
menge des R™ (m beliebig), die von einer Variablen t durchlau-
fen wird.

(T,R)c bezeichne die Menge der stetigen Abbildungen von T in R;

Elemente aus (T,R)c bezeichnen wir mit ap,bp,.....

Vn(T,R)c bezeichne die Menge der n-tupel (Vektoren) mit Kom-
ponenten aus (T,R)c; fiir Elemente aus Vn(T,R)c schreiben wir

/’CT = (xTi) .

Mn(‘I‘,R)c bezeichne die Menge der quadratischen nxn-Matrizen
mit Komponenten aus (T,R)c; fiir Elemente aus Mn(T,H)C schrei-
ben wir

= i
CXT = (ap”) .
Wir definieren: Zwischen Elementen ag,bg,.... aus (T,R)c

bestehe Gleichheit oder irgendeine von R her bekannte Rela-
tion (etwa "<"), wenn diese Relation fiir jedes t € T zwischen
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den reellen Zahlen aT(t),bT(t),..... besteht. Entsprechend
werden auch die Verknlipfungen "+,-,¢,:" fiir Elemente aus

(T,R)c erklirt.

Damit erhdlt man z.B.:

Xp = Vg ¢ %é xp(8) = yp(t) fir alle t € T
Xp £ Yo ¢ % xp(t) £ yp(t) fir alle te€ T
(xp + ¥p) (L) = xq(t) + yo(t) fir alle t e T

Die Verkniipfungen fiir Vektoren und Matrizen aus Vn(T’R)c

und Mn(I,R)c und alle Relationen werden wie iblich iliver die
Komponenten definiert und so auf Verknlipfungen bzw. Relationen
zurlickgefiihrt.

Es sel fg e(T,R)c H
die Menge {ka 1= {?T(t)l t e TE bezeichnen wir als Kom-
plex von fT .

Nach Voraussetzung ist fT(t) stetig auf der abgeschlossenen,
beschrankten, zusammenhingenden Teilmenge T(:Rm; deshalb ist

{ep} € T(R) .

Flr Vektoren 4 = (xTi) eVn(T,R)c heiBt

@fT} = {(xTi(t))[ t e T} Komplex von 4 ;

r = ({xTi(t)}) Hille von 4, ;

{fTE ist eine Menge von Vektoren aus V_(R) ;

%y ist ein Intervallvektor aus V_ (L(R)); '?; ist Durch-

schnitt aller Intervallvektoren Afevn(I(R)) mit der Eigen-
schaft # )%fT}.

Fir Matrizen Ol = (aTiJ) €M (T,R), heiBt entsprechend
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{O(T} 1= {(aTiJ(t))I t e T} Komplex von O(T ;
o, = (

o, :=

T {a,rid(t)}) Hiille von OtT .

{O(T} ist eine Menge von Matrizen aus Mn(R) B
(XT ist eine Intervallmatrix aus Mn(I(R)); O(T ist Durch-
schnitt aller Intervallmatrizen ({eM (I(R)) mit der Eigen-

schart 00> {ou ] .

Zur vorgegebenen CXT € M (T,R), A'T € v (T,R), Dbetrachten wir
die Gleichung .

#p = g g + by
Gesucht ist die Losung »e&‘ eVn(’I‘,R)c .

Ist nun & - O(T(t) nicht singuldr fiir alle t e T, so hat
die Gleichung die eindeutige Losung #f = (& -o)t - by
Diese Bedingung flir die Existenz einer eindeutigen Losung
Ae,'r ist nun natiirlich in der Praxis 1.a. schwer nachpriifbar;
sie ist jedoch erfiillt, wenn eine multiplikative Matrixnorm
M) in M (E(R) extistiert, fur date [O( ] <1 .

Dann ist nimlich nach 6.3 auch g(IO(TI) <1, und fiir alle
te T gillt Jetzt:

QU (t)) = g(lotn(0)]) < glOg]) <1 .

(Die erste Ungleichung hier wurde schon in Abschnitt 6.1 be-
nutzt, sie folgt aus [ll&] , Lemma 2.3; die zweite Ungleichung
folgt wegen O(T(t)e O(T also IO(T(t)l < IO‘TI aus [14] ,
Theorem 2.7 .)

Mit g(()(T(t)) <1 1ist jetzt aber &€ -O(T(t) nicht singulir.

Nur in Ausnahmefdllen 148t sich nun die Losung le‘T unter ver-
tretbarem Aufwand als Funktion von t bestimmen, deshalb muB8 man
sich i.a. damit begniigen, in Vn(I(R)) Abschitzungen fiir den
Komplex {‘(’T} und die Hiille ’f_'r anzugeben. Dabei sind aber nur
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Abschédtzungen interessant, die die gesuchte Ldésung le'T mit
Sicherheit einschliefen. Eine solche Abschitzung in V (L(R))
liefert nun - falls vorhanden - die L&sung 4" der Gleichung

x = 0¢T-‘e s dles ergibt sich aus dem folgenden
Satz 7.l: Gegeben seien CXTéMn(T,R)C, &Tevn('r,n)c und

es sei &- O(T(t) nichtsingulidr fiir alle té€ T;
die Gleichung 0 = ()(T;g +&T habe die Losung ﬂe'eVn(I,R);
dann hat die Gleichung ‘(’T = QT ‘e’l‘ + 81‘ die eindeutige
" -1 Cans .
Losung 4 = (g—a,r) &I‘ und filir diese gilt:

. . —

{'f’T} C g und  pq A

(Fhnliche Aussagen wurden unter der schirferen Voraussetzung

einer konvergenten Iterationsfolge #,,,= O‘T“ev +¢6T und
auf andere Weise schon in [8] bewiesen.)

Bewels: DaB 'eT die angegebene Gestalt hat, wurde bereits ge-

zelgt. Wir betrachten jetzt ein festes ¢ € T und zeigen da-
fir AeT(t)e er.

Otp(t) 1ist eine Matrix aus M (R) mit Op(t)e OI—T,
&p(t) 1ist ein Vektor aus V (R) mit bp(t) € ?;,

X sei ein Vektor aus Vn(R) mit e pn.

d

Wegen 4" = OL—T o+ B—T folgt aus der Teilmengeneigenschaft
<> Clp(t)e + Bn(t) .

{lé € Vn(R)| & 46‘} ist eine kompakte, konvexe Teilmenge des
v (R), die durch die stetige Abbildung o—> (x,r(t)le.F@T(t)
in sich abgebildet wird; nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz
enthdlt also die Menge {A'eeVn(R)'q_?eAe'} mindestens einen
Fixpunkt dieser Abbildung, d.h. mindestens eine Losung des
reellen linearen Gleichungssystems

(RL) 4 = A (t) 4+ &T(t) .
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Nach Voraussetzung ist aber & - OﬂT(t) nichtsinguldr, deshalb Eine erste Klasse von Paaren solcher (X und & gibt uns
. - . T T
hat (RL) genau eine Ldsung ‘ET(t), fiir diese gilt deshalb der folgende
en(t) € {eev (R) veg; ' Satz 7.2: Es seien (teM (I(R)) mit L =(A, ) = 0 und N <1
T ¢ Vn : ik S ’
) . bev (I(R)) mit £=(B,) =o,
also ist ‘eT(t) (4 fir alle t €T, 1
T := Aj, XA X ... XA __XB, XB,X, XB
. x 11 12 nn 1 2 .. 3
a.n. leg) ={?‘T(t)| t e T} ¢ 9. B n
t o= (t111t12) :tnn: tl’ t2, cee ,tn)GT,
Die Hille %, ist Durchschnitt aller Intervallvektoren 4 mit ™ ¢ M_(T,R) b€V (T,R) mit
—_— ’ » F)
der Eigenschaft 3{'6&.} ; deshalb ist auch 'f,i coer . O T  "n c T°'n c
Olp(®)i=(5y,)s b g(6):=(5,),
Bemerkung: Im allgemeinen wird #* eine echte Obermenge e Vn(I(R)) Losung von 4 = 0(164. »3,
von @p - le{, GVn(T,R)c Lésung von leT = O(T' ‘eT +Z’[‘ ;

Wir betrachten dazu ein einfaches Beispiel im Fall n = 1: -
dann ist .= 4.

Beispiel 1: In der Gleichung Xp = 8np- Xp + b’l‘ sei

T
= ([_0.5,_0,25] X [1,5,3] ), t := (tl’te) ¢eT und Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus dem Satz &.1 der Ar-

beit [3], wenn man den hier eingefihrten Begriff der Losung

ap(t)i= t, bp(t):i= ty; " von =X ¥ + & bvenutzt.

2
damit wird xT('c) = T also

t2 Wir erkldren zunidchst einige fiir die Formulierung des Bewei-
{XT} =¥ _ { = ltl ¢ [_0.5,_0_25] N t2€ {1.5,31} = [1’2.4] . ses ndtige Begriffe in der folgenden

o Definition 7.1: 2u D := [dl’d21 € I(R) sei

Es ist g = [-0.5,-0.25] , by = [1.5,3], und die Gleichung
inf (D) := d; , sup (D) := d, ;

X =12a.,X + b,

T ¢y hat die Losung X' = [0,3].

) . L entsprechend sei fiir » =(Xi)eVn(I(R)) bzw. (;(=(Aik)¢;. M (L(R))
(Die Eindeutigkeit dieser Losung folgt wegen |aT| =5 < 1
aus Satz 6.1 .) inf (¢) = (inf(X;)) , sup (p) := (sup(x,))

X" 1ist also echte Obermenge von X . bzw. inf () := (inf(Aik)), sup (W) := (sup(Aik)) .

Es gibt jedoch auch einige wichtige Fille mit spezieller Ge- Es ist  inf(D), sup(D)eR ,

P . x ey ,

stalt von O(T und &, , rir die #p = %" . Die Losung inf (%), sup(y) eV, (R) bzw. inf (), sup()e€ M (R).
der Gleichung 4 = O(T © +—6; gibt in diesen F&dllen die best-

moglichen EinschlieBungsschranken flr die Losung g, der Glei- Bei Zugrundelegung der natiirlichen Halbordnung in V. (R) 1st

n
chung g = Xygy + by - 1 -
nf(y) = inf su = su .
vee € p (%) R

Entsprechendes gilt fiir Matrizen.
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Fir e V (I(R)) bzw. (e Mn(I(R)) schreiben wir in Ver-
allgemeinerung der Intervallschrelbweise bzw. im AnschluB an
Abschnitt 3.4:

x = [ine(p), sup(gl] baw. & = [inr(), sup(@)] -

Beweis von Satz 7.2: Fir 4 = Ol g+ f schreiben wir

nr(p), sup(e)] = [inf®), sup(W)] [inr(p), sup(¢)]
+ [inf(4), sup(B)] ;

daraus erhalten wir wegen Ol = O, &= 0 und nach Definition

n,n won

der auftretenden Verkniipfungen und +

inf (1) -inf(¢) + inf (&) (1)
sup(®) sup(g) + sup(f) , (2)

inf(¥)
und sup (¥)

d.h. der Fixpunkt 4= [nf(g*), sup(¢*)] kann hier durch
Lésen der beiden reellen linearen Gleichungssysteme (1) und
(2) bestimmt werden.

Wegen inf(X)€, inr(6)¢£ und sup(UQe®, sup(f)ed
ist nun

inf(g) €€y und sup(p’) €p
Wegen 4 Fi, eVn(I(R)) folgt daraus  4°C 1 ;
nach Satz 7.1 gilt immer 25 %1
also ist =5, 0

Wir geben auch fiir diesen in Satz 7.2 beschriebenen Fall ein
einfaches Beispiel:

Beispiel 2: In der Gleichung Xp = 8p Xgp * bT sel
i= ([0.25,0.5]x[1.5,3]), & := (t;,t,) €T und

aT(t):=t1, bp(t):=t,.

t
damit wird xp(t) = -1-72—1 , also
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X ={x,i,k={1—f§—ll t, € [0.25,0.5] Aty ¢ [1-5,3]} = [2,6] .

Es ist ap = [0.25,0.5] , By = [1.5,3] und die Gleichung

X =3, X + By, hat die Lésung X* = [2,6] .

Wie nach Satz 7.2 zu erwarten, ist q= x* .

Wir untersuchen eine weitere Klasse von Paaren O('T und ,5,1. 5
' 4

fir die (im Sinne von Satz 7.1) '€=T = 4.

Dazu bendtigen wir den folgenden

Hilfssatz 7.3: Es sel (e Mn(I(R)) mit g([a[) <1,
bev (I(R)) und & symmetrisch, dann hat die Gleichung

=0 +4 die symmetrische Losung 4* = (€- [(1[)'1~£r .

Bewels: Aus der Voraussetzung g(l(ﬂ) <1 folgt nach Satz
6.1, daB die Gleichung genau eine Losung 4" besitzt, und daB
die Iteration *e\m-l =O(':ev + b rur Jjeden Anfangsvektor

s Vn(I(R)) gegen #* konvergiert. 4" 1st nun symmetrisch;
das erkennt man folgendermafBen:

Geht man aus von einem symmetrischen Anfangsvektor ¥, SO wird
zundchst 4, symmetrisch (nach Hilfssatz 4.7 ist mit 4, auch
Glfo symmetrisch; mit 4¢ , und & 1ist auch A, = aﬂfo + b
symmetrisch; ); vollstdndige Induktion ergibt die Symmetrie fiir
alle Iterierten Aev; lg‘ ist nun als Grenzwert eine Folge sym-
metrischer Vektoren ebenfalls symmetrisch.

Es se1 & = ([-b;,p,]), also b, = 0 riir alle i;
4 bestimmen wir aus dem Ansatz

L3 Y
K= ([-xi,xij) mit x; =0 fir alle 1 .
Das ergibt

(["xinxij) = A ([_xi’xi]) + ([-bilbi]) .
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Daraus entnehmen wir fir den nichtnegativen reellen Vektor dann 1ist ?'.I' = st
(xi) das folgende Gleichungssystem _

-1 -1
Beweis: Es ist 4 = (g-O(T) f’T = (E-Q) @T.
Wegen der speziellen Gestalt von ?’T (in der i-ten Kompo-
nente tritt nur die Variable ti auf), wird

o= - Th, = -0 E,

(R)  (x) = [0 (x;) + (by) .

Nach [14], Theorem 3.8 gilt nun:
gl <1 % % - |0l nichtsingulsr s (3-10([)'1 =20 .

. Nach Hilfssatz 7.3 ist "= (€ -l@)714 . (2)
E- 10 (o) s

(.R) hat also die eindeutige Ldsung (xi) ‘
Mit 7r;= L und QU = rfolgt aus (1) und (2): g = " B

nach dem eben zitierten Theorem ist (xi) =0,
damit erhalten wir Auch flr den im Satz 7.4 beschriebenen Fall geben wir ein
-1 -1 einfaches Belspiel:
’€'= ([_xinil) = (g'((ﬁ(l) ([_bi’bi]) = (E"Oﬂ) '5 . O

Beispiel 3: Wir betrachten zundchst die Gleichung X=AX+B ;

Bemerkung: Fir [X{) = 1 ist nach dem oben zitierten Satz
E %( ) diese hat fir B =[-8,8] und A=+ 0,2 die Lésung X'=[-10,10].

(g-10t)" # 0. Der angegebene Ansatz fiihrt deshalb im Falle

g(l(X\) > 1 nuf dann zu einem sinnvollen Ergebnis, wenn zufdl- Die Gleichung Xq = AXT + bT mit T:=B teT und b'I':=
1ig  (E-|01)7"(by) ein nichtnegativer Vektor wird. Wir geben hat die Losung
dadafilir ein einfaches Beilspiel: X = t
T 1%0,2
Das Gleichungssystem = Ol#+ bH hat fir .
o5y % * Im Falle A = 0,2 wird Y,I', = [-10,10] = X";
0 0o 11 [-a,2] im Falle 4 =-0,2 wird xg = -o%o%} $x .
o= | 91 1) (nter 1st gio)-2) wa g | CP¥
00 1 1 o
0 0 1 1 0 7.2 Abschidtzungen fir die Normen und Durchmesser der Losung f_‘:
der Gleichung g = Qs _+ &, sowie der Hille Pp_zur
(mit a,b = 9) die Losung 4 = b . Losung s der Gleichunyg spp = Olpciop + ffT
Satz 7.4: Bs sei Qlem (R) mit QU0 und g(QU)< 1, Satz 7.5: Es selen OLeM (I(R)), eV (I(R)), M una lwl
b= (By) €V,(I(R)) und 4 symmetrisch , vertrdgliche monotone Namen in Mn(I(R)) bzw. V_(I(R)) mit
T := (B;XByX ..... xB_), t = (E1stpseveest ) €Ty o] <1 ;
O(T € Mn(T’R)c mit O(T=(,i dann gilt fir die Losung 49" der Gleichung # = A+ &
' i
by € Vo(T.R), mit  bp(t):=(og(t))=(ty);s a)  lele AW

1 - jok

#* Losung von # = Xg+ 6 . o, a@ Wi+ af) . d(amﬂl? _.(%l__d
{ p) d{¢) < 1 - o = (-16) 1= T

’gi. Losung von fp= (XT-AQT + f’T
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In

Beweis: a)  4'= Og+8 p el = 100 el +UBd

wegen IOl <1 rfolgt daraus Il = i"—"’[’["ﬂr .
b)  dlg) < a(Otg+h) = 008 - 00~ 8l < locg- Ougl+ B6- Bl -

a(Otg)+d(l) = d(a)"'f'ﬂ+”aud(@)+d($) (nach Satz 5.6);

wegen Ol <1 folgt daraus dly) = a@ I_ “& acl 3

setzt man hier die unter a) gewonnene Abschitzung fir el
ein, so erh#dlt man dle zweite Ungleichung in b) . O

Bemerkung: a) [ kann den Wert 1—%—“— annehmen.

Beispiel: Es sel O(=(aik) mit O= aik:=o<<—l— fiir alle 1, k.

n
£,=(Bi) mit B1=[-b,b] und b>Q fir alle 1.
dann hat 4= QX + .4

dale Losung = (X]) mit X = [%' = 0:[ fiir alie 1 .

Fir die zugeordneten Namen ”(Aie)u 1= max 2 IAie[ und
i e
x )] = e I x,l
b
wird Dﬁe‘“ = T ? “6“ = b und uaﬂ = na .
b) Das oben angebebene Beispiel zeigt auch, da d(#") frir
e Mn(R), also d(X) = 0 den Wert
N d
a) = e
annehmen kann.

Die Abschitzung fir d(¢") ist nun scharf in dem Sinne,
daB sie fiir a(@) = d() = 0 auch d(¢') = 0 liefert.

Korollar: Es seien Ol €M (T,R), , &T eV, (T,R),
Ae,i‘ Losung der Gleichung #q = O(T’fT + 3’,1,
4% Losung der Gleichung 4 = O(T-{? +7/; .
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IMY und W) seien seien vertrigliche monotone Normen in
M (L(R)) bzw. V (I(R)) mit l(XTl\ <1 ; dann gilt:

a) el 2 Ul = _ Akl

1- Jorl

a (&l a(by)

1o 2 7 T Jdrl
o a@p ) a(p)

0 Vel The? e

b) a(ael) £ a(f) £

Bemerkung: Fir k’&'ﬂ und d(ﬁ) werden dieselben Abschitzungen
jedoch ohne Zwischenschaltung von || Ae‘“ und d(:e‘) schon in
[8] angegeben. Wir haben hier in Satz 7.5 gezeigt, daB8 auch
Norm und Durchmesser der umfassenderen Menge 4" (nach Satz 7.1
ist ja #*> 76_,5) durch dieselben Schranken abgeschdtzt werden
konnen.

Unserer Abschidtzung fiir "Ag_,i, - ‘]l entspricht in [8] eine
Abschitzung fiir 1&.’2‘. sup %%, - Wl durch dieselbe Schranke;
dabei sind die %y definiert durch die Iteration

W= Ot_,r-mg, + E,; bei beliebigem 3 €V (I(R)). In Satz 6.1
haben wir hier bewiesen,daB diese Iteration fiir beliebige
u,]oevn(I(R)) gegen 4" konvergiert; mit 1im vy =4* wird
aver lim sup %% -l = [%T - 47 -

Beweis: Nach Satz 7.1 ist %5 C ¢+, damit wird nach der Teil-

mengeneigenschaft auch & - 'e—'i‘ C 4%yt und T’i‘ -t C -

Monotone Normen sind nach Satz 4.4 auch Abstandsnormen; mit
Satz 4.2 ergibt sich Jetzt:

a) g | = e
p) dleq) =l%p -%ph = |€7-4" = a(¥’)
c) lep -l ¢ let-%l = aqer) .

Fir [l und d(s") setzen wir jetzt die Abschitzungen aus
dem eben bewiesenen Satz ein. O
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Bemerkungen: “E" kann den Wert _M’TTL_(—“ annehmen;
1 -
T
fir  a(%;) = 0 konnen d(%g) und ”‘7&"‘6‘” den Vert
d
—(E—L_— annehmen.
- O

Beispiel: Fir X =(aik)€ Mp(R) mit 0% aik=°(<?li fiir alle 1,k
und & = (B;) eV (I(R)) mit By = [b,b] fir alle 1 wurden
in der Bemerkung zu Satz 7.5 schon Normen angegeben, fiir die
el —Lel_ atet) = [t -apr] = 20
¢l- und  a(e) = [l - 4| =
1 - 1 -fdl
Jetzt sel T :=B;XB, ... B, ¢t := (tl’tg"" tn) eT,
A, =AU und @T := (t;) 5 dann ist
& —‘& R &T = §{ und nach Satz 7.4 gilt hier lg—&. =4".
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8. Iteration mit EinschlieBungsmengen bei der Losung des

Glelchungssystems p=0yp +45

§.1 Allgemeine Uberlegungen

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir zum Gleichungssystem

fp = (S(T O + 3,1, (gezeben: (XTE Mn(T’R)c und 'e'T eVn(T,R)c ,
gesucht: Losung ¥ EVn(T,R)c) noch das Gleichungssystem

2 = (B(T 2 +—El‘ mit der Ldsung %€ Vn([(R)) betrachtet.

Sind niémlich beide Systeme l&sbar (fiir g(l@rl) <1 sind beide
sogar eindeutig 18sbar) so liefert 4* elne Abschitzung fir
den Komplex und die Hiille von ?T; nach Satz 7.l gilt ndmlich
. - a x wr .,

die EinschlieBungseigenschaft {Qch @' und BF 4’ ; mit
{07} ¢4* ist hier auch 47 ¢ @° und umgekehrt.

Im Falle g(larl) <1 kann A" nach Satz 6.1 durch die
Iteration 4, = b(_T £, + &T bestimmt werden.

Diese Iteration soll nun auf einer Rechenanlage durchgefiihrt
werden; dort ist aber nur eine endliche Teilmenge RM von
reellen Zahlen, also auch nur eine endliche Teilmenge I(RM)
der Intervalle aus I(R) vorhanden; die Elemente von I(Ry)
werden durch die sogenannte Maschinenintervallarithmetik ver-
knipft, die die Verkniipfungen in I(R) approximiert, dabei
ist jedoch die Abbildung der Menge I(R) auf die Menge I(RM)
der Maschinenintervalle beziiglich der Verkniipfungen in I(R)

und I(R im allgemeinen nicht homomorph (siehe dazu [1]) .

M)
Die nach der Rechenvorschrift Aev+l = G—T Yy +£—_T in einer
vorgegebenen Maschinenintervallarithmetik berechnete Approxi-
mation gy flr den theoretisch exakten Fixpunkt ' stimmt
deshalb im allgemeinen nicht mit 4¢° Uberein und kann auch noch
vom Anfangsvektor '?o abhidngen. Dann enthdlt aber /€M mozli-
cherweise auch nicht mehr die Losung '{T R Dabei_iilteres_siert
uns die Ldsung lf‘ des Gleichungssystems ¥ = aTe + @T
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mit Intervallkoeffizienten doch vor allem deshalb, weil sie
EinschlieBungsmenge fiir die Losungen der in ihm "enthaltenen"
reellen linearen Gleichungssysteme ist (siehe Satz 7.1). Unser
Ziel muB deshalb sein, die Rechnung auf der Maschine so zu
fﬁhren,_ daB die dabei ermittelte Ndherung Ae‘M flr die exakte
Losung 4* Obermenge der exakten Ldsung %" wird und sie da-
bel noch moglichst gut approximiert.

Um- die EinschlieBungseigenschaft Ae‘M >#* zu erhalten, wird
es im wesentlichen genligen, die Iteration mit EinschlieBungs-
mengen durchzufiihren. Die Glite der Approximation von 4" durch
'ef'l héngt patiirlich weltgehend von den Eigenschaften der ver-
wendeten Maschinenintervallarithmetik ab.

Aus den Uberlegungen zu diesen Fragen ergibt sich dann auch als
neue Erkenntnis, daB8 die Maschinenintervallarithmetik die (von
der exakten Intervallrechnung iber dem Korper der reellen Zah-
len her bekannte) Teilmengeneigenschaft besitzen muB, wenn in
ihr fiur die Inklusion Monotonieeigenschaften wie in der exakten
Intervallrechnung gelten sollen. Wir gehen darauf weiter unten
ein.

Zur Vorbereitung bringen wir zundchst zwel Sdtze lber die
Iteration mit EinschliefBungsmengen:

Satz 8.1: Das Gleichungssystem lfT = aT-»eT + !}T habe die
Losung A@TI,; hat nun der Anfangsvektor Aeo der Iteration

Popl = ™ T Py +—ZE, die EinschlieBungseigenschaft ©.> ;'{_,'r ,
so ist 49, > ‘e_T fir alle .

Dieser Satz wird schon in [8] angegeben; der Bewels verwendet
vollstadndige Induktion:

Es sel g > _'e_,—‘i,, dann folgt aus der Teilmengeneigenschaft
Bnel =OUgent by > Olp-ieq + &y > Oy w'p + by = o
(die zweite Inklusion folgt unmittelbar aus der Definition
der Hiillenbildung). O
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Satz 8.1 driickt aus, daB die zunidchst fir den Anfangsvektor
¥, egeltende EinschlieBungseigenschaft 4, > /?‘r bei der
Iteration auf alle Agv lbergeht; im Falle der Konvergeni
gilt deshalb auch fiir das Grenzelement 40*:= limeg, @ U4,
Damit erh#lt man Ubrigens unter der schédrferen Voraussetzung
der Konvergenz der Iterationsfolge 4, .4 = Uq,te,+z,_r

einen anderen Beweis fir Satz 7.1 .

(Die Iteration konverglert ndmlich jetzt nach Voraussetzung
flir Jeden Anfangsvektor, also insbesondere auch fiir jeden Te—‘T
enthaltenden Anfangsvektor gegen 4", deshalb ist  4*> ?',‘IT.)

Existiert nun #° = %H‘n"ﬂef , dann 1dB8t sich die EinschlieBungs-
eigenschaft 4 , > gL wegen % ?;' (siehe Satz 7.1) immer
durch die EinschlieBungseigenschaft # > £* erfiillen. Der

folgende Satz gibt Auskunft liber das Verhalten dieser Einschlie-
@ungseigenschaf’c bel der betrachteten Iteration; wir setzen da-

bei (X::G.T, &:=Z-_T.

Satz 8.2: Die Gleichung # =& ¢ + 8 mit Ole M (I(R)) ,

4 ¢V (I(R)) habe genau eine Lisung 4" = X' + 4; dann gilt
fiir die Iteration 42 =g, + & mit dem Anfangsvektor

4, € Vn(I(R)):

v+l

a) Aus po2%" folgt i, > " fir alle v .
b) Aus 2y 2%, folgt B DPpp1 24" fir alle v ,
und 1lim ¢ = #°.

v ->00
(Aussage b) von Satz 8.2 1st bereits in &hnlichen Sitzen in
‘8] enthalten, auch wenn dort der Begriff der Losung fiur der-
artige Gleichungssysteme nicht verwendet wird.)

Beweis: a) Wir verwenden vollstidndige Induktion;

aus /fn 24° folgt nach der Teilmengeneigenschaft

o1 = C('en + 6 2000'+ &= %" .
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b) fir den SchluB8 von o4, auf g, > Ky
fir alle v verwenden wir wieder vollstidndige Induktion;
aus ¢, 2% .1 folgt nach der Teilmengeneigenschaft

#ni1 f—'a'en +& > a€n+l+ L - “Cnvo

Also 1st #4v>%y4 fir alle v , d.h. die #, bilden eine ab-
steigende Mengenfolge; damit existiert auch 1,1"2, ¢, und es
- I
gilt
Xy 2 lr:_L.r& 2, fir alle V. (1)

lvy& ¥, 1ist nun als Fixpunkt der Iteration “Fn¢ = 0(4& + &
auch Losung der Gleichung 4 = 0('€ + [’); wegen der Eindeutig-
keit der LOsung ist jetzt 4" = lim 4, .

V=>00

und mit (1) gilt: 4,2 4" firalley . DO

Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung: Die Aussagen von Satz 8.2 sind unabhingig von
der speziellen Gestalt der Iterationsvorschrift; wie der Be-
weis zeigt, gelten die Aussagen fir jedes in Vn([(R)) er-
kldrte Iterationsverfahren Yne1 = K('en), wenn der das Itera-
tionsverfahren definierende Operator A genau einen Fixpunkt
#°=A(x") 1in V (I(R)) besitzt.

Die Aussagen der Sitze 8.1 und 8.2 gelten in der iuber dem Kor-
per der reellen Zahlen aufgebauten exakten Intervallarithmetik.
Wir wollen Jetzt untersuchen, welche Eigenschaften eine Maschi-
nenintervallarithmetik besitzen muB, damit diese Aussagen auch
fiir die auf der Rechenanlage berechneten Iterationsvektoren
’f’vM gelten.

Zunlchst ist jede Maschinenintervallarithmetik eine Approximation

der iber dem Korper der reellen Zahlen aufgebauten Intervall-
arithmetik (diese enthdlt natiirlich auch die Arithmetix fir
reelle Zahlen), Von der Aufgabe der Intervallrechnung nher er-
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gibt sich nun als grundsdtzliche Forderung an jede Maschinen-
intervallarithmetik, daB8 alle in der Maschinenintervallarith-
metik bereéhneten Ergebnisintervalle stets die entsprechenden
der exakten Intervallarithmetik enthalten; diese Forderung
erfiillt man in einfacher Weise dadurch, daB man bei Jeder Ap-
proximation von Elementen aus I(R) durch Maschineninterval-
le aus I(RM) und bei allen Verkniipfungen in I(RM) grund-
sdtzlich nach auBen rundet {siehe dazu (1] ). Damit iibertrigt
sich auch hier jede EinschlieBungseigenschaft /eo'ue“ bzw.
leon ‘e,i, zundchst auf die Darstellung eoM von Po auf der
Maschine und dann auf die von 4  ausgehend in der Maschi-
nenintervallarithmetik nach der gegebenen Iterationsvorschrift
berechneten Iterationsvektoren ‘ev‘M ; sle gillt so schlieBlich
auch fur das eventuell vorhandene Grenzelement ’e;a .

In Satz 8.2 b folgt der SchluB von ¥, > ’el auf 42,2 4yq
fir alle v aus der Teilmengeneigenschaft der exakten Inter-
vallarithmetik. '

Ein entsprechender SchluB ist fur die auf der Rechenanlage
nach der obigen Vorschrift berechneten ’eVM nur dann richtig,
wenn auch die Maschinenintervallarithmetik die Teilmengenei-
genschaft hat. Diese Teilmengeneigenschaft drlickt aus, da3 die
Rundung (nach auBen !) noch gewisse Monotonieeigenschaften be-
zliglich der Inklusion hat.

Definition 8.1: Wir sagen eine in der Menge [(RM) der Ma-
schinenintervalle definierte Maschinenintervallarithmetik mit
den Verkniipfungen @ , ©® ,® , ® (diese approximieren die
entsprechenden Verkniipfungen in I(R)) hat die Teilmengeneigen-
schaft, wenn folgendes gilt:

Sind Ay, By, Cy, Dy Maschinenintervalle aus I(RM),
und bedeutet () eine der Verkniipfungen in [(RM),

dann folgt aus AM > CM und BM > DM

stets AM®BM > CM®DM .
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Diese Teilmengeneigenschaft der Maschinenintervallarithmetik
entspricht genau der Teilmengeneigenschaft der exakten Inter-
vallarithmetik in der Menge I(R) (slehe Abschnitt 1) und gibt
ihr auch entsprechende Eigenschaften. Filir die praktische An-
wendung der Intervallrechnung ist dies von groBer Bedeutung.
Jeder Algorithmus wird nimlich in der exakten Intervallarithme-
tik, also im Raum I(R) hergeleitet und alle hier im Algo-
rithmus bestehenden Inklusionsbeziehungen bestehen nur dann
auch in seiner Realisierung auf der Rechenanlage, wenn die zu-
grundegelegte Maschinenintervallarithmetik die Teilmengenei-
genschaft hat.

Wir wenden Jetzt diese Ergebnisse an auf das eingangs gestell-
te Problem flir die exakte Losung #" der Gleichung 4 =X 4 +4&
(mit OLe M, (L(R)) , be Vn(I(R)) ) eine mbglichst gute Appro-
ximation *efv[' mit der EinschlieBungseigenschaft ‘ex;l >4

zu bestimmen. Die Ldsung +¢" sel als eindeutig vorausgesetzt;
’fﬁ soll auf der Rechenanlage durch Iteration bestimmt werden:

Wir betrachten zundchst die Iterationsvorschrift

(I) ,€v¢4M = CXMG?'M®GM

((XM und f'M selen dle Darstellungen von (X und & 1in der Ma-
schine, ® und ® die oben in Definition 8.1 eingefiihrten Ver-
knlipfungen in der Maschinenintervallarithmetik, die die ent-
sprechenden Verkniipfungen der exakten Intervallarithmetik appro-
ximieren). Wir nehmen an, daB8 auf der Rechenanlage ein Anfangs-
vektor 4 mit der EinschllieBungseigenschaft 4, 24 zur
Verfiigung steht.

Wie wir oben sahen, gilt 1n Jeder Maschinenintervallarithmetik
fir die nach der Vorschrift (I) berechneten Iterierten Loy
die Satz ¥.2 a entsprechende ‘Aussage, d.h.

aus Com >¢* folgt 4,y 24" fir alle V. (1)
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Konvergiert jetzt die von 4€oM ausgehende Iteration in der
zugrundegelegten Maschinenintervallarithmetik gegen ein Ele-
ment 4’y , so wird auch 4} >4*.

Durch eine einfache Abwandlung der Iterationsvorschrift 1i8t
sich nun das Konvergenzverhalten der Iteration wesentlich ver-
bessern und zugleich ein sicheres Kriterium fir den Abbruch
der Iteration gewinnen; die Iterationsvorschrift laute jetzt:

(D) My = aM(D‘)gVM@@M Ay 5 dabel sel Y = 4.

Aus "an > #* folgt zunHichst nach denselben Uberlegungen, die
auf (1) flihrten G(MCDwnM@!@M > 4#*, und wir erhalten insge-

samt  Mneim 2%
Damit gilt jetzt auch fir die Iterationsvorschrift (D):

Aus Mom 2 €*  folgt gy 2 £* fir alle v .

Zusdtzlich gilt noch:

%M) ‘\glM> 192M> ¢ ')"’YM )MV+1M' co

Da nun auf Jeder Rechenanlage nur eine endliche Teilmence der
reellen Zahlen zur Verfiligung steht, muB diese Iteration nach
endlich vielen Schritten auf der Stelle treten. Die Durch-
schnittsbildung im Verfahren (D) erzwingt also immer Konver-
genz; zusdtzlich erhdlt man ein einwandfreles Abbrechkriterium:
Die Iteration wird abgebrochen, sobald zwei aufeinanderfolgende
Iterationsvektoren gleich sind.

Den letzten Iterationsvektor bezeichnen wir mit 4‘(;4 .
Ersichtlich gilt Ae'M > 8% h gibt jetzt die bei vorge-
gebenem Anfangsvektor ?OM in der vorgegebenen Maschinenin-

tervallarithmetik bestmoglichen Schranken fiir 4°.

Das Hauptproblem besteht also jetzt darin, geeignete Anfangs-
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vektoren Com = MOM mit der EinschlieBungseigenschaft '(°M>4€
zu bestimmen.

Bei theoretischen Uberlegungen zur Begriindung von Verfahren
fir die Konstruktion solcher EinschlieBungsmengen "eoM ist
folgende Bemerkung oft niitzlich:

Ist X, ¢ vV (I(R)) mit 4 >4* und X,y die Darstellung
von 'eo in der Maschinenintervallarithmetik, so ist (wegen
der Rundung nach auBen) A€°M ER o8 .

Einen wichtigen Hinweis gibt Jetzt insbesondere die folgende
Aussage aus Satz 8.2 b:

Gilt bel der Abbildung 4—O(4 + & fiir einen @)
Vektor A{oeVn(I(R)) P N, 0¥ =0, +§, so ist
0,291 > ¢ .

Diese Abbildung eines Vektors ‘eo in sich mu8 nun i.a.
auch auf der Maschine nachgepriift werden; hier gilt der
folgende

satz 8.3: Es sei Ole M (I(R)) , 8, %, €V (E(R)) und die
Gleichung 4 = & 4 + & habe die eindeutige Losung 4" .

Weiter seien O, 8M und 4, die Darstellungen von (,
.5 und ;{70 in der vorgegebenen Maschinenintervallarithmetik.

Gllt nun AeOM 2 ‘elM = MG‘eOM @ &M ]
so 1st om > 1m 2%
Beweis: Es ist &, &, € M (I(R)); &,8M, €, Coy € Vo (E(R)) 5

da bel Jeder Darstellung reeller Intervalle durch Maschinen-
intervalle nach auBlen gerundet wird, gilt:

(Xc(iM &c?,M

Aus der Teilmengeneigenschaft und der Tatsache, daB auch bei
Jjeder Verkniipfung "@®" von Maschinenintervallen gegeniiber

X
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der entsprechenden Verknlipfung " %" 1in der exakten Inter-
vallarithmetik nach auBlen gerundet wird (sind A, BeI(R) und
AM, BM die Darstellungen von A und B in der Maschinenintervall-
arithmetik, so sind auch Ays By I(R) und es gilt:

AcAy, BeBy und A»B € A,®By, siehe dazu [ ), folgt jetzt:

Aoy +b ¢ XyOLy @by = 21y ¢ Gy

d.h. der Vektor o u eVn(I(R)) wird durch die Abbildung
#— Qe+ & in sich abgebildet.

Mit (2) folgt daraus: Pom 2 g

mit (1) folgt noch: Py 2 . 0O
Korollar: Wie oben sei 4" die eindeutige Losung der
Gleichung + = Qg+ 4.

Hat die auf der Rechenanlage zugrundegelegte Maschinenin-
tervallarithmetik die Teilmengeneigenschaft, so gilt auch
fiir die in der Maschinenintervallarithmetik durchgefiihrte
Iteration (I) die Satz 8.2 b entsprechende Aussage:

Aus @,y > %y folgt £,y >y >H* riir alle v

Bewels: Der SchiuB von g,y > ¥y auf 4,3 gy fir allev
folgt aus der Tellmengeneigenschaft der Maschinenintervall-
arithmetik; der Beweis entspricht genau dem fiir die analoge
Aussage von Satz 8.2 b . Nach Satz 8.3 gilt hier € om 30,
nach (1) (siehe Seite 102) ist also auch v € fir allev. O

Bemerkung: Im eben betrachteten Fall bilden die Iterations-

vextoren oM schon bel Zugrundelegung der Iterationsvor-
schrift {I) eine absteigende Mengenfolge:

Yom 2 My > '€2M) PO
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Die Iterationsvorschriften (I) und (D) werden also iden-
tisch; und wir finden dasselbe Konvergenzverhalten wie
oben unter (D) beschrieben:

Die Iteration tritt nach endlich vielen Schritten auf
der Stelle; wir brechen die Iteration wieder ab, sobald
zwel aufeinanderfolgende Iterationsvektoren gleich sind.

Wir begrinden und beschreiben anschlieBend in Abschnitt 8.2
ein Verfahren zur Bestimmung einer EinschliefBungsmenge fiir
die exakte LOsung 4 einer Gleichung # = OCle + z, das da-
rauf beruht, daB ein Vektor 2y EVn([(R)) ermittelt wird,
der bei der Abbildung @——»CX@i-ﬂ in sich abgebildet wird.

Im folgenden werden noch kurz einige flr die Herleitung und
Begriindung dieses Verfahrens notige Begriffe zusammengestellt
bzw. definiert.

In Definition 7.1 haben wir zu D =[d4;,d JeI(R) 1inf(D) und
sup(D) erklért durch inf(D) := d; , sup(D) := dy .-

Entsprechend haben wir zu € Vn(I(R)) inf (&) und sup(®)
erklédrt; inf(ot) und sup(®) sind Vektoren aus Vn(R), deren
Komponenten die unteren bzw. oberen Intervallenden der Kom-
ponenten von a sind. Es ist inf(&) £ sup(&)

Flr Matrizen OLe€M_(I(R)) haben wir inf((X) und sup((X)
analog erklirt.

Fir o, b e VL(I(R)) gilt nach Definition der Relation "£" in
Vn(I(R)) (siehe Abschnitt 3.2):
o= b % inf(x) £ inf(6) A sup(x) = sup(f).

Definition 8.2: Unter dem Mittelpunkt eines Intervallvek-
tors 4¢ = (Xi) € Vn(I(R)) verstehen wir den Vektor

g =3 (1nf(e) + sup(e))
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Entsprechend definieren wir als Mittelpunkt einer Intervall-
matrix X = (Agy) €M (I(R)) die Matrix

@ := 3 (inf (&) + sup(())

Es ist 4 e V_ (R) , XeM (R)

Definition 8.3: 2Zu &,b ¢ v (I(R)) mit & =& Dbezeichne
[,8] die konvexe Hille von & und 4 in Vn([(ﬂ))

Es sei @=(X;), %=(Y;), dann ist fengl = (an(xi)’sup(yi 1)

Definition §.4: 2Zwei Matrizen Ol = (Aik) und O(. = (A
aus Mn(I(R)) heiBen indexfremd, wenn fiir jedes Indexpaar
(i,k) gilt: Afs AS =0,

(@lso hichstens eines der beiden Intervalle Aik und Aik un -
gleich Null ist)

ik)

Ot€e M (I(R)) heiBt indexfremd, wenn es als Summe (X=X 1+ UL
zweler indexfremder Matrizen @( = 0 und (X < 0 darstell-
bar ist.

Wir bemerken noch, daB sich jede Matrix (XGM (I(R)) eindeu-
tiyg darstellen 1&8t als Summe (6 qu Gl + 0(2 zweler Matri-
zen OY = 0 und Ol £ 0.

Nach den Uberlegungen von Abschnitt 3.2 existieren in
Mn(l(n)) beziglich der natiirlichen Halbordnung zu zwel Ele-
menten stets Infimum und Supremum (d.h. Mn(I(R)) ist ein
Verband)

Die eben beschriebene Zerlegung ist nun gegeben durch

O = sup(®,6) + inf (X, 0) .
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8.2 Ein Verfahren zur Bestimmung einer EinschlieBungsmenge

flir die Losung der Gleichung p» = (s + 4

Vorgegeben sel die Gleichung » = Olg + & mit

Ote M (I(R)), be v (I(R)) . Ihre Losung 4" soll durch
Iteration auf einer Rechenanlage bestimmt werden. Nach den

in Abschnitt 8.1 durchgefilhrten Uberlegungen ist es zweck-
midBig, diese Iteration mit EinschlieBungsmengen durchzufiih-
ren. Wir entwickeln ein Verfahren zur Bestimmung eines dafir
geelgneten Anfangsvektors und zeigen dann, wie dieses Verfah-
ren anzulegen 1st, damit der gesamte Rechenaufwand fiir die
Bestimmung, dieses Anfangsvektors und die anschlieBende Itera-
tion minimal wird. Alle Uberlegungen werden zunichst in der
exakten Uber dem Korper der reellen Zahlen aufgebauten Inter-
vallrechnung durchgefiuhrt; anschlieBend wird die Realisierung
des Verfahrens auf der Rechenanlage besprochen.

Wir begriinden und beschreiben Jjetzt ein Verfahren zur Be-
stimmung eines Vektors 4/, mit der EinschlieBungseigenschaft
‘6’0 > 4% . Der Grundgedanke bej. diesem Verfahren ist, zu einem
beliebig vorgegebenen Vektor # € Vn(R) einen nichtnegativen
Vektor 3¢ Vn(R) (also 3 = 0) so zu bestimmen, daB der Ia-
tervallvektor

o t= 4+ E33 = B34+

durch die Abbildung 4#— & ¢+ & in sich abgebildet wird.
Dann erfiillt ndmlich ¢, die Voraussetzungen von Satz 8.2 b;
daraus wieder folgt flir die Iteration 4@y, = (9(4€v+ A mit
dem Anfangsvektor /eo:

£, >4, > ’€2>......7 ',

d.h. die 4¢, bilden eine absteigende Mengenfolge, die gegen
40" konverglert.
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Bei der Herleitung des Verfahrens wird sich dann auch erge-
ben, welche Voraussetzungen die Matrix X erfiillen mu8, da-
mit die Bestimmung eines Vektors #, mit der angegebenen
Eigenschaft moglich ist.

Die Anregung zur Entwicklung dieses Verfahrens gaben die Ab-
handlungen in [5] liber monotone Operatoren, speziell § 21.5 .
Dort wird ein Verfahren beschrieben, mit dem bei reellen linea-
ren Gleichungssystemen geeignete Anfangsvektoren fiir eine spe-
zlelle Doppeliteration bestimmt werden. Dieses Verfahren 1ift
sich librigens mit dem Ergebnis von Satz 4.14 noch wesentlich
verallgemeinern. Die entsprechende Verallgemeinerung haben

wir hier gleich mit einbezogen.

Im folgenden wird mit Ungleichungen in Vn([(R)) und N&I(I(R))
operiert; die dabel verwendeten Regeln ergeben sich alle un-
mittelbar aus der Definition der Relation "=" in V,(I(R))
bzw. M (I(R)) und den Regeln flir das Rechnen mit Unglei-
chungen in R .

Die Matrix X werde aufgespalten in die Summe (= al +9(£ der
Matrizen (9Cl >0 und (X, £ 0 . Wegen der Subdistributivi-
tdat gilt flir alle ‘eGVn(I(R)):

g+ LcOlie+ Ot +4 .
Fﬁrbéo ist - 4‘:-35 1;+3, also

G -3) « Oty (+3) und O, (H+3) & O, 0-3) -
Daraus folgt

ok [ -3, 4+3) + b0 [8-3.8 3] + O [6-3,d+3] + £ =

[, G-3), 0 (e ]+ [0, G43), &, (§-3)] +4 =
[0 G-3)+ Oy (+3), Oy e+ O (-3 ) + 6
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3 (4 ‘6
Also wird [4-3,4+3] durch die Abbildung w—Qg+
jedenfalls dann in sich abgebildet, wenn

4‘;_2) .4_(11 (4?5-5)+ 0(2(4?+3)+fe (Xl ({2+3)+0f2(4,3-3)+8= 4‘i«+3 . (1)

Die mittlere Ungleichung ist hier fir ; = 0 von selbst
erfillt; wir bestimmen 3 = O so, daB auch die beilden &HuBe-
ren Ungleichungen gelten.

Wegen der Subdistributivitidt gelten die &duBeren Ungleichun-
gen 1in (1), wenn

4-3 & O 4 -(X13+0¢217+ C3+6 £ X i+ O 3s O - Q3+ <3, (2)
Flr Vektoren ¢V (R) und Matrizen O, O eM (L(R)) ist

Qe +0e= (0)+0)e una K- K ,¢= (0( (9( ) 3
deshalb ist (2)_ hquivalent mit:

'“’-3 = ((x-1+a2 )4‘{"‘&'((1 1‘ ae)gé (a1+a2 )4;‘*'&'* ((xl '&2)_3 é{{:*'; (2’ ) .

Es sel A= 0w+,
&:=(9C1 -0(.2, dann ist & = ¢
und G = 1+ 101> [0+ Ol = (mie J (= |, wern
& indexfremd).

128 (A N
Nach Voraussetzung ist # €Vn(R), also ist 4 -4 = ¢,
deshalb ist (2') dquivalent mit

v v~

;4 '—11'4-&; < 3 (211)

.gf.

_éﬁ

Die mittlere Ungleichung in (2") ist fiir = 0 von selbst
erfiillt, die beiden duBeren Ungleichungen in (2") sind er-
fillt, wenn

- -4 = 3 - sup(&g) und (4:'— 4) < - sup(@(g)- (3)
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Aus (3) folgt ndmlich (wegen sup(oc3)e V. (R) ist
sup(&;,) -_nup(&g) 0 ):

In

'3 ~ -
- (B'-4) + sup(®3) =3 und (4'-4) + sup(&g) <3,
”n ~

daraus wiederum folgt wegen OC’A = sup((Xg)

Ly L A Ly o A

' -4) +Q3 =23 und (4 -4) + &3 £13 ;
multiplizieren wir noch die linke Ungleichung mit -1,
so haben wir gerade die beiden HuBeren Ungleichungen von

(2") vor uns.

Aus der Definition der Relation "=" in Vn([(R)) und den
Beziehungen

1nf(‘€) & SUP(’C) £ "el sowie inf(-’e) < sup(-{) P |,.el
folgt Jjetzt:

Beide Ungleichungen in (3) sind erfiillt, wenn

(3

@ - &) <3-swp@y) . (1)

Fir X ¢ M L(E(R)) mit & =0 ist sup((X) = [ ;
mit 3 = 0 ist dann. sup(&g) sup(@(,)3 = l(ﬁclz

Aus (4') wird damit:
|G -6)] ¢ 3- IOH; (1)
Insgesamt erhalten wir jetzt den folgenden

Satz o.h4: Es sei i, 36 vV, (R) mit j=o l}evn([(n)),
Gem (L(R)), Ol:= sup((X,0) - inf((X,3);
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und es gelte (0L +b- &) 23 -ﬁ]} s (#)
dann wird der Intervallvektor ¢ := B-3, 4'@+$] durch
die Abbildung p— Q¢+ & in sich abgebildet.

Der Bewels folgt unmittelbar aus den oben durchgefiihrten
Uberlegungen, wenn man beriicksichtigt, daB die geforderte
Darstellung von (X als Summe (X = (Xl + 0(2 mit OC 120,
(12 £ 0 gerade durch (X = sup((X,0) + inf((X,0) gegeben ist.

Ist nun g( l&& ) €1, so existieren zu beliebigem @evn(ﬂ),
&evn(t(n)) stets Vektoren 3¢ Vn(R) mit 3 = 0 , die Be-
dingung (%) erfiillen. (Fiir indexfremde Matrizen (X ist

[& =& wund die Forderung e |®l) < 1 vereinfacht
sich zu Q([QU) < 1)

Wie sich aus dem Beweis von Satz 4.14 ergibt, existieren
nimlich dann zu I&. =: (| ﬂijl) positive Zahlen
kl,...kn > 0, fiir die
A
Il

o $= max 'll(_izj"xijlkj < 1 (5)

Wir setzen Jetzt voraus, daB solche Zahlen kl,...kn be-
kannt sind; in vielen praktischen Fdllen kommt man mit
kl = k2 = kj = 4es kn =1 2zum Ziel; das bedeutet, daB das

sogenannte "Zeilensummenkriterium" erfiillt ist.

Aus dem Bewels von Satz 4.14 ergibt sich auch, wie geeignete
kl, . .,kn durch Eigenvektorbestimmung ermittelt werden kon-
nen.

Geeignete Vektoren 3 , die der Bedingung (4) geniigen, las-
sen sich nun bestimmen durch den Ansatz 3 = c(ki) mit

¢ = 0 . Durch Einsetzen von (4) erhalten wir folgende Be-
dingung fir c:

W ote (kg - 2 (R 1) rur alle 1 .
J
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Wegen (5) ist (i, - 2_ H\‘ijlkj) >0 fir alle 1 .

N
(4) ist also erfiillt fiir alle 3= c(ky) mit c = c',
dabei ist:

¢! := max —————-—(lw'—”ni:

= (6)
1K —%[Aijlkj

(Fiir die i-te Komponente eines Vektors 4 schreiben wir

hier (u)):l )

Damit erhalten wir insgesamt: Fir c > c¢c' wird jeder
Vektor

[
fo(c) =4 + C (["kinkij)
durch die Abbildung 4+—> X #+ 0 in sich abgebildet.

Daraus erfolgt nach Satz 8.2 b, daB jeder solche Vektor
/go(c) Obermenge der Losung 4" der Gleichung ¥ = Qe+ &
ist, und daB die Iteration 4 = ¥, + & mit #,(c) als
Anfangsvektor eine absteigende gegen 4" konvergente Mengen-
folge ergibt.

Fir alle c = c' ist 42 (c) >4 (c') > 9" .

Als Anfangsvektor fiir die Iteration zur Bestimmung von
. P

wehlt man deshalb a¢  := /@o(c ) .

Damit sind wir grundsidtzlich fertig.

In einem kurzen Riickblick weisen wir noch auf einige wichtige

Gesichtspunkte hin:

Wir gingen aus von dem Problem, die LOsung einer Gleichung

# =g+ & mt Oem (1(R)), €V (I(R)) auf einer Re-
chenanlage durch Iteration zu bestimmen; und stellten zu-
nidchst in Abschnitt 8.1 fest, daB die auf der Rechenanlage
berechnete Approximation fir die exakte Losung y“ diese nur
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dann mit Sicherheit enthilt, wenn man die Iteration mit Ein-
schlieBungsmengen durchfilhrt. Oben haben wir nun ein Verfahren
zur Bestimmung eines dafUr geeigneten Anfangsvektors +f,
entwickelt. Vora’l\xssetzung fir die ﬁpwendbarkeit dieses Ver-
rahrens ist Q(|Ol) <1; dabei ist (X = sup(H,0) - inf (L, 0).

Wir mdchten besonders hervorheben, daf die Bedingung
g(-l&l) <1 wegen |0 = 80 also e(lol) = of 1)
schiarfer ist;als das notwendige und hinreichende Kriterium
Q(I) <1 friir die Konvergenz des Iterationsverfahrens
Koy =0, + b (siehe Abschnitt 6).

Flr indexfremde Matrizen jedoch gilt l@(| = [(X| ; |Dbei
Konvergenz des Iterationsverfahrens ist also hier auch das
angegebene Verfahren zur Bestimmung des Anfangsvektors
stets durchfihrbar. Eine wichtige Klasse indexfremder Matri-
zen bilden ilibrigens gerade die reellen Matrizen & ¢ Mn(R) .

Wesentlich bei der Durchfilhrung des Verfahrens ist nun die
Kenntnis positiver Zahlen kl, .o .kn mit der Eigenschaft (5).
(Der Beweis von Satz 4.14 zeigt, daB unter der Voraussetzung
g( &l ) < 1 stets solche Zahlen existieren und gibt zugleich
einen Hinwels, wie solche Zahlen bestimmt werden konnen.)

Grundsidtzlich liefert Jetzt das Verfahren zu jedem beliebigen
Vektor 1'»'& eVn(R) einen flir die Iteration geeigneten Anfangs-
vektor 4¢, mit den beschriebenen EinschlieBungseigenschaften.
Man bestimmt dazu c' aus (6), und erhdlt damit:

oy = 4‘?,+ c! (['ki’ki]) .

Durch 4'7. wird nun gerade der Mittelpunkt go (siehe Definition
8.2) des Vektors 4, Vvorgegeben, deshalb hdngt auch die Gite
der Approximation von 4¢* durch ‘eo wesentlich von der Viahi
des Vektors 4?' ab.
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Jetzt sind wir vor allem noch daran interessiert, den ge-
samten Rechenaufwand zur Bestimmung von 4" , und zwar ein-
schlieBlich der von 1{0 ausgehenden Iteration, moglichst
klein zu halten. Dazu ist es zweckmidBig, nicht von einem be-
liebigen 4‘2 auszugehen, sondern vorher durch (reelle Rech-
nung) ein 4(47 so zu bestimmen, daB der damit bestimmte An-
fangsvektor ‘eo die exakte Losung 4* schon moglichst gut
approximiert; dann fiihrt auch die von 4e° ausgehende in-
tervallmidBige Iteration in entsprechend wenig Schritten im
Rahmen der erreichbharen Genauigkeit auf 4¢°.
. v
Wie man ein solches 4 bestimmen kann, zeigen die folgenden
{iberiegungen:
Da ‘eo zu vorgegebenem Mittelpunkt Zo = 4:4'/ so bestimmt wird,
daB es die exakte Losung 4° enthidlt und moglichst approxi-
miert, erhielte man hier optimale EinschliefBungsschranken fiir
4" durch die Wahl 4‘1 = ﬁ' Der Mittelpunkt 4—6“ von #«¢* 1ist
nun natiirlich nicht bekannt. Deshalb werden wir 42 so wéhlen,
daf es Losung eines Gleichungssystems ‘f = a ‘f+ fi mit
Xe®, Leb ist; dann ist ndmlich nach Satz 7.1 schon 44 €4%

(Fiir alle @eX ist (L) = g(IKI) < g( ) <1, also

g- Q& nicht singuldr und damit die Gleichung 4 = Ay +»&
eindeutig 16sbar.) Im Durchschnitt der Fille kommt dabei 4‘4'/
dem Mittelpunkt ﬁ von 4p* am ndchsten, wenn man fir (6
und *() die Mittelpunkte _(2(_ von X una _{{ von 4 wanit.

Diese plausible Erkldrung wollen wir noch durch folgende
Uberlegung unterstiitzen:

Unser Ziel ist ja, den Vektor Afi so zu bestimmen, daB der
dazu berechnete Anfangsvektor A(o die exakte Losung 4*
moglichst gut approximiert; wegen ‘(’o pJ le‘ ist das dann der
Fall, wenn die Komponentendurchmesser von Ieo moglichst klein
sind. Die Komponentendurchmesser von ‘eo betragen 2c'ki, sind
also im wesentlichen durch c¢' bestimmt. Die Abhidngigkeit der
Zahl c' von 4 ergibt sich aus (6); daraus entnehmen wir:
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Um ein méglichst kleines c' (und damit moglichst kleine
Komponentendurchmesser fir « o) zu erhalten, missen wir 1'('«
so bestimmen, daB die Komponenten des Vektors Hl'-4(H=
=|(X4+6-4| mbglichst kein werden.

Bekanntiich ist der Absolutbetrag IAl eines Intervalles

A = [a,a+d(A )] bei vorgegebenem Durchmesser d(A), und
beliebigem a dann am kleinsten, wenn A symmetrisch ist.
Nun sind zwar die Komponentendurchmesser von (4‘7/'-4'}) nicht
konstant, aber im Durchschnitt der Fdlle sind die Absolutbe-
trige der Komponenten des Vektors (%'-{'&) wieder dann am
kleinsten, wenn wir A‘i so bestimmen, daB (47.'-1;) ein sym-
metrischer Vektor wird.

Jetzt zeigen wir noch, da8 (4'1'-{1—) dann symmetrisch wird,
wenn wir - wie oben schon vorgeschlagen - fir 4'4" die LOsung
der Gleichung 4 = XX 4 + 4 mitc M = L (Mittelpunkt von (X)
und & = § (Mittelpunkt von 4) einsetzen.

Es sel also 4‘7' zunidchst LOsung einer Gleichung f = 0(4( +6
mt e , &edh, dann ist

f= (-, also |
B-fi=0f +L-g=-CE-0+6- (E-Q0 4 =
-6 - @-8) @8 .

Es gilt nun

Hilfssatz 8.5: Es selen Ocemn([(ﬂ)), lsevn(m(ﬁ)) und

X pzw. £ die Mittelpunkte von & bzw. & , dann ist der
Vektor & - (X-¥€) (_q,_-'ﬁ)'l& symmetrisch.

Bewels: Wir beginnen mit einer Voriiberlegung:
Es seien aJ, bJ €R, BJGI(R) (j =1,2,...n) ,
dann gilt nach dem Distributivgesetz (siehe Abschnitt 1):
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= 1
?(bJ+BJ) ay %bj a‘j+%}3'j ay (1)

Alle B &lverden Jetzt zusitzlich als symmetrisch vorausgesetzt;
nach Hilfssatz 4.7 sind dann auch die Produkte B‘j a‘j symme-
trisch; damit ist auch Z BJ a‘j ein symmetrisches Intervall.

J

Jetzt sel d := > bJ &y dann folgt aus (1):
J

Das Intervall = 2 (bJ + BJ) 2, hat den Mittelpunkt
J
D= d.

Jetzt sei b e M (I(R)) , & = (bij) der Mittelpunkt von &
. , . -1
¥ sei nichtsinguldr und $7° = (ai.j) ,

dann sind die Komponenten B,, der Matrix (Bij) = &%
symmetrisch und es ist & = (bij + Bij) .

Die Komponenten der Matrix &% £~ = (% (b13+B1J) a,jl)

sind jetzt Produktsummen der oben betrachteten Gestalt,
mit d =0 fir 1§ und d =1 fir 1i=j .

-1- -0-

Ly’ - -1-
-0- -1-

Jj&‘l halt also die Gestalt

Dabel bedeutet

-0- ein symmetrisches Intervall, also mit dem Mittelpunkt O,
-1- ein Intervall mit dem Mittelpunkt 1.

Der Mittelpunkt der Matrix (&€ -(%) ist nun (€ -(X), also
hat auch (€ -CX) (E’-Q(_)'l die angegebene Gestalt, damit
wird aber

8= (8- (E-Q0)7 4

ein Vektor mit dem Mittelpunkt &:=_& ; daraus wieder folgt,
daB8 & - {' ein symmetrischer Vektor ist. O
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Zum AbschluB beschreiben wir noch zusammenfassend, wie nach
den bisher gefiihrten Uberlegungen die Losung einer Gleichung
£=Cp+b mt Oem (LR)), Hbev (I(R)) auf der Re-
chenanlage durch Iteration mit EinschlieBungsmengen bestimmt
wird.

Um Verwechslungen auszuschlieBen 2zwischen Aussagen, die im
Korper der reellen Zahlen richtig sind und solchen, die in
der zugrundegelegten Maschinenintervallarithmetik .gelten, be-
zelchnen wir die maschineninterne, intervallmiBige Darstellung
aller GrdBen durch einen Index "M". Etwa O('M oder ky sind
dann die Darstellungen der Matrix & pzw. der reellen Zahl k
in der Maschinenintervallarithmetik; die Verknlipfungen der
Maschinenintervallarithmetik bezeichnen wir wieder mit
"®,®,®, ®"; die zugehdrige Summenbildung mit D.

Vorgelegt sei jetzt die Gleichung o =C8g + 4 mit

Qe M (I(R)) , Be vV (I(R)) ; X sei aufgespalten in
RX=0, + X, mt O, =0, (X, <0 und fiir die Matrix
N

(x=(ﬁij) :=Gl-a2 gelte g((&l)<1.

Dazu seien positive Zahlen kl,... kn bekannt, fir die
< pis
g} |AiJ‘M®kJM kyy - fr alle 1 . (K)
Bei der Bestimmung der LOsung gehen wir in drei Schritten vor:

1. Schritt: Wir bestimmen durch gewShnliche reelle Rechnung
mit herkdmmlicher Rundung eine Approximation filir die Losung
des reellen linearen Gleichungssystems

0= + &

Dafiir kann Jedes herkdmmliche Verfahren verwendet werden.
Bel Iterationsverfahren kdnnen dann auch alle bekannten Ma3-
nahmen zur Konvergenzbeschleunigung, also auch sukzessive
Uberrelaxation verwendet werden.
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Das Kriterium flr den Abbruch der Iteration wird man dabel
so wadhlen, da3 flir Ausgangssysteme # = OC'€+ A mit

Oem (R), be Vv (R) die Losung wirklich so genau berech-
net wird, wie auf der Maschine liberhaupt mdglich, wihrend
fir Qe (I(R)), be v (L(R)) die erstrebte Genauigkeit
einem vorgegebenen Bruchteil des maximalen Komponenten-
durchmessers in X und ys entsprechen kann.

Die so berechnete Approximation fir die Ldsung der Gleichung
o= g + £ bezeichnen wir mit ‘.i =1‘5M und geben sile als
Mittelpunkt ‘f.g = 47 der zu bestimmenden EinschlieBungsmenge

‘eo vor.

2. Schritt: Hier soll der Anfangsvektor A@o bestimmt wer-
den; dieser ist theoretisch bestimmt durch

(od +& -4
ky - jzlﬁijl'k‘j

[
=4+ ' ([-k,,k;]) mit c' := max
o 171 1

Alle Rechnungen in diesem zweiten Abschnitt werden aber
jetzt auf der Maschine intervallmidB8ig durchgefiihrt; die Aus-
wertung des Ausdrucks fir c' in der Maschinenintervallarith-
metik ergibt dann: '

e 1= max ((Oy @iy @bySihy 1) © ey @ BIR, i) 5

Nach Voraussetzung (K) sind alle Divisionen auch auf der
Rechenanlage durchfihrbar.
Es gilt clz‘li 0. Mit cl\'d bilden wir schlieBlich

Cou =4y ® oy@([kyok y)

Bemerkung: Es wlirde hier genligen, allein ale obere Intervall-
grenze von cl\'ll zu bestimmen, denn }(oM hdngt nur von dieser
ab. (In der exakten Intervallarithmetik gilt fiir C, K¢ I(R)
mit C=0 und K symmetrisch: CK = [ClK = sup(C)X; in der
Maschinenintervallarithmetik gilt natilirlich die entsPrechenue

Aussage.)
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5. Schritt: Von "foM ausgehend iterieren wir intervallmis-
sig nach der Iterationsvorschrift

@) ®yum ‘={O( M®‘e"M®eM}A tem

Wie wir oben zeigten,gilt in der exakten Intervallarithmetik

fir die Iteration 4, = a'e‘,+ b mit dem Anfangsvektor ’eo
I's

stets ¥,2 82> %> 4?}). .« « . D% die Durchschnitts-

bildung in der Iterationsvorschrift (D) ist als theoretisch

bedeutungslos.

In der Maschinenintervallarithmetik mit ihrer beschridnkten
Genauigkeit geht zwar wegen der Rundung nach auBen auch bei
der Rechenvorschrift

(1) MMM:"—'G‘M@"QVM@&M

Jede EinschlieBungseigenschaft W} . :=4 >4¢* auf alle
Iterierten ’hg,,M Uber, aber die Einschlieflungseigenschaft

" % v Yt flir alle +" kann verlorengehen. Dies hitte eine
Verlangsamung der Konvergenz zur Foige und brdchte Schwierig-
keiten beili der Formulierung eines geeigneten Abbruchkriteriums
(siehe dazu Abschnitt &.1); all das vermeidet man durch die
in Verfahren (D) einbezogene Durchschnittsbildung.

Hat aber die zugrundegelegte Maschinenintervallarithmetik die
Tellmengeneigenschaft,so ist es zweckmi#sig, 7zunidchst doch
einen Iterationsschritt nach der Vorschrift (I), also ohne
Durchschnittsbildung durchzufiihren und nachzupriifen, ob

"glm in MOM enthalten ist.

Ist ndmlich ] OM”'JlM’ so gilt nach dem Korollar zu
Satz 8.3 auch bei Zugrundelegung der Iterationsvorschrift (I)
(E)  Nyymd2Weuy [firallev.

In diesem Falle sind also die Iterationsvorschriften (D) und
(I) in ihrer Wirkung identisch, nur ist das Verfahren (D) mit
der Nachpriifung der sowieso erfiillten EinschlieBungseigen-

- 121 -

schaft (E) belastet; diese wird deshalb hier besser wegge-
lassen, d. h. man arbeitet mit der Vorschrift (I).

Die Iteration wird Jeweils abgebrochen,sobald zwei aufeinan-
derfolgende Iterationsvektoren gleich sind. Dieser Fall tritt
wie in Abschnitt 8.1 schon gezeigt wurde, nach endlich vielen
Schritten ein. Wir erhalten so in der zugrundegelegten
Maschinenintervallarithmetik fiir die Iterationsvorschrift (D)
einen Fixpunkt Ae;,l.

‘6,;1 enthdlt nun mit Sicherheit die exakte Losung 4 der
Gleichung #¢ = ate + 4 und approximiert sie im Rahmen der
Maschinengenauigkeit.

Nach Satz 7.1 enthilt ﬂeh nun auch zu Jjeder Gleichung
= D 7 x
O = aT'eT + 8,1‘ mit Q¢ & una 5TC & den Komplex {'FT}

und die Hiille lg_,i, der Losung gq.

Bemerkung 1: Natiirlich kann man filir die abschlieBende inter-
vallmiBige Iteration statt des Gesamtschrittverfahrens auch
das Einzelschrittverfahren verwenden; auf Grund der in Ab-
schnitt 6.2 gewonnenen Ergebnisse muB das Einzelschrittver-
fahren sogar als glinstiger angesehen werden.

Alle fiir das Gesamtschrittverfahren durchgefilhrten Uberlegun-
gen gelten fir das Einzelschrittverfahren analog:

In der exakten Intervallarithmetik gilt fiir die Iterations-
vorschrift 4= Lguw+ (D +R)p, +4 bel Verwendung des
oben definierten Anfangsvektors /‘eo stets

’903'913‘323 '933‘ e X A
Dies folgt aus der entsprechenden Eigenschaft des Gesamt-
schrittverfahrens und der Teilmengeneigenschaft.

In die Iterationsvorschrift filir die Rechenanlage bezieht man
aber aus denselben Griinden wie oben beim Gesamtschrittver-
fanren zweckmidBig eine Durchschnittsbildung mit ein. Die
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Iterationsvorschrift lautet dann: .
(DE) vy ={% ¥y @ (9,@%)@%@%}/\ o

Hat die zugrundegelegte Maschinenintervallarithmetik die
Teilmengeneigenschaft, so kann man wie beim Gesamtschrittver-
fahren vielfach auf die Durchschnittsbildung verzichten.

In-diesem Falle gilt ndmlich auch flir die Iterationsvorschrift
(18) 4y 2= &y Oy @ (90K )Cun@b)y
Aus "QOMY)élM folgt \QvMy‘ﬂvquﬁei fir alle V.

Man beweist das genauso, wie die entsprechende Aussage flr
das Gesamtschrittverfahren (siehe Korollar zu Satz 8.3)

Im Falle W  :=" ¥y 1st also die Vorschrift zur

Durchschnittsbildung im Verfahren (DE) wieder ohne Wirkung
und wird deshalb besser weggelassen; d. h. man arbeitet mit
der Vorschrift (IE).

Bemerkung 2: Wir wollen das oben angegebene Verfahren noch
bel seiner Anwendung auf reelle lineare Gleichungssysteme
®= O +b mit (e M, (R) und be V_ (R) interpretieren:

Hier ist élﬂ die auf der Maschine durch reelle Rechnung mit
iiblicher Rundung berechnete Approximation fiir die exakte
Losung; fir diese werden in *eoM zundchst Fehlerschranken
bestimmt und anschlieBend durch intervallmiBige Nachiteration
verbessert. )

9.
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