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Предисловие 

Многие задачи в различных областях естествознания и техники представляются как сложные системы 
алгебраических уравнений, а также как системы с неточными данными. Часто требуется получить 
гарантированные решения этих задач, то есть решения, заведомо находящиеся около истинного решения, а 
не искаженные аппроксимациями и ошибками округления  приближенные решения. Для получения 
гарантированных решений используются методы интервальной математики, а также интенсивно 
развивающиеся в последние годы интервальные методы распространения ограничений. 

Целью данного совещания было желание собрать вместе ученых, занимающихся исследованиями в 
области интервальной математики и распространения ограничений для взаимного обмена мнениями и 
совместного обсуждения существующих проблем. Мы считаем, что такое общение будет способствовать 
взаимному обогащению идеями и приведет к более широкому использованию методов интервальной 
математики в методах распространения ограничений и наоборот. В настоящее время в России существует 
всего два места (Москва и Новосибирск), где ведутся работы по интервальным методам распространения 
ограничений. Мы надеемся, что данное совещание послужит толчком к более широкому применению этого 
подхода. 

Следует отметить, что в России такое взаимодействие началось около двадцати лет назад и, вероятно, 
было первым в мире. С начала 90-х годов работы по интервальным методам распространения ограничений 
присутствовали на всех российских конференциях по интервальной математике, однако данное совещание 
является первым российским мероприятиям, специально посвященным этим двум подходам, взаимно 
дополняющим друг друга и расширяющим возможности получения гарантированных решений сложных 
практических задач. Мы ожидаем, что конференции с такой тематикой станут регулярными и будут 
привлекать большее количество участников. 

На Совещании представлены доклады, отражающие различные аспекты интервальной  математики и 
методов  распространения ограничений: 

- решение интервальных линейных систем уравнений; 
- решение нелинейных алгебраических систем уравнений; 
- исследование дифференциальных уравнений и динамических систем с интервальной неопределен-

ностью; 
- приложения методов интервальной математики и распространения ограничений; 
- решение оптимизационных задач с использованием методов распространения ограничений; 
- вопросы построения кооперативных решателей. 
Труды Совещания включают все принятые доклады, в то время как Программа Совещания отражает 

только доклады, представленные авторами лично. Доклады, которые не были представлены, находятся в 
конце сборника.  

 
А.Л. Семенов 
С.П. Шарый 
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����� ������%��"!�� 	���%
��	������ ������ ���� ���
���
 ����
	������ ����� N�!���� ��� "���� �"�� ��
�	� '����
�	���
"���	��� ������ ���� �	���� !����� ����� ������ ����
	������ �
�(���������� ���
�2�� �� �	����	�
�M*� ���	����� �"
���� 	���������� 	 ���! �	����	� ������������ ����
	������ �
�(����� �� 	���%
������ ����� ���� 	 ����
���� "���	��� ������ 	��
������� ������
	������ ���
�2�� �� �	����	� �M*�
�� �� � ��
!&������ +
�	�
�! ���� ��� ������ ����
����� "���	�� ����� �"������ �	����	�� �M*�
�� 	�������� �� 
��
�"������	 �
��
����
�����


����� � � � ��������� � � 	 ������


�

��� ������
�� �������� ������
����� ���
�2� �� � � ����� � �
��� � ��������� 	����
� �� � ����� � �

� 
�����	������ �� �
�����	������ 0�������	 ���
�2� � � 	����
� � �
����� �� �����! ��
��������
�2���� 	

	 � ������ � 	 ������


�
�

+
������ �	 ��� 	 ���
�2� � ������
����� ������������ ���	��� ��������� 0������� ��� � ��� �����
���!��	!� &�
��! �"�������

�� , ���
�2! ���!����!� �� � ������� 0�������	 ��� � ��� �� � ��� �
�� ��� �
��� , ���
�2! ���!����!� �� � ������� 0�������	 ��� � ��� �� � 
�� ��� � ��� �
��� , ���
�2! ���!����!� �� �� ������� 0�������	 ���� � ���� �� � ��� �
�� ��� �
���� , ���
�2! ���!����!� �� �� ������� 0�������	 ���� � ���� �� � 
�� ��� � ��� ��

����
	������ ������� �������� ����"
�������� !
�	����� ��� � � � ���� � � ���!������ �� ��������
������� �!���� 
��������� ��
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����� ������������ ���	��� ��������� ����
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�	����	� ��
�
����� ��
� ���� �� ��
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	 � ������� � 	 � ������ ��� 	 � �������� � 	 � �������
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�
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�
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����� � � � ��������� �� �*E�

�������	����� ��
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�	���� � ������&����

	 ����� � 
��
�
	 ������� 	 �������
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����� � � � ��������� ��

� ��� ������	�� � ����!����! �
����������! 
�2���!>

����	 
	� �����	����� ���������������� ��� � � ����� � �� �� ����� ������� 	����� ��	�� �

� ����� ��!��� �"���� ���#$ 
� �������� #�!��� 
����� � � � ��������� � 	 	�
�


��
�
	 ������� 	 �������

�
�

=����  � 0((��� ����� � �
�"����� 	 	����
� �
�	�� ������ � ������%��"!�� ����
	������� 0�������
�� �� �������
	��� ����
�� ��� � � 
�� ������ ��� �� �� "��� �"����	��� 	��������� ��	�
&����
������������ �C�9�*E�� +�0���! 	�
��� ��� ������"
���� ����	�
���� �"�������� ��456%-�������.
���!�������� ���� � � �
�"������ ������� ������ ����
	������� 0������� 	 ���
�2�� ��"� 	 	����
�
� ��
�� ��� � �� � ���� � ����
+
�2��!
! !�!�&���� �2���� ��� 
����� � � � ��������� � ���
����	�� �
�"����� 0�������	 ��%

��
	������ ������� �8� �� �� ��	��
��� �� ����&���� � ��������%�������� ��� � �� � ���� � ���
����� ���	� 
��"��� �������	 �� ��� � �� � ���� � ��� � ���	� !�!�&��� �2���! � �� �� )� �(�
���
����"��� �
�2��� �������	��������� !�!�&���� �2���� ����! ��� 
����� � � � ��������� � ��� ��� 0��
�������� 	 &�
��� ��	������ 	 ���"�����
��� ��������2�� -������ 	��	�� � �
���2. B8D � ��� 0�� "���
������
�	��� ��� ����
	������ ������	 ���"������ ��������2�� ���� � �
���
! ����� B*G*HD�>

	�%��
	�� �
�����!�� 	�� ����
	������ ������� �� � � ����
�� 	�������� 	 �
�2���� �
�"�����
�������� ��456 �� � � 	����� � �� �2������ 	 ��� �� 	 ������
�� ������ L

	�%	��
�� �
�"��� "!��� ��&� �! ����
	����!� ������! �� � � �� ������  ����
�� �"������	���

���
��!� �����!�&!�� �� ������ ������ �2���! 	 ��� �� ��� ������� 	������� 
����� � � �
��������� �L

	%�
����� 	 ���	�
������ �
�"����� ��456 �� "!��� �
�"��� ��&� ����� &�
���� �� ����
	������
0�������	�

���� 	 �
�2���� 	��������� ����
���� �� "!��� �����
 �	��� ������  ��������� �� �������%�
���
	��� 	

�� �� 	 ��� ��


� �**�

���

� , ����
	������ �� �%���
�2� � 
 �
� , ����
	������ �%	����
 � 
 ��

'
��� ���� �"
��!����  ������ "!�!� !��
������� �� 	��
������� �������� �2���� 	 ��� �� � ��
	!�
������ ������ ���  � ��� � ����	����	!���� ��456 �� � � � �2���! 	 ��� �� �
���
��!� 	 ������� ��
"!��� ����	��� �������� �� ������ &���� +����� ���	����� ���!��������� ��	��� ����
���� ����%

�� �� ���������� BAD ��� � ����	��� ������� ��������
 ���������� �
�����	��� 	 =�"��2� ���� ��
��
-�. �"������� ���
���
 �
��	��	������ :� ���������� �� ������ �
�"����� ��
����
�	 �
�����	�����%
�� 	 B<77AD �����"�� ��
� ����� ����
	������ ������%�������	 �� 	��!��� ����
	������ ������� �
!���	��� ������	���
=� ��������� "������� ��� !��� 
��!����� 
�"��� ����
���� � ������� 
����� � � � ��������� �

��	���� � ����� ���
��� �� �����"� ���!����� �2���� 	 ��� �� �� �� �� 	�"
������ ���� "���	��� ������
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*��� ���������� ���������! � � ��� �� � � � � ��&

3���� ��� $ 7���#�
� �����# � �� �����# �8�&

9�������� Æ � �&

�����

:����� 	 ����# ��	 ������ � � � ��������	 �&

����	
��

���������� �� � � �� � ;

�!����	�� �����# 
 � � ��� �	;

����������#�� ����� ������ � �
�
��� �� 
	

�
;

� ����� � ������#� ����! %�������� � � � � �����"���� Æ �

� ������ � � ����	 � ������ � � � ��	 �!����� ���������! 
%������ �$ ����
� ��������#� ����#;

�������� ���������!� ������!�������� ��� � �� � ���� � ���<

���� � � ��	 ��	 ������!" �� � � � �� �� � � � � � �$ �� ��������
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�� � ���

�� � ��� ��	 �� �	 �� ��� �	 ��� �� �	 �� ��� �	$

��

	� � ��

�	 � 
 �
�	
���� ��	 �$ �

��

	� � ���

�	 � 
 ��� ��	���	 �$

�� � ��� � �;

���� � � �� ��	 ��������� � � � �� �� � � � � � �$ �� ��������

�� � ��� � �$ ��

� � 
 ������ �� �$ �
��

� � 
 ��� ��� �� �$

��

� � ���

� � �� ��	  �� �;

�!����	�� ������ 
� � � ���� ��	 � 
�� � � ����� ���	;

#���	�� �� � �!��#� ���#
� ������ ��� �� 
	;

������� ������ ���� ��� 
�	 � ����� ���� 
�	 � ������ �$ ��"��		
��� #��	���������� �� ���������� ������� ���	;

���������� ���#� ������ ������ ���� ��� �� 
	;
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	 � 
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�&���� ��456%�������	 � � �
!��� , �� �"!���	�������� �������� ������ �"
��!���� ������%
��� 	��!�!� ������! ��K �� �� �2���	��� 	 �
�2���� 	��������� ����
������ # ��������� ��� ����
���"� �
� Æ � � 	���������� ����
����� �������� ��
������� "� �
����� � � � ��������� �� ���"����%
�� � ���������� 	��������� !���	�� �M7�� J���  � 	 �������� ��456 �!���
��� &�
��� ����
	������
0�������	 �����	����� -"���&��. 	 �
�	����� � Æ �� ��� �
�	��� �
�����&�� ����� �
�"����� ��
�%
���
�	 �� "!��� �
�
�"���	��� �� ���2� � �����! 2������"
����� 
������
�	��� ��� ��� ���
���	�!�
!�������!� �
�2��!
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� ���
 �� ����
�����
�
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� OPQ
����� ��

���
� ��

�*7�

��� �

�����������
����������

� ��� ���� �
�
����� ��

��
� ��

� ��� ���� �
�
����� ��

��
� ��

��� �
� OPQ
����� ��

��
� ��

�*8�

��� -OPQ. �"�������� 	�!�
������� ����
	��� �� ���	����


����� � � � ����� ��� ��� � � 
����� � � � ������� �� ��

5 ��������! ��������	� �!����	���� ����
	������ �� ���!��	�� &�
����� 0�������	 	 �� � �� �� ��
"��� 	��"�� ��	�
� ����&�� ��� 	 � � � �� ��
����� �� �������� ��456 �� � � � ������� ��� � ��
�� !�
����� �����! 	��������� 
����� � � � ������� �� ��
1���� 	 ����
	������ ������� 	 
��� ��������� ������� ! � ��������	����� �
���	����� 
�&����

������ �������� !
�	����� �� 0�������� ���
�2� � �
�	�� ����� ���� � �
���
! N��	! *G ����� B*D��
#�	���� (�
�!�� ��� 0��� �
���	����� � !������ ������
������� ���
�2� ������� !
�	������
+!��� � � � , ������
�� (����
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!
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� � � 	 	���
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�
�� � � � � �� 	� �� � � � � �

��
�

� ���� � � � ���� , �"
����� ���
�2� ��� 
 �� �
���	����� 
�&���� 	�����	����� ������
�����
�������� ������� 
� � � �� 0�������� 	����
� �
�	�� ����� ������ (�
�!����
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�	
� ��	�

�����	������� ���� 	 � �
��� , -�"
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В докладе предложено дальнейшее развитие подхода иммунокомпьютинга на класс сложных систем с 
параметрической неопределенностью интервального типа. С использованием правил и терминологии 
интервальной математики разработаны процедуры сингулярного разложения (SVD) интервальных матриц, 
обучения с экспертом и самообучения, классификации и представления результатов исследования в 
пространстве образов. Статья включает примеры интервальных иммунных систем для мониторинга 
проблемы чумы и информационной безопасности. 

 
Иммунокомпьютинг (ИК) как новый подход к вычислениям был предложен в работах [7, 8]. В его основе 

лежит биологический прототип иммунных сетей и строгие математические понятия формального протеина и 
формальной иммунной сети. В частности, подход к распознаванию образов на основе иммунокомпьютинга ис-
пользует понятие сингулярного разложения матриц для определения экстремальных значений энергии связи 
между формальными протеинами. Этот подход с успехом применялся для информационной безопасности ком-
пьютерных сетей, интеллектуальных систем охраны сложных объектов, мониторинга биологических систем (на 
примере проблемы чумы в Средней Азии) и т.д. 

В докладе представлены результаты дальнейшего развития подхода иммунокомпьютинга на класс интер-
вальных систем. Разработаны вычислительные алгоритмы сингулярного разложения произвольных интерваль-
ных матриц на основе центрового и адаптивного подходов, введено понятие интервальной энергии связи между 
формальными протеинами. Разработаны вычислительные процедуры обучения с экспертом и самообучения для 
сложных объектов с интервальными данными и параметрами, классификации и группировки на плоскости вы-
численных значений энергии связи. 

Разработаны реальные системы иммунокомпьютинга для интервальной биологической системы (чумной 
триады: носитель – переносчик – чумный микроб) и системы информационной безопасности в компьютерной 
сети. На основе введенного понятия индекса риска возникновения чумы [6] разработана вычислительная про-
цедура слежения за динамикой изменения этого индекса. Представлены результаты прогнозирования эпизоотий 
чумы для ланшафтно-экологических районов Прибалхашского природного очага чумы и результаты идентифи-
кации вторжений в компьютерную сеть. 

1 Математическая основа 

Мы будем использовать следующие обозначения: Rm, Rm×m – соответственно пространство вещественных век-
торов U с m компонентами и пространство вещественных m×m матриц A. IRm  —  множество интервальных век-
торов [U] 

[U] = [U− , U+] = {U∈Rm |U− ≤ U ≤ U+}, U− ≤ U+

с m компонентами и IRm×m – множество интервальных матриц  
[A]=[A− , A+] = {A∈Rm×m |A− ≤ A ≤A+}, A− ≤ A+, 

все неравенства понимаются в покомпонентном смысле. Вещественные интервальные компоненты интерваль-
ной матрицы [A] являются:([aij], i,j=1,   ,m) =([aij

−, aij
+]),

  
aij

−, aij
+ —  нижняя и верхняя границы интервалов. Для 

U ⊆ Rm интервальная оболочка □(U) определяется как 

□(U) = ∩ {[υ]∈I Rm | U⊆ [υ]}. 

Пусть задана вещественная интервальная матрица [A]∈IRm×n . Мы понимаем интервальную матрицу [A] как 
множество вещественных матриц размерности m × n, для которых  

{A| (∀ A ∈[A])}.                 
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Согласно [7] любой единичный вектор U с m вещественными компонентами  
 

U= [u1, …, um]T,  UUT = 1, 
 

может быть рассмотрен как особый вид формального пептида (ФП) с m−1 звеньями. Энергия связи между лю-
бой парой таких формальных пептидов {U, V}, размерности (m×1) и (n×1), соответственно, для заданной 
[A]∈IRm×n опредляется интервальной билинейной формой: 

 
[ω]=−UT[A]V,   (1) 

 
где [ω]∈IR1, [ω] = [ω−, ω+] = {ω ∈R1 |ω− ≤ ω ≤ ω +}, ω− ≤ ω+. Энергия связи ω ∈ R1 для ∀ A ∈[A] определяется 
билинейной формой: 

 
ω = − UTAV,  (2) 

где A∈Rn×m. Как известно, экстремальные значения билинейной формы (2) определяются с помощью сингуляр-
ного разложения матриц (SVD) матрицы A∈Rn×m: 
 

A = s1U1V1
T+ s2U2V2

T + …..+spUpVp
T,            (3) 

 
где si, i = 1,…, p – сингулярные числа матрицы ∀ A ∈[A], Ui, Vi, i = 1,…, p – левые и правые сингулярные век-
торы, p – ранг матрицы A. Эти сингулярные числа и векторы удовлетворяют следующим соотношениям: 

 
s1 ≥  s2≥…sp ≥ 0,  si = Ui

TAVi, Vi
TVi = 1, Ui

TUi = 1, i = 1,…,p. 
 

Пусть [A] ∈ IR n×m. Для данной интервальной матрицы [A] ∈ IR n×m, предполагаем, что интервальные пара-
метры [s1] ∈IR, [U]∈ IRm, [V]∈ IRn , обладают следующими свойствами: 

• [s1] содержит максимальное сингулярное число каждой матрицы ∀A ∈ [A]; 
• для каждого из этих сингулярных чисел интервальные параметры [U]∈ IRm, [V]∈ IRn содержат, по 

крайней мере, один соответствующий левый и правый сингулярный векторы.  
Ниже мы рассмотрим два подхода вычисления сингулярных чисел интервальной матрицы [A]: центровой 

подход и адаптивный подходы.  

Центровой подход 

Предположим, что интервальная матрица [A] может быть представлена как [A] =[AC−Δ, AC+Δ], AC = mid ([A]), 
где операция взятия средины интервального числа [aij] представляется в виде mid[aij] = aij

− +0.5(aij
− − aij

+) и по-
нимается в покомпонентном смысле. AC ∈ R n×m, Δ ≥0, Δ ∈ R n×m. Сингулярные числа интервальной матрицы [A] 
могут быть определены путем вычисления граничных собственных значений симметрической интервальной 
матрицы [B]= [A]T[A] [3]. Однако, такой подход существенно завышает реальные интервалы. Последние лучше 
определять непосредственно путем решения проблемы собственных значений для матриц AAT, A ∈ [A] [3].  

Пусть данная центровая матрица AC ∈ R n×m находится для интервальной матрицы [A] следующим образом: 
[A] ={A: | A−AC| ≤ ΔA}. (Здесь и в дальнейшем, абсолютное значение |⋅| и знаковое неравенство sign ‘≤’ понима-
ется в покомпонентном смысле). 

Множество сингулярных чисел интервальной матрицы [A] представляется в виде множества Σ: 
 

Σ = {si: ATAx = si
2x, x≠ 0, A∈ [A]}. 

 
В [3] решение для множества Σ было получено в аналитической форме. Пусть матрица S1

i является диаго-
нальной матрицей со знаковыми компонентами элементов xi, матрица S2

i представляет знаки элементов матри-
цы 2ACxi +δAxi, где |δAxi| < 2| ACxi|. Тогда квадраты сингулярных чисел si

2 матрицы AC + δA, ∀ |δA| ≤ ΔA, распо-
лагаются в интервале  

 
[si

2((Ac)TAC – 2(S1
iΔATS2

iAC)sym + S1
iΔATΔAS1

i), si
2((Ac)TAC + 2(S1

iΔATS2
iAC)sym + S1

iΔATΔAS1
i)], 
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где BBsym представляет симметрическую часть матрицы B. 

Адаптивный подход 

Случай 1. Пусть [A] ∈ IRn×m – интервальная матрица.  Тогда сингулярные числа [A] являются собственными зна-
чениями следующей матрицы [B]∈ IR (n+m)×(n+m), [B] = |BB1, B2|, где B1, B2 – являются столбцами, B1 = |0, [A]| , BT

2 

= |[A] , 0| . T T

Множество собственных значений интервальной матрицы [B] представлено в виде Σ1: 
 

Σ1 = {(λ, x)∈ Rn+m+1| Bx = λx, x ≠ 0, B ∈ [B]}. 
 

Используем следующую функцию [4]: 
 

F{(ΔX, ΔΛ)T} = −R {([B]−λΕ)x, Ix−1}T+{Ε−RG}{(ΔX, ΔΛ)T}, 
 

где ΔX∈IRn+m, ΔΛ∈IR1; E, I – единичная матрица и вектор,  
 

G ={G1, G2}, G1 ={([B]−λΕ), IT}, G2 ={−ΔX−x, 0}T.  
 
В [4] доказано, что если включение  
 

F{(ΔX, ΔΛ)T}⊆ (ΔX, ΔΛ)T, (5) 
 

выполняется, тогда пара [λ], [x]  интервальной матрицы [B] удовлетворяет следующим включениям  
 

[λ] ∈ λ + ΔΛ, [x] ∈ x + ΔX. 
 

Притягивающая точка аппроксимации λi, i = 1, …, (n+m) для собственных значений интервальной матрицы 
[B]∈ IR (n+m)×(n+m) может быть получена с использованием смещенного QR алгоритма. Для этого воспользуемся 
итеративной процедурой  

 
( ΔX, ΔΛ) (k+1) = F(Δ X, ΔΛ) (k), k = 0,1,2,…, 

ΔX (0) =x, ΔΛ =λ. 
 

На каждом шаге k = 0,1,2,… этой процедуры с использованием смещенного QR алгоритма проводятся вы-
числения до тех пор, пока включение (5) выполняется. 

 
Случай 2. Пусть [A] ∈ IRn×m – интервальная матрица. Множество максимальных сингулярных чисел, пра-

вых и левых сингулярных векторов для интервальной матрицы [A] представляется в виде Σ P: 
 

Σ P ={(s1, U, V) ∈ Rm+n+1, s1∈R1, U∈Rm, V∈Rn: AU = sV, ATV = sU, VTV= 1, UTU = 1, ∀A∈ [A], A со свойством Ρ},   (6) 
 

где Ρ является некоторым фиксированным свойством, таким как симметричность, кососимметричность и т. д. К 
примеру, пусть интервальная матрица [A] ∈IRm × m с [aij] =[aji] для i,j = 1,…,m. Множество матриц  

 
{Asym }={A∈Rm× m | A∈[A], A symmetric} 

 
называется симметричной интервальной матрицей. {Asym } ∉IRm× m не является интервальной матрицей в обыч-
ном смысле. {Asym }⊆ [A] и {Asym }= [A] если и только если aij

- = aij
+ для i,j = 1,…, m, i≠j.  

Вышеприведенное множество решений Σ P для симметрической интервальной матрицы [A] представляется 
в виде Σ sym
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Σ sym ={(s1,U, V) ∈ Rm+n+1, s1∈R1, U∈Rm, V∈Rn: AU = sV, ATV = sU, VTV = 1, UTU= 1, A = AT ∈ [A]}.  (7) 

 
Сингулярное разложение (SVD) интервальной матрицы включает следующие процедуры: 

 
Процедура 1. Определяем множество (4) максимальных сингулярных чисел s1 и соответствующие правые и 

левые сингулярные векторы для вещественной точечной матрицы ∀A∈[A]. 
Для определения максимального сингулярного числа s1, левого U и правого V сингулярных векторов, соот-

ветствующих s1, использована достаточно простая и надежная вычислительная процедура и метод исчерпыва-
ния [6]: 

 
UT

(k+1) = VT
(k)A, V(k+1) = AU(k+1)  

sk = Uk
TAVk,      |sk+1 −sk| ≤ε,  (8) 

 
где k=0,1,2,... – номер итерации, ε —  заданная точность вычисления. Можно показать, что для произвольного 
единичных векторов V(0) , U(0) итерации по схеме (8) сходятся в общем случае к сингулярным векторам U, V со-
ответствующим максимальному сингулярному числу s1= VTAU.  

Вычислим интервальную оболочку для Σ P (6)  
 

� Σ P = {[s1], [U1],[V1]}.  
 

затем, используя метод исчерпывания на p шаге вычислительной процедуры, формируем следующую матрицу 
 

A(p) = A(p-1) – sp-1Up-1Vp-1
T   (9). 

 
Ее максимальное сингулярное число sp и соответствующие левый и правый сингулярные векторы Up, Vp 

вычисляются по схеме (8). Вычисляем интервальную оболочку для Σ P
p 

 
□Σ P

p = {[sp], [Up],[Vp]}.  
 

Процедура 2. Пусть задана интервальная матрица [A]. Сформируем следующую матрицу B∈Rm+n+2 для 
∀A∈ [A] [3]: 

 
B = {BB1, B2, B3, B4},  (10) 

 
где Bi, i = 1, 2, 3, 4 столбцы соответствующих размерностей  

 
BB1 = | A, — sIn, 2U , 0| ,  BT T

2 = |-sIm, A , 0, 2V | , T T T

BB3 = | — V, 0, 0, 0| ,   BT
4 = |0, — U, 0, 0| . T

 
Введем векторы ν∈Rm+n+2, r ∈Rm+n+2 и f(ν)∈Rm+n+2 следующим образом 
 

ν =|ΔU, ΔV, Δs, Δs|T, r =|sV –AU, sU – ATV, 1-UTU, 1-VTV|T, 
f(ν) =|ΔsΔU, ΔsΔV,-ΔUTΔU,-ΔVTΔV|T,  (11) 

 
где A∈[A], s, U, V –соответственно, максимальное сингулярное число, правый и левый сингулярный вектор, 
ошибки соответственно равны  

 
Δs = s-s’, ΔU = U – U’, ΔV = V – V’, Δs∈ R1. 

 
Пусть ν∈Rm+n+2, и [ν]∈ IRm+n+2. Как показано в [3] матрица B является несингулярной.  Предположим, что, 

L является аппроксимацией инверсии B или точная инверсия B в себя.  Рассмотрим интервальную функцию  
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[F] = Lr + (E-LB)[ν] + Lf([ν]) (12) 

 
(E – единичная матрица соответствующей размерности). Если включение 

 
[F’] ⊆ [ν’], для [ν’] ⊆ IRm+n+2  (13) 

 
выполняется, тогда интервальное сингулярное число [s], правый и левый сингулярные векторы [U], [V] интер-
вальной матрицы [A] удовлетворяют включениям 

 
[s] ∈ s + Δs’, [U] ∈ U + ΔU’, [V] ∈ V + ΔV’. (14) 

 
Для определения (14) воспользуемся итеративной процедурой 
 

(Δν(k+1)) = F(Δν(k)), k = 0,1,2,…, Δν(0) = ν, (15) 
 

до тех пор, пока (13) выполняется. 
На основе вышеприведенных результатов разработан вычислительный алгоритм сингулярного разложения 

интервальных матриц. Представленные результаты по сингулярному разложению интервальных матриц были 
использованы при разработке вычислительных процедур по распознаванию образов для иммунокомпьютинга 
сложной биологической системы (на примере проблемы чумы) и информационной безопасности.  

2 Иммунокомпьютинг для сложной биологической системы  

Природные очаги чумы в Республике Казахстан покрывают территорию в 130 миллионов гектаров и за послед-
ние 50 лет считаются наиболее активными очагами чумы в мире. В последнее время в связи с активной разра-
боткой полезных ископаемых (нефть и газ) на территории природных очагов чумы резко возросла возможность 
выноса инфекции за их пределы.  

Процесс эпизоотии чумы является сложной многокомпонентной динамической системой, которая характе-
ризуется взаимодействием отдельных подсистем чумной эпизоотической триады: носитель – переносчик – 
чумный микроб [1, 2].  

Состояние носителей характеризуется агрегатированными факторами влияния, множеством характеристик 
на биоценотическом, популяционном и организменном уровнях. Это множество включает следующие 
основные факторы: численность носителей в различные сезоны, возростная и половая структура популяции 
носителя, воспроизводство и показатель смертности и т.д.  

Данные, характеризующие состояние членов эпизоотической триады классифицируются по сезонам (весна, 
лето, осень). Состояние блох – переносчиков чумного микроба – определяется [1] их численностью, сезонной 
активностью при нападении на животных и т.д., а также характеризуется различными индексами: обилия, до-
минирования и т.д. Состояние чумного микроба характеризуется следующими свойствами [2]: морфология ко-
лоний, глицерин, ферментация, денитрификация/нитрификация, присутствие антигена Фракции 1, вирулент-
ность на белых мышах и морских свинках и т.д.  

Погода, географические и пространственные характеристики представляют индексы внешних факторов. К 
примеру, погода характеризуется следующими показателями: температура воздуха, почвы и количество 
осадков, различные гидротермальные коэффициенты, направление и скорость ветра и т.д.  

Фрагмент базы данных для мониторинга проблемы чумы представлен в Таблице 1. 
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Таблица 1: Фрагмент базы данных для мониторинга проблемы чумы  
 

Год 
 

1 
9 
7 
6 

1 
9 
7 
7 

1 
9 
7 
8 

.

.

.

. 

1 
9 
8 
7 

1 
9 
8 
8 

p1 [2.5, 3.3]  [1.3,1.8] [5.2,6.1]   [4.0,5.3] [13.5,15.8]  
p2 [0.3,  0.7]  [4.1,5.4] [29,-32]   [4.4,4.9] [16.1,18.6]  
p3 [1.9, 2.3]  [1.1,1.4] [3.4,3.9]   [1.7,1.8] [4.8,5.0] 
: : : : : : : 
p40 33.9  12.0  34.2   36.2  15.3  
p41 1.3  10.0  11.7   0.7  7.7  
p42 5.0  6.0  8.7   1.0  25.7  
p43 0.3  0.0  0.0   1.3  12.0  
p44 0.0  0.0  0.7   1.0  1.0  
p45 5.0  4.0  2.7   2.3  1.0  

 
Фрагмент включает 45 параметров p1-p45 таких как: численность носителя на гектар p1 (осень), p2 (весна), 

численность инфицированных носителей на гектар р3 (осень), p4 (весна),…, количество осадков– 
p40(сентябрь), высота снежного покрова —  p41 (январь) – 43(март), p44 (ноябрь) – p45(декабрь). Как представ-
лено в Таблице 1 такие параметры как численность и количество инфицированных носителей и переносчиков 
на гектар являются интервальными.  

С использованием подхода иммунокомьютинга разработаны вычислительные процедуры обучения с экс-
пертом и самообучения для сложных систем с интервальными данными и параметрами, классификации и груп-
пировки на плоскости вычисленных значений энергии связи. 

Благодарности. Авторы выражают благодарность за поддержку исследований проект № 2200 p МНТЦ “Разра-
ботка математических моделей иммунных сетей для информационной безопасности ”, Европейскую комиссию 
в рамках контракта № ICA2-CT-2000-10048 INCO-COPERNICUS “Эпидемиологическое исследование чумы в 
Средней Азии на основе пространственно-временной динамики ”. 

Список литературы 

1. Агеев В.С. Паразитарные контакты носителей в устье речных долин пустынной зоны Казахстана и их влияние на 
эпизоотию чумы. – Саратов, 1975. С. 3–19. 

2. Айкимбаев А.М. и др. Наблюдение за эпидемиологией чумы в Урал-Эмба и Устюрт автономных очагах. – Алма-
Ата: Гылым, 1994.  

3. Alefeld G. Rigorous Error Bounds for Singular Values of a Matrix Using the Precise Scalar Product // Computerarithmetic, 
E. Kaucher, U. Kulish and Ch.Ullrich, eds. – Stuttgart: Teubner, 1987. – P. 9-30. 

4. Mayer G. Enclosures for eigenvalues and eigenvectors // Computer Arithmetic and Enclosure Methods, L. Atanassova and 
J. Herzberger, eds. – Amsterdam: North-Holland, Elsevier Science Publishers B. V., 1992. 

5. Shary S.P. Solving the linear interval tolerance problem // Mathematics and Computers in Simulations. – 1995. – Vol.  39. 
– P. 53 – 85. 

6. Соколова Л. А. Индекс риска для мониторинга проблемы чумы  // Труды СПИИРАН. – 2002. – Т. 3. – (Санкт-
Петербург, СПИИРАН, 2002).  

7. Tarakanov A.O. Information Security with Formal Immune Networks // Proc. of the Methods, Models and Architectures 
for Network Security (MMM-ACNS 2001), St. Petersburg, 2001. – P. 115–126. 

8. Tarakanov A., Skormin V. and Sokolova S. Immunocomputing: Principles and Applications. – New York: Springer, 2003 
(in press). 

 



 

Методы распространения ограничений: основные концепции 

Семенов А.Л. 

Институт систем информатики им. А.П. Ершова СО  
РАН Новосибирск, пр. ак. Лаврентьева, 6 

semenov@iis.nsksu 

Аннотация. В работе рассматриваются основные понятия и алгоритмы программирования в ограничениях — 
одной из областей искусственного интеллекта. Даются понятия совместности для дискретных и непрерывных 
областей и приводятся алгоритмы достижения совместности. Кратко описаны три системы на базе этого под-
хода. 

1 Введение 

Распространение ограничений (иногда также называемое удовлетворением ограничениям или программирова-
нием в ограничениях) является одной из наиболее интенсивно развивающихся областей искусственного интел-
лекта, связанной с решением разнообразных задач. Многие проблемы в различных приложениях могут быть 
сформулированы как задачи удовлетворения ограничений, хотя люди, не являющиеся специалистами в этой 
области, не всегда могут это увидеть. Представление же проблемы в виде задачи распространения ограничений 
позволяет применять для ее решения наряду со специальными методами прикладной области достаточно 
эффективные и универсальные методы решения задач распространения ограничений. В настоящее время тех-
ника распространения ограничений все чаще используется как основа для решения различных прикладных за-
дач, таких как временные рассуждения, задачи ресурсного и календарного планирования, математическое и 
инженерное моделирование, задачи на графах и т.д. Поэтому естественным является большое внимание, уде-
ляемое исследованию и методов решения задач удовлетворения ограничений. В рамках этих исследований 
получено достаточно много интересных и важных результатов, а также создан ряд прикладных систем, 
успешно применяемых для решения широкого спектра прикладных задач. 

В методах распространения ограничений выделяют два класса методов — методы для задач с дискретными 
переменными, называемые распространением ограничений над дискретными областями [5,6,7,9,11-15,17], и 
методы для задач с вещественными переменными, называемые распространением ограничений над непрерыв-
ными областями [1,3,4,8,10,18,19,]. Для каждого из этих классов разработан свой набор эффективных алгорит-
мов и построены соответствующие прикладные системы [2,16,18,20]. В настоящее время методы распростране-
ния ограничений все чаще объединяются с другими подходами, порождая новые эффективные алгоритмы. На-
пример, распространение ограничений над конечными областями используется в комбинации с методами ис-
следования операций и линейного программирования, а распространение ограничений над непрерывными об-
ластями использует методы интервальной математики. 

Говоря неформально, задача удовлетворения ограничений — это задача, состоящая из конечного числа пе-
ременных, каждая из которых связана с некоторой областью ее определения (дискретной или непрерывной), и 
конечного множества ограничений, которые ограничивают множества значений переменных, принимаемых 
одновременно. Решение задачи удовлетворения ограничений состоит в присваивании значения каждой 
переменной так, чтобы одновременно удовлетворялись все ограничения. Целью может являться как 
нахождение одного такого набора (любого или с заданным свойством), так и нахождение всех наборов. 

В данной статье будут рассмотрены основы теории распространения ограничений, ее основные алгоритмы 
и примеры использования данного подхода для решения прикладных проблем. Статья организована 
следующим образом. Во второй главе мы дадим основные сведения — базовые определения и алгоритмы для 
методов распространения ограничений над конечными областями. Третья глава будет посвящена понятиям и 
алгоритмам для задач над непрерывными областями. В четвертой главе мы рассмотрим некоторые наиболее 
известные системы на основе методов распространения ограничений. В заключение будет обсуждена дополни-
тельная информация о методах удовлетворения ограничений. 
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2. Методы распространения ограничений над конечными областями 

2.1 Формальное определение задачи удовлетворения ограничений 

Определение 2.1. Областью определения переменной называется множество всех возможных значений, 
которые могут быть присвоены этой переменной. В дальнейшем мы будем говорить просто область переменной 
и обозначать область переменной x через . Dx

Если область переменной содержит только числовые значения, то эта переменная называется числовой 
переменной. В качестве области числовых переменных обычно рассматривается кольцо целых чисел Z, точнее 
ее конечные подмножества. Если область переменной содержит два значения, то такая переменная называется 
булевой переменной и ее значениями считают 0 и 1. Если область переменной есть множество перечислимых 
значений (например, дни недели, цвета и т.д.), то переменная называется символьной переменной. 

Определение 2.2. Меткой называется пара переменная-значение, которая определяет присваивание некоторого 
значения переменной. Метка, определяющая присваивание значения v переменной x, обозначается <x,v>. Мет-
ка <x,v> осмысленна только в том случае, когда v Dx∈ . 

Определение 2.3. Составной меткой называется одновременное присваивание значений некоторому 
множеству переменных. Составная метка, присваивающая значения  соответственно переменным 

, обозначается . Здесь также полагается, что 
v vn1 , ,K

x n1 , ,K x )( ><>< nn vxvx ,,,, 11 K
ixi Dv ∈  для i=1,…,n. 

Составная метка рассматривается как множество, поэтому порядок переменных в ней не важен, и она не 
может содержать двух одинаковых меток. 

Определение 2.4. k-составной меткой называется составная метка, присваивающая k значений одновременно k 
переменным. 

Определение 2.5. Пусть m и n — целые числа и m n≤ . Будем говорить, что m-составная метка M есть проек-
ция n-составной метки N, если все метки из M являются метками в N. Проекция обозначается Pr(N,M). 

Например, (<a,1>,<c,3>) является проекцией (<a,1>,<b,2>,<c,3>).  

Определение 2.6. Ограничением на некотором множестве переменных S называется набор составных меток для 
всех переменных множества S. Будем обозначать ограничение CS. 

Определение 2.7. Ограничение называется k-арным, если его переменные образуют множество из k элементов. 
На практике особо выделяются случаи k=1 и k=2. В первом случае ограничение называется унарным, а во вто-
ром —  бинарным. 

Определение 2.8. Пусть переменные составной метки N совпадают с переменными ограничения C. Будем гово-
рить, что метка N удовлетворяет ограничение C тогда и только тогда, когда N является элементом C: 

Определение 2.9. Пусть даны составная метка N и ограничение C, такие, что переменные ограничения C явля-
ются подмножеством переменных составной метки N. Будем говорить, что метка N удовлетворяет ограниче-
ние C тогда и только тогда, когда проекция N на переменные C является элементом C. 

Другими словами, говоря, что N удовлетворяет C, мы подразумеваем, что если C есть ограничение на мно-
жестве переменных {x1,...,xk} или его подмножестве, то метки из N для соответствующих переменных образуют 
составную метку, которая удовлетворяет C. 

Определение 2.10. Задача удовлетворения ограничений (ЗУО) — это тройка P = (X, D, C), обозначаемая 
CSP(P), где 

 X — конечное множество переменных {x1,...,xk}, 
 D — функция, отображающая каждую переменную из X на множество объектов произвольного типа: 
        D: X –> {конечное множество объектов некоторого типа} 
        Будем рассматривать как множество объектов, отображенных из xDxi

i функцией D. Эти объекты 

называются значениями переменной xi, а множество  — областью xDxi
i.  

 C — конечное (возможно пустое) множество ограничений на произвольном подмножестве переменных 
из X, то есть C -это множество наборов составных меток.  
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Говоря неформально, основная цель в задачах удовлетворения ограничений состоит в присваивании каж-
дой переменной некоторого значения таким образом, чтобы одновременно удовлетворялись все ограничения. 
Формально это можно сформулировать следующим образом. 

Определение 2.11. Решением задачи удовлетворения ограничений называется составная метка для всех пере-
менных задачи, которая удовлетворяет все ограничения задачи. 

Определение 2.12. Задача удовлетворения ограничений называется разрешимой, если она имеет хотя бы одно 
решение. 

Все задачи удовлетворения ограничений можно разделить на следующие категории: 
1) Задачи, в которых достаточно найти одно любое решение; 
2) Задачи, в которых требуется найти все решения; 
3) Задачи, в которых надо найти оптимальное решение, где оптимальность определяется в соответствии с 

некоторым критерием. В таких задачах часто бывает достаточно найти почти оптимальное решение.  

2.2 Сведение задач и совместность 

Одной из базовых техник решения задач удовлетворения ограничений является сведение. Сведением называет-
ся класс методов преобразования одних задач к другим, которые легче решать или о которых известно, что они 
неразрешимы. Несмотря на то, что одно только сведение задач обычно не приводит к решению, оно может об-
легчить последующие действия. 

Определение 2.13. Две ЗУО называются эквивалентными, если они имеют одно и то же множество переменных 
и одно и то же множество решений.  

Определение 2.14. Задача P=(X,D,C) сводится к задаче P'=(X',D',C') если 
а) P и P' эквивалентны; 
б) каждая область переменных в D' является подмножеством области в D; 
в) C' является более ограничивающей или также ограничивающей как C, (то есть все составные метки, 

которые удовлетворяют C', будут удовлетворять C). 
Так как мы рассматриваем ограничения как множества составных меток, то сведение задачи означает уда-

ление элементов из ограничений тех составных меток, которые не появляются ни в одном решении. Если 
ограничения рассматриваются как функции, то сведение задачи означает изменение функции ограничения. 

Определение 2.15. Значение в области является лишним, если оно не является частью ни одного решения: 

Заметим, что удаление "лишних" значений из областей переменных не меняет множество решений задачи. 

Определение 2.16. Составная метка в ограничении является лишней, если она не является проекцией ни 
одного решения: 

Удаление "лишних" меток из ограничений также не меняет множество решений задачи. 
Техника сведения преобразует ЗУО к эквивалентной более легкой задаче путем уменьшения размеров об-

ластей переменных и ограничений в исходной задаче. Сведение задач включает две возможных цели:  
a. удаление лишних значений из областей определения переменных; 
b. сужение ограничений так, чтобы меньшее число составных меток удовлетворяли им.  

Если в результате область какой-либо переменной или какое-либо ограничение оказались сведены к пус-
тому множеству, то задача является неразрешимой.  

Сведение задачи предполагает умение определять лишние значения и лишние составные метки. Эта 
информация может быть выведена из ограничений. Например, если задано ограничение x > y, то мы можем 
удалить из области переменной x все значения, которые меньше наименьшего значения переменной y, а из об-
ласти переменной y — все значения, которые больше наибольшего значения переменной x. 

Существует ряд концепций совместности, которые помогают в определении лишних значений и составных 
меток. Эти понятия основываются на том, что если значение в области переменной или составная метка в огра-
ничение нарушает ограничения, то можно показать, что они являются лишними. Далее мы рассмотрим не-
сколько наиболее используемых видов совместностей. 

Определение 2.17. Выражением из ограничений на множестве переменных S в ЗУО P, обозначаемое CE(S, P), 
называется набор всех соответствующих ограничений из P на S и его подмножествах. 

Определение 2.18. Будем говорить, что составная метка CL удовлетворяет выражение из ограничений CE, 
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если CL удовлетворяет все ограничения в CE. 

Определение 2.19. k-составная метка CL k-удовлетворяет выражение из ограничений CE, если и только если 
CL удовлетворяет все ограничения в CE. 

Определение 2.20. ЗУО CSP(X,D,C) называется k-удовлетворяемой, если и только если для всех подмножеств 
из k переменных из X существует множество меток для них, которое удовлетворяет все соответствующие 
ограничения в CE(X, (X,D,C)). 

Определение 2.21. Задача удовлетворения ограничений CSP(X,D,C) с n переменными называется удовлетво-
ряемой, если она является n-удовлетворяемой. 

Определение 2.22. ЗУО CSP(X,D,C) является 1-совместной, если и только если каждое значение в каждой 
области удовлетворяет унарные ограничения на соответствующую переменную. ЗУО является k-совместной 
для k > 1, если и только если все (k-1)-составные метки, которые удовлетворяют все соответствующие 
ограничения, могут быть расширены включением какой-нибудь дополнительной переменной до k-составной 
метки, которая k-удовлетворяет все соответствующие ограничения. 

Стоит отметить, что 1-удовлетворяемая задача не обязана быть 1-совместной. Например, это будет не так в 
случае, когда некоторые значения в некоторых областях нарушают ограничения на эту переменную. 1-
совместная задача также может быть 1-неудовлетворяемой. Примером такой ситуации является задача, в кото-
рой области некоторых переменных пустые, а все значения в непустых областях удовлетворяют ограничения на 
соответствующие переменные. 

Если для всех переменных x в ЗУО мы удалим все значения, которые не удовлетворяют ограничению Cx, 
то полученная ЗУО будет эквивалентна исходной задаче. Это является результатом того, что при этом никакое 
решение не может быть удалено или добавлено (любое значение, которое не появляется в Cx, не может поя-
виться в полном решении). Полученная ЗУО будет 1-совместной по определению. 

Бинарные задачи составляют очень широкий класс и задачи общего вида часто можно свести к бинарным. 
Поэтому для бинарных задач был разработано несколько особых видов совместностей и, так как каждой бинар-
ной ЗУО можно сопоставить граф, в этих совместностях используется терминология теории графов. 

Определение 2.23. ЗУО называется совместной в узле (node consistency) если и только если для всех перемен-
ных все значения из их областей удовлетворяют унарным ограничениям на данную переменную. Для 
обозначения совместной в узле задачи P используется запись NC(P). 

Определение 2.24. Дуга (x,y) в графе, представляющем ЗУО, называется совместной по дугам (обозначается 
AC), если и только если для каждого значения a из области Dx, которое удовлетворяет ограничение на x, 
существует значение из области Dy, которое совместно с <x,a>. 

Определение 2.25. ЗУО называется совместной по дугам (arc consistency), если и только если каждая дуга в 
графе ограничений является совместной. 

Другими словами, ЗУО является совместной по дугам, если и только если для каждой переменной x, для 
каждой метки <x, a>, которая удовлетворяет ограничения на x, существует значение b для каждой переменной 
y, такое что составная метка (<x,a>,<y,b>) удовлетворяет всем ограничениям на x и на y. Это полностью совпа-
дает с определением 2-совместности. 

Имеет место следующая теорема, свидетельствующая о полезности сведения задачи к эквивалентной зада-
че, совместной по дугам. 

Теорема 1. Поиск в ЗУО может выполняться без использования возвратов, если граф задачи является деревом и 
задача является совместной в узлах и по дугам. 

Определение 2.26. Путь (x0,x1,...,xm) в графе ограничений для некоторой ЗУО называется совместным по путям 
(PC- path consistency), если и только если для любой 2-составной метки (<x0,v0>,<xm,vm>), которая 
удовлетворяет все ограничения на x0 и xm, существует метка для каждой из переменных от x1 до xm-1, так что 
удовлетворяется каждое бинарное ограничение на соседние переменные в пути. 

Заметим, что определение совместности по путям не требует, чтобы значения v0,v1,...,vm удовлетворяли все 
ограничения в выражении из ограничений CE({x0,x1,...,xm},(X,D,C)). Например, если переменные xi и xj не явля-
ются соседними в пути, то 2-составная метка (<xi,vi>,<xj,vj>) не обязана удовлетворять ограничение . 

ji xxC

Определение 2.27. ЗУО называется совместной по путям, если и только если каждый путь в ее графе 
ограничений является совместным. 
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Другими словами, ЗУО является совместной по путям, если и только если выполняется следующее усло-
вие: если для всех пар переменных x и y составная метка (<x,a>,<y,b>) удовлетворяет ограничения на x и y, то 
для каждой переменной z существует метка <z,c>, такая что 3-составная метка (<x,a>,<y,b>,<z,c>) удовлетво-
ряет все ограничения на x, y, z. 

Существует теорема, сводящая установление совместности по путям к совместности путей длины 2. 

Теорема 2. ЗУО является совместной по путям тогда и только тогда, когда все пути длины 2 совместны. 
Заметим, что совместность в узле совпадает с 1-совместностью, совместность по дугам — с  

2-совместностью, а совместность по путям эквивалентна 3-совместности в случае бинарных ЗУО. 

2.3 Соотношения между совместностью и удовлетворяемостью 

Возникает вопрос: как совместность соотносится с удовлетворяемостью, в частности, является ли k-
совместность необходимым или достаточным условием для k-удовлетворяемости или удовлетворяемости зада-
чи вообще? Как доказано в [17], k-совместность не является ни необходимым, ни достаточным условием для 
удовлетворяемости задач удовлетворения ограничений. В частности в примере выше было показано, что ЗУО, 
которые 1-совместны, не обязаны быть 1-удовлетворяемы. Вместе с тем, существуют расширения понятия со-
вместности, в частности сильная совместность, достижение которой гарантирует удовлетворяемость ЗУО, если 
она является 1-удовлетворяемой, что ведет к практическим результатам по решению ЗУО. 

Таким образом, k-совместность не является ни необходимым, ни достаточным условием для удовлетворяе-
мости ЗУО. В частности выше было показано, что ЗУО, которые 1-совместны, не обязаны быть 1-
удовлетворяемы. Вместе с тем, существуют расширения понятия совместности, в частности сильная совмест-
ность, достижение которой гарантирует удовлетворяемость ЗУО, если она является 1-удовлетворяемой. 

Таким образом, рассмотренные виды совместности являются локальными совместностями — они обеспе-
чивают выполнение каждого из ограничений по отдельности, но не обеспечивают решения задачи в целом. По-
лучение решения задачи гарантирует глобальная совместность. 

Определение 2.28. ЗУО P=(X, D, C) называется глобально совместной тогда и только тогда, когда каждое зна-
чение любой переменной задачи принадлежит решению задачи, т.е. для каждого значения из области каждой 
переменной существует составная метка, удовлетворяющая все ограничения задачи. 

Тем самым, если нам дана некоторая ЗУО, то сведя ее к эквивалентной глобально совместной задаче, мы 
решим исходную проблему. Однако нахождение глобально совместной задачи в общем случае является NP-
полной проблемой и поэтому практически не применимо. Тем не менее, сведение задачи к эквивалентной ло-
кально совместной задаче путем определения лишних значений и/или составных меток и их последующего 
удаления приводит к задаче, имеющей те же решения, что и исходная, но которая может быть решена легче. 

Хотя одно сведение задач редко приводит к решениям, оно может разными путями помочь решать ЗУО. 
Такое сведение может быть использовано как препроцессирование перед применением других техник для на-
хождения решений. Оно также может быть использовано во время поиска для уменьшения пространства поиска 
после каждого означивания переменных. Иногда сведение может помочь сделать поиск безвозвратным. Сум-
мируя сказанное, из комбинирования сведения задач с поиском можно получить следующие выгоды: 

1. Уменьшение пространства поиска. Так как размер пространства поиска измеряется произведением 
размеров всех областей в задаче, то сведение задач может помочь уменьшить пространство поиска за 
счет уменьшения размеров областей отдельных переменных.  

2. Избежание повторного поиска в "бесполезных" поддеревьях Лишние значения и составные метки 
представляют ветви и пути, которые ведут к поддеревьям, не содержащим решений. Если лишние зна-
чения и составные метки могут быть удалены в процессе сведения задачи, то это поможет избежать 
повторного поиска в этих пустых поддеревьях. 

3. Определение неразрешимых задач. Если правильный алгоритм сведения задач выдает в качестве ре-
зультата ЗУО, в которой по крайней мере одна область сведена к пустому множеству, то можно сде-
лать вывод, что задача неразрешима. В этом случае не требуется дальнейших усилий для нахождения 
решений. 

Сведение задач часто называется достижением совместности. Под достижением свойств определенной со-
вместности данной ЗУО мы понимаем сведение задачи посредством удаления лишних значений из областей и 
лишних составных меток в ограничениях таким образом, что это свойство совместности выполняется в сведен-
ной задаче. Например, процедура, которая "достигает совместность по дугам" в ЗУО — это процедура, которая 
берет ЗУО P и возвращает ЗУО P', такую что P и P' эквивалентны и AC(P') истинно. Свойства совместности 
определены таким образом, что полученные ЗУО эквивалентны исходным задачам.  
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2.4. Алгоритмы достижения совместности в узлах и по дугам 

В этом разделе мы рассмотрим базовые алгоритмы достижения двух видов совместностей. Алгоритм достиже-
ния совместности по путям является достаточно громоздким, поэтому мы его рассматривать не будем.  

Достижение совместности в узлах. Этот алгоритм позволяет удалить из областей определения всех перемен-
ных задачи значения, которые не удовлетворяют унарным ограничениям. Достижение совместности в узлах 
тривиально. Все, что требуется сделать — это просмотреть каждый элемент в каждой области и проверить 
удовлетворяет ли это значение унарным ограничениям на эту переменную. Все значения, которые нарушают 
унарные ограничения, удаляются из этих областей. Алгоритм, обеспечивающий совместность в узлах и назы-
вающийся NC-1, может быть записан следующим образом: 

Алгоритм NC-1(X,D,C) 
/*  { }xxx CxDD :∩=

Для каждой переменной x ∈ X выполнить: 
       Для каждого значения v ∈ Dx выполнить: 

       Если метка <x,v> не удовлетворяет ограничение Cx, то Dx =- Dx — {v}; 
Возврат с (X,D,C); 

После завершения алгоритма исходная задача будет сведена к задаче. которая является совместной в узлах. 
Пусть a — максимальный размер областей и n — число переменных в задаче. Так как каждое значение прове-
ряется один раз, то временная и емкостная сложности алгоритма равны O(a⋅n).  

Алгоритм достижения совместности по дугам. В отличие от алгоритмов достижения совместности в узлах, 
этот алгоритм более сложен и в настоящее время существует ряд алгоритмов достижения совместности по ду-
гам [5,11-15,19]. Самый простой алгоритм называется AC-1 [11,12], а самый эффективный АС-7 [5]. Наиболее 
используемым из этого множества является алгоритм AC-3 [12], который также применяется и в алгоритмах 
установления совместности для непрерывных областей. Поэтому мы здесь рассмотрим только этот алгоритм.  

Алгоритмы достижения совместности по дугам в общем случае удаляют больше лишних значений из об-
ластей, чем алгоритм NC-1. Самым первым алгоритмом достижения совместности по дугам был алгоритм 
фильтрации Вольца. Основное действие в алгоритме достижения совместности по дугам — это установление 
совместности для каждой дуги. Очевидно, что дугу (xi, xj) можно сделать совместной, удаляя из  все значе-

ния, для которых не существует значений в , при которых удовлетворяется соответствующее ограничение. 

При удалении таких значений заведомо не выкидывает ни одного решения исходной задачи. Процедура уста-
новления совместности для одной дуги может быть сформулирована следующим образом: 

Dxi

Dx j

Процедура REVISE_DOMAIN(x, y) 
DELETED <- ложь; 

             Для каждого значения a ∈ Dx выполнить: 
     Если в области Dy не существует значения b, такого что метка (<x,a>,<y,b>) удовлетво-

ряет ограничение Cxy,, то  
Dx = Dx — {a}; 
DELETED <- истина 

Возврат с DELETED 
Для того, чтобы сделать граф ограничений совместным по дугам, недостаточно выполнить процедуру 

REVISE для каждой дуги однажды. Если эта процедура уменьшила область определения для некоторой пере-
менной x, то каждая дуга (x, y), проверенная на предыдущем шаге, должна быть подвергнута этой процедуре 
еще раз, т.к. некоторые значения из области Dy могут оказаться уже несовместными с оставшимися значениями 
в полученной области Dx. Поэтому мы должны к ней снова применить процедуру REVISE_DOMAIN. Приводи-
мый ниже алгоритм  AC-3 решает эту проблему наиболее эффективным образом. 

Алгоритм AC-3(X,D,C) 
Выполнить алгоритм NC-1(X,D,C); 
Q <- {(x,y) | Cxy ∈ C} 
Пока  Q ≠ {} выполнять: 

Выбираем какую-либо дугу (x,y) из Q и удаляем ее из Q; 
Если REVISE_DOMAIN(x,y) = истина, то  Q = Q ∪ {(z,x) | Czx ∈ C, x ≠ z, z ≠ y} 

        Возврат с (X,D,C); 
Алгоритм AC-3 выполняет повторную проверку только тех дуг, на которые могло повлиять предыдущее 
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применение процедуры REVISE_DOMAIN. Условие y ≠ z при формировании множества Q следует из того, что 
ни для одного из удаленных процедурой REVISE_DOMAIN(x,y) значений области Dx не существует значения в 
Dy, обеспечивающего совместность по этой дуге. Временная сложность этого алгоритма равна O(a3n2), то есть 
является полиномиальной по мощности областей переменных и числу переменных.  

Более совершенные алгоритмы, начиная с AC-4 [13], используют более сложные структуры данных, чтобы 
уменьшить объем проверок удовлетворяемости ограничений. Для достижения совместности по путям также 
существует класс алгоритмов, называемых PC алгоритмами (от PC-1 до PC-4) [6,12,13], но они являются дос-
таточно трудоемкими и результаты сведения, полученные с помощью этих алгоритмов, не являются достаточно 
удовлетворительными, чтобы компенсировать расходы на работу алгоритма. Поэтому алгоритмы достижения 
совместности по путям применяются весьма редко на практике и имеют в основном теоретический интерес. 

3 Методы распространения ограничений над непрерывными областями 

Задачи распространения ограничений над непрерывными областями обычно называются численными за-
дачами удовлетворения ограничений и обозначают ЧЗУО или  NCSP. Задачи этого класса очень часто встреча-
ются в реальных приложениях, например, при моделировании физических явлений, при описании химических 
процессов, в системах моделирования и проектирования. Как правило, эти задачи представляют собой совокуп-
ность уравнений и неравенств, связывающих некоторые непрерывные переменные, хотя иногда ограничения 
могут задаваться в виде таблиц, а также включать целочисленные переменные. Очень часто реальные системы 
являются недоопределенными или переопределенными. Поэтому применение классических вычислительных 
методов или методов компьютерной алгебры для решения таких задач оказывается неудачным и приходится 
прибегать к упрощению проблемы. Методы, основанные на применении техники распространения ограниче-
ний, могут оказаться единственным подходом к решению реальных задач. В случае задач с непрерывными пе-
ременными таким аппаратом является интервальное распространение ограничений. 

3.1 Особенности задач распространения ограничений над непрерывными областями 
Задачи распространения ограничений над непрерывными областями определяются аналогично случаю дис-
кретных областей (определение 2.10). Однако для непрерывных областей есть особенности в определении по-
нятия значение переменной. Ниже этот вопрос будет обсужден подробнее. Кроме того, мы будем считать, что 
ограничения для числовых ЗУО задаются в виде алгебраических уравнений и неравенств (хотя в общем случае 
они могут быть заданы таблицами, функциями и т.д.). 

Так как мы рассматриваем вещественные (непрерывные) переменные, то следует уточнить понятие "значе-
ние" в определении 2.10 для числовых ЗУО и в дальнейшем изложении. Когда xi является целочисленной пере-
меной, то соответствующая область Di является подмножеством целых чисел и значением переменной является 
некоторый элемент этого подмножества. Если же xi является непрерывной переменной, то соответствующая 
область содержит бесконечное число элементов, являющихся вещественными числами, большинство из кото-
рых не представимо в компьютере. Так как на компьютере можно представить только конечное множество ве-
щественных чисел (это множество называется множеством чисел с плавающей запятой и в общем случае для 
разных видов компьютеров оно разное), то тем самым в практических приложениях бесконечная область зна-
чений непрерывной переменной заменяется конечной. Мы будем обозначать множество чисел с плавающей 
запятой через FP. Таким образом, для вещественных чисел, не входящих в множество FP, мы используем ап-
проксимацию элементами из FP. Обычно принимается, что некоторое вещественное число a представлено либо 
числом a+, либо числом a-, где a- — максимальный элемент из FP, такой что a- ≤ a, а a+ — соответственно ми-
нимальный элемент из FP, такой что a+ ≥ a. 

Пусть мы имеем ограничение C(x1,...,xn), заданное в виде отношения равенства  

f(x1,...,xn) = 0. 

Очевидно, что определенная аппроксимация значений переменных приводит к появлению ошибок вычис-
лений значения левой части отношения и, тем самым, к вопросу, когда ограничение C справедливо. Одно из 
решений проблемы состоит в ведении понятия точности вычислений ε, которая задается пользователем. 

Определение 3.1. Будем говорить, что отношение C на множестве непрерывных переменных справедливо для 
множества значений (a1,...,an), если abs(f(a1,...,an)) < ε, где ε- некоторое заданное малое число. 

Аналогичным образом можно определить справедливость ограничений для отношений больше и меньше. 
Но такое определение справедливости отношений не позволяет адекватно использовать понятия совместности, 
введенные в предыдущей главе, так как мы должны будем связывать их с точностью вычислений. Более точ-
ным и надежным с вычислительной точки зрения является представление вещественного числа a интервалом 
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[a-, a+]. Таким образом, мы аппроксимируем бесконечное множество значений конечным, заменяя одним эле-
ментом бесконечное множество значений, лежащих в данном интервале и не являющихся элементами из FP. 
Таким образом, мы используем описанные в предыдущей главе методы интервальной математики для опреде-
ления значений переменных и нахождения значений ограничений, то есть в этом случае результатом вычисле-
ния значения левой части отношения будет некоторый интервал. Для интервального представления веществен-
ных чисел изменим определение 3.1 следующим образом. 

Определение 3.2. Будем говорить, что отношение C на множестве непрерывных переменных справедливо для 
множества значений (a1,...,an), где каждое ai есть интервал, если f(a1,...,an)⊃ 0. 

Таким образом, мы заменили бесконечную область значений переменной xi на конечную, элементами ко-
торой являются определенные выше интервалы. Поэтому далее под значением непрерывной переменной будем 
понимать, как и в случае целочисленных переменных, некоторый элемент конечной области. Однако, говоря об 
удовлетворении ограничений, мы будем иметь в виду определение 3.2. 

Определение 3.3. Решением численной ЗУО P=(X,D,C) называется множество (a1,...,an) значений переменных 
x1,...,xn, такое что ai ∈ Di и все ограничения из C удовлетворяются. 

Использование интервалов для представления значений переменных и методов интервальной математики 
для установления совместностей привело к тому, что распространение ограничений над непрерывными облас-
тями называется интервальным распространением ограничений. 

3.2 Совместность численных задач удовлетворения ограничений 

В предыдущем разделе было рассмотрено несколько видов совместностей, в частности, совместность в узлах, 
совместность по дугам и совместность по путям. На практике наиболее эффективным оказалось понятие совме-
стности по дугам, различные алгоритмы достижения которого широко используются в разных системах. . Для 
интервальных методов распространения ограничений существует несколько обобщений понятия совместности 
по дугам, в частности, 2B-совместность [4,7], совместность на брусе (box consistency) [3], совместность по гра-
ницам (bound consistency) [18] и ряд других. Ниже будут даны определения наиболее используемых видов со-
вместностей для численных ЗУО и дано их сравнение.  

Определение 3.4. Пусть даны две ЧЗУО P = (X,D,C) и P’ = (X, D’, C), то есть задачи с одним и тем же множе-
ством переменных и одним и тем же множеством ограничений. Будем говорить, что задача P меньше задачи P’, 
если D ⊆ D’ (то есть для всех i Di ⊆ Di’). 

Определение 3.5. Будем говорить, что совместность C1 слабее совместности C2, если задача P2, сведенная из 
задачи P к совместности C2, меньше, чем задача P1, сведенная из P к совместности C1.  

Определение 3.6. Пусть имеется некоторое подмножество S множества R. Интервальной оболочкой множества 
S (обозначаемой �) называется минимальный интервал I, такой что S ⊆ I.  

Определение 3.7. Пусть дана ЧЗУО P = (X, D, C) и c ∈ C есть k-местное ограничение над переменными 
(x1,…,xk). Будем говорить, что ограничение c является 2B-совместным, если и только если  

∀i, xi = �{xi| ∃x1 ∈ x1,…, ∃xi-1 ∈ xi-1, ∃xi+1 ∈ xi+1,…, ∃xk ∈ xk такие что c(x1,…,xi-1,xi,xi+1,…,xk) справедливы} 

Определение 3.8. Пусть дана ЧЗУО P = (X, D, C). Будем говорить, что задача P является 2B-совместной, если 
и только если все ее ограничения являются 2B-совместными. 

Можно показать, что 2B-совместность слабее совместности по дугам. Рассмотрим численную ЗУО: 
P = ({x1,x2}, {[1,4],[-2,2]}, {x1 = x2*x2}). Задача P является 2B-совместной, но не является совместной по ду-

гам, так как в области переменной x1 не существует значения, удовлетворяющего ограничение при x2 = 0.  
Алгоритм достижения 2B-совместности практически совпадает с приведенным выше алгоритмом AC-3 

достижения совместности по дугам. Он может быть представлен следующим образом: 

Алгоритм IC(X,D,C) 
Выполнить алгоритм NC-1(X,D,C); 
Q <- C; 
Пока  Q ≠ {} выполнять: 

Выбираем какое-либо ограничение из Q и удаляем его из Q; 
D’ <- narrow(c, D); 
Если D’ ≠ D, то  D = D’, Q = Q ∪ {c’ ∈ C | Var(c) ∩ Var(c’) ≠ {}} 
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        Возврат с (X,D’,C); 
Var(c) в алгоритме выше обозначает множество всех переменных в ограничении c. Самым важным шагом в 

алгоритме является изменение областей переменных с помощью оператора narrow. Одним из способов реали-
зации этого оператора является разбиение множества ограничений на примитивные ограничения, которые 
представляют собой бинарные и тернарные ограничения, и вычисление интервальных значений одних аргумен-
тов этих ограничений на основе интервальных значений других аргументов. В [1] показано, что такое разбие-
ние не приводит к потере решений или появлению новых решений исходной системы ограничений. Рассмотрим 
пример построения системы примитивных ограничений. Пусть мы имеем численную задачу удовлетворения 
ограничений { } ( ) ( )( )CDyxP ,,,,, ∞+∞−×∞+∞−== ,  где 

C e xx y: sin( ) + = 0  
Записав это уравнение в виде примитивных отношений, мы получим систему C′: 

31
3)ln(

3

212

11

)ln(
)ln(

)ln(

)arcsin()sin(

3

1

tt
x
t

yexxt

ttet

txxt

yty

t

−====

==

==

 

Таким образом, мы построили численную ЗУО, эквивалентную исходной: 

{ } [ ] [ ] [ ]( )CDtttyxP ′+∞∞−×+∞∞−×+∞∞−×=′ ,,,,,,,,, 321  
Таким образом, все ограничения новой системы имеют вид x = f(y,z) или x = f(y). Оператор narrow для ка-

ждого ограничения c’ данной системы записывается следующим образом: 
x’ = x ∩ f(y) 

где значениями всех переменных, входящих в ограничения, являются интервалы, и эти интервалы фактически 
задают области соответствующих переменных. Например, в результате выполнения первого ограничения об-
ласть переменной t1 будет сужена от интервала [-∝, +∝] до интервала [-1, +1], а в результате .выполнения шес-
того ограничения область переменной x станет [0, +∝]. 

Определение 3.9. Пусть дана ЧЗУО P = (X, D, C) и c ∈ C есть k-местное ограничение над переменными 
(x1,…,xk). Будем говорить, что ограничение c является совместным на брусе, если для всех переменных xi вы-
полняются следующие соотношения: 

),,),,[,,,( 111 kiiii xxxxxxc KK +
+

−  

),,],,(,,,( 111 kiiii xxxxxxc KK +
−

−  

Определение 3.10. Пусть дана ЧЗУО P = (X, D, C). Будем говорить, что задача P является совместной на бру-
се, если и только если все ее ограничения являются совместными на брусе. 

В работе [8] показано, что совместность на брусе является более слабой, чем 2B-совместность, то есть 
задача, которая 2B-совместна является также и совместной на брусе, но задача, которая совместна на брусе, 
может не быть 2B-совместной. Рассмотрим численную ЗУО: 
P = ({x1,x2}, {[-1,1],[0,1]}, {x1 + x2 + x2 = 0}). Задача P не является 2B-совместной по x2 так как не существует 
значения x1 такого, что ограничение удовлетворяется при x2 = 1., но задача является совместной в брусе для x2, 
так как для обоих граничных значений этой переменной ограничение задачи удовлетворяется.  

Также можно показать, что 2B-совместность примитивной системы ограничений слабее, чем совместность 
в брусе исходной системы ограничений. 

Достижение совместности на брусе может быть выполнено с помощью описанного выше алгоритма IC, в 
котором оператор сужения narrow реализован с помощью интервального однопеременного алгоритма Ньютона, 
описанного в предыдущей главе, и бисекции получаемых областей до достижения требуемой точности [18]. 

Аналогично определению совместностей более высокого порядка для ЗУО над непрерывными областями 
(например, совместности по путям), для численных ЗУО также можно ввести понятия k-совместностей для оп-
ределенных выше совместностей. Наиболее практичными являются понятия 3B-совместности и совместности 
по границам, которые позволяют отбросить большие области лишних значений по сравнению с 2B-
совместностью и совместностью на брусе. Однако достижение совместностей более высоких порядков требует 
существенного увеличения объема работ, но не всегда трудозатраты окупаются качеством полученных резуль-
татов. 
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Определение 3.11 Пусть дана ЧЗУО P = (X, D, C) и пусть x ∈ X. Обозначим: 
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Область Dx называется 3B-совместной, если и только если сведение задач 
),[ +xx

P  и 
],( xx

P − , к  

2B-совместным задачам не порождает задач с пустыми областями значений.  

Определение 3.12 Численная ЗУО P = (X, D, C) называется 3B-совместной, если и только если все ее области 
являются 3B-совместными. 

Доказано, что совместность в боксе слабее, чем 3B-совместность примитивной системы ограничений, то 
есть достижение 3B-совместности для примитивной системы ведет к совместности в брусе исходной системы. 

Определение 3.13. Пусть дана ЧЗУО P = (X, D, C) и c ∈ C есть k-местное ограничение над переменными 
(x1,…,xk). Будем говорить, что ограничение c является совместным по границам, если для всех переменных xi 
сведение ограничения c с подставленными значениями границ переменной xi,, то есть ограничений  

),,),,[,,,( 111 kiiii xxxxxxc KK +
+

−  

),,],,(,,,( 111 kiiii xxxxxxc KK +
−

−  

к совместным на брусе ограничениям не порождает пустых областей переменных задачи P. 

Определение 3.14. Пусть дана ЧЗУО P = (X, D, C). Будем говорить, что задача P является совместной по гра-
ницам, если и только если все ее ограничения являются совместными по границам. 

В [8] показано, что 3B-совместность примитивной системы ограничений слабее совместности по границам 
исходной задачи. Таким образом, можно выписать следующие соотношения совместностей для интервальных 
задач распространения ограничений (C1 ≤ C2  означает, что совместность C2 слабее совместности C1): 

по-границам ≤  3B(примитивной) ≤ на-брусе 
2B ≤ на-брусе ≤ 2B(примитивной) 

Данные соотношения показывают, что 2B-совместность для примитивной системы ограничений является 
самой слабой, а самой сильной является совместность по границам. Вместе с тем, установление 2B-
совместности для примитивной системы ограничений может быть выполнено легче всего и, к тому же, оно 
применимо для любых систем ограничений, например, содержащих разрывные функции, целочисленные пере-
менные (при наличии операций целочисленной интервальной арифметики) и другие типы данных. Для дости-
жения совместности на брусе требуется применение метода Ньютона, что предполагает дифференцируемость 
функций или необходимости наклонов вместо производных. Для достижения 3B-совместности и совместности 
по границам требуется трудоемкое исследование областей переменных, выполняемое с помощью алгоритмов 
бисекции и соответствующих алгоритмов установления совместностей более низких порядков. 

Следует отметить, что рассмотренные алгоритмы достижения совместностей для задач интервального рас-
пространения ограничений основаны на алгоритме IC — версии алгоритма AC-3. Вместе с тем, в литературе 
существуют ссылки на расширение алгоритма AC-5 [14,15], которое может использоваться для непрерывных 
областей. Этот алгоритм используется в коммерческой системе ILOG [20] и его описание пока не доступно. 

4. Системы, основанные на методах распространения ограничений 

4.1 ILOG Solver [20] 

ILOG является одной из крупнейших в мире фирм, разрабатывающих продукты с использованием методов рас-
пространения ограничений. Их основным продуктом в этой области является ILOG Solver — библиотека Си++ 
классов для решения комбинаторных задач и нахождения оптимального решения. Он основан на методах рас-
пространения ограничений и может также служить средством для интеграции с другими оптимизационными 
технологиями, включая линейное программирование, локальный поиск, определяемые пользователем эвристи-
ки и генетические алгоритмы. 

ILOG Solver поддерживает работу с целыми, вещественными, логическими и множественными перемен-
ными и позволяет использовать линейные, нелинейные и логические ограничения. В ILOG Solver реализованы 
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несколько так называемых глобальных ограничений, которые позволяют связывать в одном ограничении не-
сколько переменных, и эти ограничения могут эффективно обрабатываться. При этом существенно уменьшает-
ся общее число ограничений по сравнению с использованием отдельных ограничений с той же семантикой. 
Глобальными ограничениями являются  alldiff, distribute, table constraint, sequence. 

Новые типы и ограничения на них, а также новые ограничения для существующих типов могут быть рас-
ширены разработкой новых С++ классов. Существуют метаограничения — конъюнкция и дизъюнкция сущест-
вующих ограничений, и допускается определение ограничений с весами и упорядочивание ограничений (это 
также может рассматриваться как метаограничения). Решатель содержит возможность динамического добавле-
ния и удаления ограничений. 

В качестве алгоритма распространения ограничений применяется модифицированный алгоритм совмест-
ности по дугам АС-5, который в отличие от базового алгоритма, работающего только с целыми числами, может 
применяться также и с вещественными, логическими и множественными переменными. По мнению авторов, 
этот алгоритм реализован очень тщательно, и они утверждают, что их алгоритм превосходит другие аналогич-
ные реализации более чем в 2000 раз. Следует также отметить наличие параллельной версии ILOG Solver, что 
позволяет получать хороший выигрыш во времени при решении больших прикладных задач. 

В ILOG Solver реализовано несколько наиболее эффективных алгоритмов поиска, включающих как стан-
дартные стратегии (поиск в глубину, поиск сначала наилучшего), так и специализированные алгоритмы для 
задач удовлетворения ограничения над конечными областями (Limited Discrepancy Search, Depth Bounded Dis-
crepancy Search). Пользователь может управлять процессом поиска, устанавливая параметры поиска, добавляя 
различные эвристики для сокращения областей, а также может создавать комбинации алгоритмов поиска. 
Пользователь может также выбирать требуемое решение (все, первое, лучшее и т.д.), изменять имеющееся ре-
шение с учетом новой информации, проверять имеющееся решение на оптимальность и т.д. 

4.2 Numerica [18] 

Numerica представляет собой одну из наиболее известных систем, разработанных на основе интервального рас-
пространения ограничений. Ее автор — Паскаль Ван Хентенрик, является автором ряда базовых концепций в 
этой области и им были разработаны основные алгоритмы достижения совместности на брусе и совместности 
по границам. Эти, а также другие специальные методы, и лежат в основе системы Numerica. 

Numerica представляет собой систему с графическим пользовательским интерфейсом, доступную IBM PC 
совместимых на машинах. Система предоставляет входной язык, достаточно удобный для записи систем урав-
нений и неравенств. Numerica позволяет решать только системы с вещественными переменными, которые 
должны быть квадратными, то есть число переменных в них должно совпадать с числом уравнений. Все ос-
тальные уравнений, а также неравенства рассматриваются как дополнительные ограничения. При этом все 
уравнения решаемой системы должны быть дифференцируемы. Все это является следствием применения алго-
ритма достижения совместности в брусе, в котором используется интервальный алгоритм Ньютона. 

Достоинствами Numerica является использование нескольких способов вычисления значений функций, 
включая разложение в ряд Тейлора, что позволяет получать достаточно точные границы при оценивании функ-
ций с интервальными параметрами. Также в Numerica используется специальная модификация алгоритма вет-
вей и границ, называемая методом ветвей и отсечений, которая позволяет весьма эффективно решать задачи 
глобальной оптимизации. Еще одним привлекательным свойством системы является доказательство существо-
вания корней, которое основано на использовании интервального метода Ньютона. 

В [18] приводятся результаты численных экспериментов, показывающих, что Numerica может решать дос-
таточно сложные задачи с хорошей эффективностью. В частности, она превосходит большинство численных 
пакетов для решения систем нелинейных уравнений, основанных как на классических, так и на интервальных 
методах. Наличие большого количества стандартных тестовых примеров, поставляемых с системой, наряду с 
приводимыми решениями и временами получения решений делает Numerica хорошим инструментом для тести-
рования эффективности пакетов для решения систем нелинейных уравнений. 

4.3 UniCalc [2] 

Решатель UniCalc представляет собой интегрированную среду с графическим пользовательским интерфейсом, 
доступную на большинстве платформ. Эта среда включает встроенный редактор, различные настройки, удоб-
ный входной язык для записи решаемых задач и средства графического отображения одномерных интерваль-
ных функций. UniCalc содержит несколько различных методов, в том числе некоторые виды символьных пре-
образований (упрощение, символьное дифференцирование, приведение подобных). Базовым вычислительным 
методом является один из вариантов методов распространения ограничений, называемый методом недоопреде-
ленных вычислений [1] и основанный на достижении 2B-совместности для примитивной системы ограничений, 
которая получена из исходной задачи. Ядро решателя, объединяющее все методы, называется вычислителем и 
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может быть использовано отдельно. В настоящее время на базе этого вычислителя создано несколько про-
граммных продуктов, и он встроен в ряд промышленных систем. 

UniCalc предназначен для решения задач, представленных системами алгебраических уравнений, нера-
венств и логических выражений. Решаемая система может быть переопределенной или недоопределенной, а 
параметры уравнений и неравенств могут быть заданы в виде интервалов допустимых значений. UniCalc позво-
ляет проводить вычисления как с целыми, так и с вещественными переменными, причем они могут входить в 
систему одновременно. В результате вычислений находится покоординатная внешняя оценка всех действи-
тельных решений системы (в общем случае неоптимальная). Если заданная система не имеет действительных 
решений, то выдается сообщение об ее несовместности. В решатель также встроен алгоритм локализации кор-
ней, позволяющий выделять отдельные решения из множества всех решений. 

Для локализации корней используется алгоритм, основанный на рекурсивном делении интервалов пере-
менных и применении метода распространения ограничений. В этом алгоритме выбирается переменная, по ко-
торой начинается поиск корня, и задается направление — слева или справа. Выбором последовательности пе-
ременных, по которым осуществляется бисекция, можно управлять. В этом алгоритме сужение интервалов про-
исходит как за счет их деления, так и за счет применения метода распространения ограничений. Корень счита-
ется найденным, если максимальная ширина интервалов по всем переменным не превышает заданную точность 
и система остается совместной. Базовый алгоритм локализации корней является основой для нескольких до-
полнительных алгоритмов, в которых используются различные эвристики для динамического выбора перемен-
ных разбиения и их комбинаций. В частности, это позволяет сводить исходную систему к 2B- и 3B-совместным 
задачам. 

Заключение 

В работе были рассмотрены основные понятия и алгоритмы программирования в ограничениях — одной из 
наиболее интенсивно развивающихся областей искусственного интеллекта. Этот подход применяется как для 
задач с дискретными (целочисленными, перечислимыми) переменными, так и для задач с непрерывными (ве-
щественными) переменными. Для обоих случаев в работе были даны определения основополагающего понятия 
методов распространения ограничений — совместности и представлены некоторые алгоритмы достижения со-
вместности, а для непрерывных областей также были приведены сравнения четырех видов специальных совме-
стностей. Однако понятие совместности не ограничивается вариантами, рассмотренными в работе. В частности, 
для дискретных областей тоже существует целый ряд различных видов совместности — направленная, сильная, 
адаптивная и другие, которые также используются для решения задач. Для достижения различных совместно-
стей разработаны специальные алгоритмы (в том числе параллельные), реализованные в прикладных системах. 

В настоящее время основные усилия исследователей, работающих в этой области, направлены на разра-
ботку эффективных алгоритмов поиска решений. Эти алгоритмы представляют собой комбинацию различных 
подходов — методов распространения ограничений, алгоритмов поиска и специальных алгоритмов из предмет-
ных областей. Одно из направлений работ в этих исследованиях — создание кооперативных решателей, кото-
рые объединяют несколько различных подходов и используют их совместно при решении одной задачи, вклю-
чая параллельную работу различных методов с обменом полученными результатами. Данное направление ка-
жется очень перспективным для решения действительно сложных задач. Примером такого кооперативного ре-
шателя является решатель SibCalc [16]. 
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Аннотация.  Предложена интервальная методика численного расчета по определению   статического давле-
ния насыпи на круглые одиночные и  многониточные трубы  в высокой насыпи в несколько ниток. Для ин-
тервального расчета используется полная арифметика Каухера. Далее,  дается описания  комплекса про-
грамм, который предназначен для расчета труб, уложенных в среде в несколько ниток интервальным мето-
дом конечных элементов. Полученные численные результаты для двух и многониточных труб сравниваются 
с известными теоретическими и экспериментальными результатами. 

 
 
 
В данной работе продолжены исследования, начатые в работе [1]. 
В последнее время, задачи оценки влияния различных неопределённых факторов: внешних возмущающих 

сил, неконтролируемых вариаций параметров, погрешностей в задании начальных условий на поведении реше-
ний рассматриваемых систем успешно решаются в рамках интервального анализа [2-4] - гарантированного (ми-
нимаксного) подхода. Применение интервального анализа позволяет заключить в интервалы решения задач, о 
входных данных  которых известно лишь то, что они лежат в некоторых интервалах. 

Данная работа отличается от [1] тем, что рассматриваемая задача решается в рамках интервального анали-
за. При этом используется минимаксная интервальная арифметика — полная арифметика Каухера. 

При определении давления грунта на трубы необходимо учитывать следующие факторы [1]: количество 
ниток; рельеф насыпи; условия опирания труб и другие факторы, встречающиеся в проектной практике. Анали-
тические же решение, полученные в [1], позволяет учесть рельефы насыпи только для одиночной трубы, и дают 
приближенную теоретическую оценку для труб многониточной укладки. 

В данной работе использован интервальный аналог метода конечных элементов (ИМКЭ), ориентирован-
ный на решении пространственной задачи линейной расчетной  теории упругости. В качестве расчетной модели 
принимается весомая упругая среда, содержащая подкрепленные круговыми цилиндрами отверстия и другие 
включения ( фундамент, неоднородности грунта и т.д ). При этом для труб принимаем, что цилиндр спаян со 
средой (отсутствие проскальзывания грунта по поверхности трубы).  

На внешнем контуре среды краевые условия имеет следующий вид : 
– на вертикальных границах сдвигающие напряжения и горизонтальные перемещения, либо рав-

ны   нулю, либо эти границы свободны; 
– на нижней горизонтальной границе примыкающей к основанию насыпи, отсутствуют верти-

кальные  и горизонтальные перемещения; 
– верхняя поверхность либо свободно от внешних воздействий, либо загружена нагрузкой.  

 
Размеры выбранной для расчета области должны быть оптимальными, либо от этого зависит время затрачивае-
мое на расчет по ИМКЭ и, следовательно эффективность работы алгоритма. Если грунт является изотропным 
материалом или рассматриваемая  система трубы-грунт имеет ось симметрии, то возможно уменьшении рас-
четной области за счет приятия только симметричной её половины. 

На основе предложенной методики составлен комплекс программ  IMFE, который предназначен для рас-
чета труб, уложенных в насыпи в несколько ниток.. Комплекс программ    реализован на языке Turbo Pascal 7.0. 

Вводимая информация содержит минимально необходимые данные: высота насыпи; размеры труб (диа-
метр и толщина стенки)  их количество и расстояния между ними; тип опирания труб; характеристика материа-
ла трубы и грунта насыпи; формы и положения поверхностей нагрузки. 

Для оценки достоверности получаемых результатов произведено тестирование IMFE на задачах линейной 
теории упругости, имеющих аналитические решения. Кроме того, производилось сравнение с эксперименталь-
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ными данными полученными другими авторами для одиночной трубы.  Наш анализ результатов численного 
моделирования показал, что использование методов интервального анализа, кроме классических точечных ре-
зультатов моделирования даёт исследователю гарантированные верхние, нижние и усредненные значения ис-
комых величин. 
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Аннотация. Формальная структура уравнений задачи анализа электрических цепей (ЭЦ) связана со структу-
рой ЭЦ, описываемой матрицами сечений и контуров ЭЦ, в выборе которых возможен значительный произ-
вол, теоретически не влияющий на результат расчета. При интервальной постановке независимости результа-
та анализа от структуры системы уравнений гарантировать нельзя. Рассматриваются возможности эвристиче-
ского построения матриц основных сечений и контуров, ассоциируемых с деревьями графа ЭЦ специального 
вида, построенных с учетом интервальных характеристик режимов и параметров ветвей. 

 
Попытки сформулировать общие принципы интервального анализа объектов, исследование которых может 

производиться в терминах теории электрических цепей (ЭЦ), предпринимались как отечественными исследова-
телями, так и за рубежом. Не обращаясь к критическому обзору полученных результатов, будем опираться на 
методологию, основанную на постулатах теории электрических цепей и являющуюся органической ее частью 
[1]. Собственно теория ЭЦ заключена в учете особенностей цепи на уровне идеализированных элементов, 
обобщенных ветвей, подсхем, многополюcников, преобразований фрагментов ЭЦ с учетом топологии, аппрок-
симации схемных функций; использование всех этих теоретических построений приводит к повышению эф-
фективности традиционных и созданию новых методов расчета. Опыт теории ЭЦ свидетельствует, что при вся-
кой новой формализации задачи возникают как новые возможности, так и новые проблемы в схемном пред-
ставлении ЭЦ идеализированными моделями в применении традиционных методов решения задач. Естественно 
стремление заложить идею систематичности, присущую теории ЭЦ в целом,  в условие задачи исследования 
ЭЦ на возможно более раннем этапе, дающую возможность воспользоваться плодами многолетнего опыта тео-
рии ЭЦ. 

Формальное описание задачи анализа сложной интервальной линейной ЭЦ  постоянного тока производит-
ся полной системой  уравнений по законам Кирхгофа и Ома: 

D IВ = 0;        (1) 
B UВ = 0;       (2) 
UВ = EВ + RВ (JВ —  IВ),       (3) 

(либо вместо  (3) применяется эквивалентное выражение IВ = JВ  + GВ (EВ —  UВ)).  
Здесь, как обычно,   

D, B —  матрицы основных сечений и контуров ЭЦ, соответственно, причем в частном случае в качестве мат-
рицы D может применяться матрица инциденций  A; 
UВ,  IВ,  EВ,  JВ – интервальные матрицы —  столбцы  напряжений, токов, источников э.д.с. и источников токов 
ветвей;  
RВ = GВ

-1- диагональные интервальные матрицы сопротивлений  и проводимостей ветвей; размеры упомянутых 
матриц определяются количеством ветвей ЭЦ   p и узлов q. 

В данной задаче все матрицы параметров ветвей ЭЦ  EВ, JВ, RВ, GВ подразумеваются интервальными, и, со-
ответственно UВ,  IВ, как параметры режимов ветвей могут быть априори заданы своими интервальными огра-
ничениями. Задача анализа интервальной ЭЦ, как правило,  формулируется как построение наилучших интер-
вальных оценок для параметров режима в пространстве {UВ,  IВ}. 

Первой особенностью этой системы, бросающейся в глаза, является ее разреженность. Теория ЭЦ  в значи-
тельной степени заключена в использовании идей и способов планомерных преобразований, "сворачивания" 
задачи и ее декомпозиции для получения эффективного решения, и на этом основаны распространенные мето-
ды анализа ЭЦ – контурных токов, узловых потенциалов, напряжений ветвей дерева. 

Так, метод узловых потенциалов (ориентирующийся на предпочтительное представление источников в ви-
де источников тока), заключается в разрешении системы:  

AGВATUУ = —  AJВ,     (4) 

где UУ  —  интервальный вектор узловых потенциалов размера  (q — 1), и  вектор напряжений ветвей связан с 
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ним через матрицу сечений: UВ =  ATUУ . В конечном итоге формальное решение для векторов токов и напря-
жений  может быть записано в виде: 

UВ = AТ(AGВAТ)-1JВ
IВ = (1 – GВAТ(AGВAТ)-1A)JВ
Аналогично, метод контурных токов (ориентирующийся на предпочтительное представление источников в 

виде источников э.д.с.) заключается в разрешении системы:  
BRВBTIk = —  BEВ,      (5) 

где I k  —  интервальный вектор контурных токов размера  (p —  q +1), и  вектор  токов ветвей связан с ним че-
рез матрицу контуров: IВ  =  BTIk . Формальное решение для векторов токов и напряжений  может быть записа-
но в виде: 
 

UВ = BТ(BRВBТ)-1EВ
IВ = (1 – RВBТ(BRВBТ)-1B) EВ. 
 
Кроме однородных координатных базисов (в приведенных  случаях —  UУ  и  I k )  возможны  и другие под-

становки в полную систему уравнений ЭЦ. 
Расчетные уравнения (1…3, 4 и 5) эквивалентны между собой с точки зрения "точной" математики, но оче-

видно, что с точки зрения интервальной постановки задачи они различны. Более того, в постановке этих задач 
имеется существенный произвол, заключающийся в выборе топологических матриц независимых контуров и 
независимых сечений B и D.   

Наверное, можно было бы утверждать, что если вместо матриц независимых сечений и контуров ЭЦ D и B 
использовать матрицы всех (!) контуров и сечений  D0 и B0 , то можно было бы получить наилучшее интерваль-
ное решение для параметров режима UВ,  IВ. Ясно, что этот путь совершенно неконструктивен ввиду "прокля-
тия размерности". Утверждать же что-либо относительно качества решения задачи анализа ЭЦ  при произволь-
но назначенных матрицах независимых сечений и контуров D и B в настоящее время пока не представляется 
возможным.  

В работе [1] рассматривались вопросы решения интервальных уравнений ЭЦ,  однако они были ориенти-
рованы, в основном,  на анализ и аппроксимацию компонентных уравнений (3). Вместе с тем остается совер-
шенно открытым вопрос об эффективном описании структуры – схемы соединения элементов интервальной 
ЭЦ.  

В качестве одного из естественных эвристических принципов формирования системы интервальных урав-
нений можно принять идею о том, чтобы каждая интервальная переменная входила в систему уравнений мини-
мальное число раз. Это в целом относится как к параметрам режима UВ,  IВ, так  и к пассивным параметрам вет-
вей  RВ и GВ. При аналитических преобразованиях, необходимых для применения обычно применяемых мето-
дов, параметры ветвей неоднократно повторяются в различных уравнениях. (В общей теории интервальной по-
становки задачи такой возможности не предусмотрено, однако при описании интервальной ЭЦ это явление ти-
пично). 

В теории ЭЦ активно эксплуатируется идея об оптимизации выбора системы основных контуров и сечений 
(графа) ЭЦ. В теоретических построениях и алгоритмах расчета, как правило, матрицы D и B ассоциируются с 
некоторыми деревьями специального вида. Этот выбор ориентируется на некоторые свойства элементов ветвей, 
а именно – линейность либо нелинейность элемента, его вид (резистор, индуктивность, емкость), или некото-
рые другие специфические параметры. Матрицы D и B, ассоциированные, соответственно, с деревьями TD и TB 
графа ЭЦ, обладают специальными свойствами. А именно – каждая ветвь дерева TD входит в единственное се-
чение, порожденное ею, и каждая хорда дерева TB входит в единственный контур,  ею порожденный. Кроме 
того,  матричные произведения  типа  (DG

B

ВD ) и  (BRТ
ВB ) также обладают специальными свойствами. Это 

симметричные матрицы, на главной диагонали которых расположены суммы значений параметров элементов 
ветвей (G

T

В  или RВ ) , входящих в соответствующее сечение (контур), а внедиагональные члены образованы 
элементами, одновременно инцидентными соответствующей паре сечений (контуров). 

Очевидно,  в задаче анализа интервальной ЭЦ основными параметрами, определяющими выбор системы 
основных сечений и контуров, следует считать свойства интервальности параметров элементов ЭЦ. В качестве 
численного критерия интервальности можно использовать величину интервала рассматриваемой переменной 
(или же относительную величину интервала,  например, нормируя ее средним значением; последнее замечание 
в наибольшей степени применимо к параметрам, знак которых заведомо известен – например, к резистивным 
параметрам ветвей). Проиллюстрируем дальнейшее на примерах.  

За основу возьмем граф ЭЦ, изображенный на рис.1. Упорядочим множество ветвей ЭЦ {1, 2, …12} в со-
ответствии с различными интервальными характеристиками ветвей.  
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Рис.1.  Граф ЭЦ для иллюстративного примера. 

Так, пусть вначале ветви ЭЦ упорядочены в порядке убывания их "токовой" интервальной характеристики: 
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}. В этом случае желательно, чтобы элементы с меньшими номерами входили в 
матрицу проводимостей единственный раз, и на основе этого критерия строим дерево TD = {1, 2, 3, 5, 6, 8}.  
Ветви 4 и 7 не вошли в дерево, поскольку с предыдущими ветвями они образовывают контуры. Матрица основ-
ных сечений D предстанет в виде:  

 1 2 3 5 6 8 4 7 9 10 11 12   
 1      1    1 1 1 –сечение  
  1      -1 1  1 1 2 –сечение  
D =   1    1 1 -1    3 –сечение (6) 
    1      1 -1 -1 5 –сечение  
     1     -1   6 –сечение  
      1   1  1 1 8 –сечение  

Для дерева TD = {1, 2, 3, 5, 6, 8} структура матрицы собственных и взаимных проводимостей  дерева (D G 
DT) получится в приводимом ниже виде. Здесь рядом с матрицей обозначены не номера строк и столбцов, а ас-
социированные с ними номера ветвей дерева —  сечений. Элементы матрицы также лишь обозначены своими 
номерами по следующему образцу: к примеру, для верхнего левого элемента вместо выражения (G1+G2+G3) 
записан лишь перечень их нижних индексов (1, 2, 3). Кроме того, следует специально отметить, что отдельные 
члены внедиагональных элементов могут иметь как положительный, так и отрицательный знак, однако в дан-
ном контексте это несущественно. Пустым клеткам приведенных матриц соответствуют нулевые элементы. 

 1 2 3 5 6 8  
 1, 4,11,12 11,12 4 11,12  11,12 1 
 11,12 2, 7, 9, 11,12 7, 9 11,12  9,11,12 2 
D G DT = 4 7, 9 3,4,7,9   9 3          (7) 
 11,12 11,12  5, 10, 11,12 10 11,12 5 
    10 6, 10  6 
 11,12 9,11,12 9 11,12  8, 9, 11, 12 8 

Как видно, в матрице (7)  проводимости – параметры ветвей дерева входят лишь в диагональные элементы 
матрицы, причем однажды. 

Продолжая анализ примера, допустим теперь, что ветви ЭЦ упорядочены по убыванию интервальных ха-
рактеристик их напряжений: {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}. Это означает, что предпочтительным было бы, 
чтобы напряжения с наибольшими интервальными характеристиками входили в систему уравнений (2) по од-
ному разу, образовывая ассоциированные с ними контуры, а, следовательно, дерево ЭЦ TB следует строить, 
преимущественно используя ветви с максимальными номерами. Итак, дерево TB  примет вид: TB  ={3, 6, 8, 9, 10, 
12}, а дополнение   (множество хорд) образует независимые контуры, ассоциированные с номерами ветвей: {1, 
2, 4, 5, 7, 11}. 
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 1 2 4 5 7 11 3 6 8 9 10 12   
 1      1 -1  1 -1 -1 1 –контур  
  1     -1  1 -1   2 – контур  
B =   1     -1  1 -1 -1 4 – контур                        (8) 
    1    -1   -1  5 – контур  
     1    -1 1   7 – контур  
      1      -1 11 – контур  

Для рассмотренного дерева TD структура матрицы собственных и взаимных контурных сопротивлений (B 
R BT) получится в виде: 

 1 2 4 5 7 11  
 1,3,6,9,10,12 3,9 6,9,10,12 6,10 9 12 1–контур  
 3,9 2,3,9,8 9  8,9  2–контур  
B R BT = 6,9,10,12 9 4,6,9,10,12 6,10 9 12 4–контур                 (9) 
 6,10  6,10 5,6,10   5–контур 
 9 8,9 9  7,8,9  7–контур 
 12  12   11,12 11–контур 

В заключение отметим, что если решение задачи анализа интервальной ЭЦ производится итерационным 
методом, то на различных шагах итераций интервальные характеристики элементов ветвей могут изменяться, 
коррелируя с текущими интервальными оценками напряжений, токов (и, быть может, пассивных параметров  
ветвей, если стоит задача их уточнения). Здесь, следовательно, напрашивается возможность итерационного из-
менения структуры расчетных уравнений ЭЦ, основанных на соответствующем  выборе матриц контуров и се-
чений графа ЭЦ. 
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Аннотация. Предметом  нашей  работы  является  наглядное  представления   процесса выполнения и 
результатов работы различных алгоритмов глобальной  интервальной  оптимизации  функции  двух  
переменных. 

1 Постановка задачи 

Данная работа посвящена разработке и реализации пакета программ, позволяющих ставить, решать задачу гло-
бальной оптимизации функции двух переменных интервальными методами и наглядно демонстрировать 
процесс и результаты работы  различных алгоритмов. 

Реализованный программный комплекс основан на клиент-серверной архитектуре. Включает в себя муль-
типлатформенную клиентскую часть со встроенным собственным трехмерным ядром и серверную часть, объе-
диняющую собственную программу-сервер и решатель, в свою очередь состоящий из интервального ядра, биб-
лиотеки алгоритмов и символьного интерпретатора. 

Эта система призвана способствовать популяризации интервальных методов, в частности, методов гло-
бальной оптимизации и создавалась с рекламно-демонстрационной  целью, но может рассматриваться и как 
полноценный инструмент для решения двумерных задач глобальной оптимизации.  

2 Специфика задачи  

Математических пакетов с поддержкой интервальной  математики все еще мало, общедоступные не очень 
удобны,  имеется ряд существенных недостатков. При проектировании нашей системы, мы старались избежать 
основных недостатков существующих решений, мешающих программам такого рода завоевать массового 
пользователя:  

1) “ресурсоемкость” (требуют от пользователя большой мощности процессора, много места на диске и 
оперативной памяти) 

2) платформеннозависимость.  
Использование клиент-серверной архитектуры позволяет разгрузить клиентскую машину, “унеся” все тя-

желые вычисления на серверную сторону. Это не только практически снимает ограничение на мощность поль-
зовательской машины, но и позволяет повысить скорость и точность результатов, за счет использования мощ-
ных серверных станций. Выбор Java в качестве языка реализации визуализационной части гарантирует мульти-
платформенность. Математическая часть выполнена на языке С++, более подходящего для этих целей. 

Одно из основных условий - система должна накладывать как можно меньше ограничений на потенциаль-
ного пользователя и его рабочее место.  

Вся работа осуществляется через сеть Internet  при помощи любого Веб-браузера  с поддержкой языка Java 
(Internet Explorer, Netscape Navigator, Mozilla, Opera),  но без дополнительных модулей (например, для под-
держки трехмерной графики).  

Так как системе предстоит работать с трехмерной графикой, но, возможно, у пользователя не установлена 
система DirectX или OpenGL, а требовать от пользователя установить их мы не можем, встала необходимость 
создания собственного трехмерного ядра для клиентской части. Оно реализовано в виде внутреннего класса. В 
его задачи входит не только отрисовка трехмерных объектов средствами двумерной графики, но и немалая ма-
тематическая часть:  

1) вся рутина по вычислению проекций;  
2) пересчет координат при повороте и прочие матричные преобразования;  
3) расчет затененных областей;  
4) удаления невидимых граней.  
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Далее взаимодействие с внутренним трехмерным ядром остальной программой  осуществляется через пре-
доставляемый набор стандартных интерфейсов, как если бы она пользовалась услугами, скажем DirectX. 

В задачи сервера входит  
1) непосредственно отслеживание и поддержание соединений,  
2) аутентификация пользователей и разделение прав,  
3) перекодировка и передача информации между клиентом и системой решения,  
4) запуск решателя и постановка задачи для него. 
Особенность серверной части в том,  что она должна сочетать в себе модули, написанные на языках Java и 

C++. Серверная часть реализована в двух вариантах — в виде сервлета  (Java Servlet) и в виде самостоятельного  
сервера. В силу большой специфичности круга задач,  решаемых сервером и особенностей архитектуры, про-
грамма-сервер создавалась "с нуля", без использования готовых основ. 

Математический решатель (Solver) состоит из интервального ядра, библиотеки алгоритмов, модуля обес-
печения и символьного анализатора.  

Интервальное ядро реализует представление типа данных «интервал» и набор базовых функций. Библио-
тека функций — расширяемый  набор интервальных алгоритмов. Модуль обеспечения — отвечает за ввод-
вывод, синхронизацию, целостность системы и взаимодействие с сервером (пользователем). 

3 Краткий перечень требований, предъявляемый к создаваемому программному 
обеспечению 

Разрабатываемое программное обеспечение должно позволять пользователю ставить задачу глобальной опти-
мизации. Поставленная задача должна быть решена за конечное время. Решение должно быть гарантирован-
ным, пропуск какого-либо решения недопустим. Создаваемое ПО должно обеспечивать наглядную демонстра-
цию работы интервальных алгоритмов решения задачи глобальной оптимизации. Результаты работы должны 
быть также представлены в наглядном виде. Система должна накладывать как можно меньше ограничений на 
потенциального пользователя и его рабочее место. 

4  Описание алгоритмов трехмерной графики — приводится здесь в весьма сокращенном 
виде, порой, не затрагивая целые классы проблем, без решения которых трехмерное графическое ядро невоз-
можно. Заинтересованного читателя мы отсылаем к работам [1, 3], подробно излагающим данный вопрос. 

4.1 Матричные преобразования 

В трехмерном пространстве любое движение, согласно теореме Шаля, может быть представлено в виде супер-
позиции поворота и параллельного переноса. И именно поэтому нам достаточно знать, как сделать два преобра-
зования — перенос и поворот.  

4.1.1.  Перенос точки. Точки будут рассматриваться как вектора с началом в начале координат и концом в соб-
ственно точке. Перенос — это сложение вектора-точки и вектора-переноса.  

4.1.2.  Поворот. Это занятие уже более интересное. Но тоже простое. Рассмотрим для примера поворот точки 
(x,y,z) относительно оси z. В этом случае z не меняется, а (x,y) меняются так же, как и при 2D повороте относи-
тельно начала координат. При этом координаты точки A' — результат поворота A(x,y) на угол � можно узнать 
по формулам поворота в плоскости, для других осей поворота — аналогично. 

x' = x*cos(α)-y*sin(α) 
y' = x*sin(α)+y*cos(α) 
z' = z 
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Можно заметить, что  
 
 
Но умножение матрицы на вектор требует больше операций, чем расчет x' и y' по формулам. Удобство 

матриц заключается как раз в свойстве A*(B*C) = (A*B)*C. Если мы делаем несколько поворотов подряд, на-
пример, пять (столько надо для поворота относительно произвольной оси), то, посчитав один раз матрицу пре-
образования, являющуюся комбинацией пяти поворотов, можно в дальнейшем без проблем делать сложное 
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преобразование из пяти поворотов с помощью всего одного умножения матрицы на вектор. Таким образом, 
можно задать любой поворот матрицей, и любая комбинация поворотов также будет задаваться матрицей, ко-
торую легко посчитать.  

4.2 Удаление невидимых граней 

4.2.1.   Отброс нелицевых граней. Пусть у нас есть объект, внутри которого камера заведомо не окажется. 
Обычно такие объекты составляют большую часть или всю сцену. Тогда для каждой грани мы можем увидеть 
только одну ее сторону — лицевую, ее видно только из одного полупространства, из того, в которое "смотрит" 
нормаль к этой грани, направленная "из" объекта. Проверив, в какое полупространство попадает камера, можно 
сразу определить, является ли грань лицевой и надо ли ее рисовать.  

Отдельный вопрос - как считать нормали к граням. Точнее, как выбрать одну из двух нормалей, которая 
будет смотреть из объекта. Обычно эта проблема решается еще на этапе построения 3D моделей - например, 
пакет 3D Studio записывает вершины граней в порядке A-B-C так, чтобы векторное произведение BA*CA и бы-
ло нормалью. Еще один способ - выбрать внутреннюю точку для объекта (либо вручную, либо взять его центр 
тяжести, либо еще как-нибудь) и использовать ее: если для этой точки функция видимости положительна, то 
есть грань якобы видна, то надо поменять знак nx, ny и nz. Для выпуклых объектов этот метод полностью реша-
ет задачу об удалении невидимых частей. 

4.2.2   Алгоритм художника.  Пусть имеется некий набор граней (т.е. сцена), который 
требуется нарисовать. Отсортируем грани по удаленности от камеры и отрисуем все гра-
ни, начиная с самых удаленных. Довольно распространенная характеристика удаленности 
для грани ABC - это среднее значение z, mid_z = (A.z+B.z+C.z)/3. Вот и весь алгоритм. 
Просто, и обычно достаточно быстро. Существует, правда, несколько проблем. Во-
первых, при некотором расположении граней этот алгоритм вообще не может дать пра-
вильного результата - в каком порядке грани не рисуй, получится неправильно. Стандарт-
ный пример справа. Во-вторых, при некотором расположении граней и использовании 

среднего значения z как характеристики удаленности алгоритм тоже 
дает неправильный результат. Пример слева. В этом случае горизон-
тальную грань надо рисовать второй, но по среднему значению z она 
лежит дальше и таким образом получается, что ее надо отрисовывать 
первой. Возможные пути решения этой проблемы - какие-то измене-
ния характеристики удаленности, либо моделирование, не вызываю-
щее таких ситуаций. И наконец, при использовании этого алгоритма 
отрисовываются вообще все грани сцены, и при большом количестве 
загораживающих друг друга граней мы будем тратить большую часть 
времени на рисование невидимых в конечном итоге частей. То есть 
совершенно впустую. 

 
 

4.2.3.   Z-буфер. Заведем буфер (собственно z-буфер) размером с экран, и забьем его каким-то большим числом. 
Для каждой рисуемой точки считаем значение z; если оно больше, чем значение в z-буфере (точка закрыта ка-
кой-то другой точкой), или меньше, чем -dist (точка находится за камерой), то переходим к следующей точке. 
Если меньше, то рисуем точку, а в z-буфер записываем текущее значение z. Вот и все. Это самый простой ме-
тод удаления невидимых частей, причем всегда дающий полностью правильные результаты. 

5 Интервальные алгоритмы глобальной оптимизации функций нескольких пере-
менных 

Для решения задачи глобальной оптимизации применяются интервальные методы, основанные на адаптивном 
дроблении области определения в сочетании с оцениванием области значений по получающимся подобластям.  
Методы этого типа хорошо работают для функций сложного рельефа, надежно находя гарантированные оценки 
как для глобального оптимума, так и для доставляющих его значений аргументов. 
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5.1 Бисекция 

Классический метод, на каждой итерации выбирает брус, доставляющий наихудшую оценку и делит его попо-
лам. 

 

Выход: 
Величина 
глобального 
оптимума. 
Значения 
аргументов. 
Количество шагов. 
Использованная 
память. 

Вход: 
Целевая функция. 
Область. 
Минимальная ширина делимого  
    бруса.  

Взять из списка наиболее «перспективный» брус. 

Определить, по какой координате делить.* 

Его ширина
меньше минимальной? 

Да 

Нет 

Посчитать интервальное расширение для половин
и добавить их в список. 

 

Рис 1.  Блок-схема  алгоритма  глобальной оптимизации с использованием «Бисекции» 
*) Деление может осуществляться несколькими способами.  
 
− Естественное дробление (Дробление большой стороны). 

За одну итерацию алгоритма выполняется одно деление. Для деления выбирается более широкая сторона 
бруса. Это связано с тем, что точность интервальной оценки зависит от ширины интервала, в котором ме-
няются аргументы, и от зависимости целевой функции по каждому из аргументов. Не делая никаких 
предположений о конфигурации функции,  алгоритм последовательно уточняет интервальное расшире-
ние, деля наибольшую, а значит, вероятно, дающую наименее точную оценку сторону. Например, брус 
такого вида  (рис. 2а) будет поделен таким (рис. 2б) образом. 

а) б) в) г) 
 

Рис 2.  а), б) — деление по большей стороне.       в), г) — тотальное деление 
 

 
− Тотальное дробление (Дробление всех сторон). 

За одну итерацию алгоритма брус делится на восемь частей. Пример дробления по всем сторонам на рис. 
3 
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− Дробление с памятью (Эвристическое дроб-
ление).  
За одну итерацию алгоритма выполняется 
одно деление. Сторона для деления выби-
рается исходя из предыдущих итераций, 
используется вместе с алгоритмом естест-
венного деления (деление большой сторо-
ны). Каждый раз, производя деление оче-
редного бруса, этот алгоритм анализирует, 
насколько улучшилась интервальная оцен-
ка при делении именно по этой координате. 
В существующем варианте надежд не оп-
равдал.  
Вот пример, иллюстрирующий работу би-

секции. Ищем минимум. 
Бисекция — классический алгоритм, его достоинства — простота реализации и неприхотливость. В рамках 

данной работы был разработан ряд алгоритмов, также основанных на адаптивном дроблении. 

 
Рис 3. Поиск минимума методом «бисекции» 

5.2  Бисекция с перекрытием (Трисекция) 

Алгоритм, основанный на бисекции. Деление происходит 
не пополам, а на две пересекающиеся части, по две треть-
их  исходного бруса каждая.  

Если при сравнении интервальных расширений полу-
чившихся брусов, рекордную оценку доставляет левый 
брус, делается предположение, что экстремум находится в 
первой трети, если правый брус рекорден, то наиболее 
вероятное положение экстремума для этого этапа — в по-
следней трети. Таким образом, для каждой следующий 
итерации алгоритма будет получаться область в три раза 
меньше текущей. Но случай, когда оценки равновелики 
(Рис.3 б), требует отдельного рассмотрения. В этом случае 
необходимо проверить, не имеем ли мы дело с двумя рав-
новеликими экстремумами в первой и третьей третях. Если 
это действительно так, алгоритм прекрасно распараллеливается, и каждый экстремум в дальнейшем обрабаты-
вается в отдельном потоке. Если это не так, алгоритм предполагает, что экстремум находится во второй трети.  

0    1/3     2/3 0    1/3     2/3
1а)           б) 

Рис 4. Пример разбиения исходной области 
перекрытием. (Метод «трисекции») 

Применение этого алгоритма для относительно хороших функций с единственным экстремумом на облас-
ти дает выигрыш в полтора раза.  

5.3 Алгоритмы с неравномерным дроблением 

Эти алгоритмы отличаются от описанных выше тем, что деление очередного бруса происходит на неравные 
части, в зависимости от предыдущего дробления. 

На рис.7 рассмотрено поведение подобных методов на основе алгоритма Неравномерной бисекции.  

Рис 5. Пример работы алгоритма «Неравномерная 
бисекция» 

в) а) б)

5.4 Вероятностный алгоритм 

Другим популярным подходом к решению задач гло-
бальной оптимизации является так называемый алго-
ритм «симулированного отжига» (известный еще как 
алгоритм Метрополиса). Это вероятностный метод, 
моделирующий одноименный физический процесс, и 
его имеет смысл применять в тех ситуациях, где доми-
нирующими требованиями является желание получить 
в сложной задаче хоть какие-то результаты за заданное 
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ограниченное время. Разработанная С.П.Шарым и впервые реализованная в рамках данной работы интерваль-
ная версия алгоритма «симулированного отжига» для глобальной оптимизации функций сочетает в себе гаран-
тированность интервальных методов с неприхотливостью вероятностного подхода. 

Вход:  
Целевая функция. 
Область. 
Минимальная ширина делимого блока. 
Температура. 

Случайным образом выбрать брус из списка.  

Выход: 
Величина 
глобального 
оптимума. 
Значения аргументов. 
Количество шагов. 
Использованная 
память. 

Да

Нет

Рис 6.  Блок-схема алгоритма интервального симулированного отжига для глобальной 
оптимизации. 

Температура > 0 
Ширина интервала больше 

минимальной? 

Уменьшить температуру. Поделить брус, посчитать интервальные
расширения, добавить в список 

На этом интерва- 
ле функция дает худшую 

оценку? 

Да

Нет
Нет Интервал прини- 

мается с вероятностью  
exp(-ΔE / kT). Интер- 

вал принят? 
 

Да 

Нет 

 

6 Реализация 

6.1 Решатель 

Решатель реализован на языке С++. Платформеннозависим. Существующая реализация позволяет осуществ-
лять переход между операционными системами Windows (поддерживается вся линейка, начиная с Windows 95) 
и клонами Linux без изменения кода. Поддержки графического интерфейса пользователя нет. Самодостаточен. 

Интервальное ядро реализует представление типа интервал 
и базовые функции. Может выступать в роли 
самостоятельного продукта. В библиотеке алгоритмов 
реализованны функции высокого уровня, алгоритмы 
глобальной оптимизации, методы построения графиков 
функций (поверхностей). Символьный анализатор позволяет 
ставить задачу, используя командную строку или файл 
инициализации. Позволяет определять константы, функции, 
переменные, понимает данные интервального типа,  
допускается ввод дробных чисел и чисел в 
экспоненциальном формате. 

Интервальное 
ядро 

Библиотека алгоритмов 

Символьный 
анализатор 

Внешний интерфейс 

Рис 7. Структурная схема решателя.
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6.2 Сервер 

Сервер реализован на языке Java в двух вариантах. В виде java программы и с использованием технологии Serv-
let.  

Сервлет не является самостоятельной программой и должен исполняться в рамках какого-либо HTTP-
сервера, поддерживающего работу сервлетов. Кроме того, он немного тяжелее в исполнении, хотя при повтор-
ных обращениях ситуацию несколько улучшает кэш сервера, пытаясь при этом подсунуть старые данные. При 
обращении к сервлету вызывается функция doGet. В ней, в зависимости от строки запроса либо ставится задача 
решателю, либо вызывается соответствующая native-функция для получения и обработки требуемых данных. 
Затем они посылаются клиенту, либо ему сообщается, что данные не готовы.  

Такую же функциональность реализует TСP-IP сервер, для его работы не требуются какие-либо дополни-
тельные программы. Поддерживает множество одновременных соединений. 

Сервер и Решатель общаются через Посредника. Посредник кодирует и форматирует данные, решает про-
блемы разделения доступа и требований безопасности Java машины. Посредник реализован в виде динамически 
подключаемой библиотеки на языке С++. 

6.3 Реализация клиентской части 

Клиентская часть реализована на языке Java в виде аплета, предоставляющего графический интерфейс пользо-
вателя со встроенным трехмерным ядром, собственной системой меню, диалогов и командной строкой. 
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При л ож е н и е  
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Аннотация. В работе рассмотрена проблема автоматизации трудоёмких вычислений спектров  в  задачах  
устойчивости  параллельных  течений.  Использовался  принцип  аргумента.  Кроме высокой  надёжности  
вычислений, этот  метод  даёт  дополнительную  информацию  о важных свойствах  задачи. 

 
 
Проблема устойчивости параллельных течений по-прежнему представляет значительный интерес. В про-

стейшем случае течения в плоском канале  задача  сводится к уравнению Орра-Зоммерфельда 
 
 

( ) ( )( )[ ]ωωαωαωαωαω UCUi ′′−−′′−=+′′− 2424 Re2 , 
(1) 

0=′= ωω   при  1±=y , 
 

где  α ,  — параметры, Re ω  — комплексная амплитуда малого возмущения,  — невозмущённый 
профиль скорости,  — спектральный параметр, определяемый при решении задачи на собственные 
значения (1). 

21 yU −=
iYXC +=

В связи с бурным ростом быстодействия компьютеров требования к вычислительным алгоритмам 
несколько изменились. Сейчас важным свойством численного метода является его надёжность, которая 
открывает широкие возможности для автоматизации.  

Уравнение (1) решается методом прогонки, после чего формулируется дисперсионное соотношение. 
Интересным способом его исследования является так называемый принцип аргумента 

 

(2) ( )zPN arg
2
1

γπ
Δ=− ,  

 
где N  и P  — число нулей и полюсов в области, ограниченной контуром γ , с учётом их кратности. 

В настоящее время проводится испытание этого метода на более  трудной задаче исследования 
устойчивости течений проводящей жидкости в продольном магнитном поле. 
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Рассмотрим интервальную систему линейных алгебраических уравнений (ИСЛАУ) 
                                          Β=Αx ,                                                                        (1) 

где – интервальная вещественная матрица размерности (n×m), Α Β– n-мерный интервальный вещественный 
вектор, элементами которых являются соответственно интервалы  и , ],[ +−

ikik aa ],[ +−
kk bb mRxmink ∈== ,,1,,1 . 

Введем естественные обозначения 
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Множество решений системы (1) может быть определено различными способами в зависимости от того, 
какими кванторами связаны коэффициенты матрицы и правой части [1]. Наиболее часто в литературе встреча-
ются следующие множества решений ИСЛАУ: 
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Известны (см., например, [2]), описания этих множеств в виде систем равенств и неравенств: 
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Таким образом, лишь множество  задается линейными ограничениями, в описании же множеств 

 участвует нелинейное условие , что делает любую задачу оперирования ими -
полной. 

2ℜ

431 ,, ℜℜℜ 0),( 21 =xx NP

В случае, когда требуемое множество }4,3,2,1{, ∈ℜ ii  оказывается пустым, вместо него можно использо-
вать соответствующее квазирешение (описания всех таких квазирешений даны в [2]). 

В реальных задачах не всегда удобно пользоваться множеством iℜ , например, при идентификации пара-
метров математической модели регрессионного типа с использованием интервальной выборки. Часто вполне 
достаточно выделения некоторого представителя iℜ , обладающего специальными, следующими из обоснован-
ных содержательных соображений, свойствами. 

Таким представителем (назовем его сильным iℜ - решением) может быть точка , обеспечивающая не 
просто выполнение линейных неравенств в описании 

*x

iℜ , но и гарантирующая максимальную разрешающую 
способность этих неравенств. 

Так, для множества  задача поиска сильного 2ℜ 2ℜ - решения сведется к задаче линейного программиро-
вания: 
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После ее решения сильное -решение находится по правилу  2ℜ .21* xxx −=
Линейные ограничения задач поиска сильных iℜ -решений, 4,3,1=i  дополнятся нелинейным условием 

. Эти задачи могут быть сведены к задачам частично булевого линейного программирования [2]. 
При этом переход от канонической формы записи ограничений для 

0),( 21 =xx

4ℜ  к нормальной можно легко осуществить 
с помощью стандартных приемов линейного программирования. 
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Введение 

Данная работа посвящена проблеме решения задач глобальной оптимизации с дополнительными ограничения-
ми, определенными на множестве переменных задачи. Основной упор сделан на решение целочисленных задач 
оптимизации. В работе, с успехом, используются идеи и методы интервальной математики. 

Во многих научных исследованиях по вещественной и целочисленной глобальной оптимизации просмат-
риваются идеи использования классического метода ветвей и границ [9], [10], интервальной арифметики и ее 
методов [12]. Ряд статей посвящены различным способам увеличения эффективности работы интервального 
алгоритма ветвей и границ. Так, в статьях [6] и [7] рассматриваются способы выбора области для дальнейшего 
поиска экстремума, а также доказывается оптимальность такого выбора. Различные стратегии деления множе-
ства значений переменных подробно рассматриваются в [5] и [11]. Результатом этих исследований становится 
вариативный способ деления допустимых значений переменных на разное количество частей. Один из способов 
комбинирования стратегий поиска локального и глобального экстремумов для нахождения глобального экстре-
мума рассматривается в статье [4]. Результаты статей и наработанная база методов интервальной математики 
оказали решающее воздействие на дальнейшую работу. 
Глава 1 посвящена описанию метода распространения ограничений для достижения локальной совместности. 

Интервальный метод оптимизации представлен в главе 2. Глава 3 содержит анализ и сравнение интервального 
метода с оптимизационным методом решателя SibCalc [8]. 

1 Интервальный метод распространения ограничений 

Интервальная арифметика — это арифметика, определённая на множестве интервалов. Существует ряд работ, 
достаточно подробно описывающих методы и свойства интервальной математике (например [1]), поэтому мы их 
рассматривать не будем. Однако, эти свойства будут нами использоваться в ходе дальнейшего изложения интер-
вального метода распространения ограничений, который фактически основан на интервальной математике. 

Одним из методов достижения локальной совместности является интервальный метод распространения ог-
раничений (CP). Рассмотрим более детально данный метод. Пусть математическая модель задана системой из 
m алгебраических уравнений от n переменных: 

F ( x ) = 0 ,          (1.1) 

где F = (f1(x) ,  f2(x) ,  . . . ,  fm(x))  — вектор -функция  и x = (x1,  . . . ,  xn)  — вектор переменных, причем m 
может быть не равно n. Множество всех решений системы (1.1) обозначается через P = {x ∈ An | F ( x ) = 0}, где 
P принадлежит ограниченному параллелепипеду D = {x ∈ An | li ≤  xi ≤  ri : li, ri ∈ A,  i = 1,  2 ,  . . . ,  n}. Так как в 
общем случае i-е уравнение системы содержит не все переменные, то его можно записать в следующем виде:  

f  ( i) (x i1 ,  . . . ,  x i n i )  = 0,        (1.2) 

где ni ≤ n. Предполагается, что из этого уравнения можно выразить каждую переменную через другие, тогда 
получится ni следующих уравнений:  

x f x xi
i

i ini1 21= ( ) ( ,..., )  , 
. . . 
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x f x x x x x
i j j j nj

i
i i i i i

i
=

− +

( ) ( , ,..., , ,..., )
1 2 1 1  ,      (1.3) 

. . . 
x f x x xi n

i
i i ini i ni

=
−

( ) ( , ,..., )
1 2 1  . 

Если записать в таком виде все уравнения системы (1.1), то будет получено μ = n 1 + n 2 + ... + nm  равенств 
вышеуказанного вида, определяющих в общем случае для каждой i-й переменной системы (1.1) mi  (1 ≤ mi ≤ m) 
функций от разных наборов переменных. Правые части равенств (1.1.3) называются функциями интерпрета-
ции. 

Считается, что каждое значение переменной xi  недоопределено и может принадлежать интервалу [li , ri ]. 
CP сужает интервалы для каждой переменной xi  по описанному ниже алгоритму. 

Не ограничивая общности, равенства (1.3) можно переписать для интервальных типов данных с операция-
ми интервальной математики: 

* * ( ) * * * * *( , ,..., , ,..., )x f x x x x xj j
i

j j ni
= − +1 2 1 1       (1.4) 

Итерационный процесс уточнения недоопределенных значений переменных строится  на основе представ-
ления (1.4) и состоит из следующих шагов:  

 Для k = 0 вычисляются все (μ = n 1 + n 2 + ... + nm) функции интерпретации (1.1.4), полагая [ ]* ,x l ri i i
0 = . 

• Для всех переменных, значения которых изменились после вычисления соответствующих функций ин-
терпретации, помечаются функции, имеющие эти переменные в качестве аргумента. Множество всех 
помеченных функций называются активными функциями. Если множество активных функций пусто, то 
процесс вычислений заканчивается. 

•  Вычисляются значения активных функций для k+1 шага по формулам: 
* * ( ) * * * * * *( , ,..., , , ..., )x f x x x x xj

k
j

i k k
j
k

j
k

n
k

j
k

i

+ + +
−
+

+= ∩1
1

1
2

1
1
1

1 x    (1.5)  

•  Переход на шаг 2.  
Таким образом, значения переменных в процессе итерационных вычислений представляются последовательно-

стью не расширяющихся интервалов . Такая последовательность стабилизируется за конечное число шагов, 
причем порядок выполнения функций интерпретации не влияет на окончательный результат вычислений. В 

результате применения итерационного процесса (1.5) будет получен многомерный параллелепипед , яв-

ляющийся декартовым произведением интервальных значений

*x j
k

*D

* *lim , ,x x jj k j
k= = 1 n . Если , то он 

гарантированно содержит все корни системы (1.1), в противном случае (
*

) — система несовместна. Бо-
лее подробное описание работа метода можно найти в соответствующей литературе [2]. 

*D ≠ ∅

D = ∅

2 Интервальный метод ветвей и границ 

Впервые метод ветвей и границ был предложен Лендом и Дойгом [9] в 1960 для решения общей задачи цело-
численного линейного программирования. Интерес к этому методу и фактически его “второе рождение” связа-
но с работой Литтла, Мурти, Суини и Кэрела [10], посвященной задаче коммивояжера [3]. 

Начиная с этого момента, появилось большое число работ, посвященных методу ветвей и границ и различ-
ным его модификациям. Столь большой успех объясняется тем, что авторы первыми обратили внимание на 
широту возможностей метода, отметили важность использования специфики задачи и сами воспользовались 
спецификой задачи коммивояжера. Отметим, что эффективность работы алгоритма определяется двумя факто-
рами: качеством оценочной функции и возможностью получать “хорошие” значения целевой функции на ран-
них стадиях. 

В основе интервального метода IBB лежат идеи интервальной арифметики, интервального метода распро-
странения ограничений и классического метода ветвей и границ. Задача ЗУО есть подзадача ОЗУО, так как 
решениями задачи ОЗУО являются те решения задачи ЗУО, на которых достигается экстремум функции цели. 
Следовательно, для решения задачи ОЗУО необходимо сначала научиться решать задачу ЗУО. Одной из наи-
более эффективных стратегий решения задач ЗУО, является стратегия «Forward Checking». Основное звено 
стратегии «Forward Checking» составляют методы достижения локальных совместностей. Интервальный метод 
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распространения ограничений помогает устанавливать локальную совместность на алгебраических системах, 
что делает возможным эффективное использование этого метода при решении более сложной задачи ОЗУО. С 
одной стороны, задача ОЗУО очевидно сложнее, чем задача ЗУО, с другой, использование специфики задачи 
ОЗУО позволяет облегчить поиск решения. Одним из методов, ориентированных на решение задач оптимиза-
ции, является  классический метод ветвей и границ. Использование знания о значении целевой функции дает 
возможность уменьшить пространство для поиска корня. Совместное использование метода ветвей и границ и 
интервальной арифметики позволяет достичь хорошей эффективности при решении задачи ОЗУО. 

Для простоты дальнейшего изложения материала, не ограничивая общности, будем считать, что задача 
ОЗУО есть задача максимизации. На вход методу подается задача P = (X, D, C, F). На выходе ожидается век-
тор-решение для задачи P. На первом шаге происходит инициализация интервального рекорда минимальным 
допустимым числом. Затем исходная область D подается на вход методу CP для достижения 2В совместности. 
На выходе получаем область D' ⊆ D, причем количество решений в областях D' и D совпадает. Далее, область 
D' делится на подобласти D1 и D2 так, что текущая переменная деления принимает максимальное допустимое 
значение в области D1 и все остальные значения в области D2. Области D1 и D2 проходят этап установления ло-
кальной совместности. В случае невозможности достижения локальной совместности, область исключается из 
дальнейшей обработки ввиду отсутствия решений в ЗУО задаче. Иначе вычисляется интервальное расширение 
целевой функции, которое сравнивается с интервальным рекордом, и, при необходимости, происходит обнов-
ление интервального рекорда. Весь процесс повторяется до тех пор, пока не обработаются все области. Об-
ласть-вектор на котором достигается значение равное значению интервального рекорда, является вектором-
решением задачи P. К сожалению, данный алгоритм не лишен недостатков. Одним из недостатков, является 
существенная зависимость эффективности работы данного алгоритма от близости решения к краю области по-
иска. Удачный выбор значения переменной деления быстро приводит к хорошим значениям интервального 
рекорда, что позволяет эффективно сократить пространство поиска экстремума. Напротив, неудачный выбор 
значения для переменной деления ведет к полному перебору. Также, способ деления путем означивания пере-
менных делает затруднительным и мало эффективным применение алгоритма в случае вещественных перемен-
ных. Наличие вышеперечисленных недостатков можно устранить при помощи деления переменной на две или 
три равные части, и выбора наиболее перспективной области для дальнейшего поиска решения. Перспектив-
ность области определяется по верхней границе интервальной оценки значения целевой функции. Для даль-
нейшего деления выбирается область с наибольшей такой границей. Псевдокод модифицированного алгоритма 
приводится в таблице 2.1. Рассмотрим работу модифицированного интервального метода ветвей и границ 
(IBBM) на примере: 

Пример 2.1: Определим целочисленные переменные х1 и х2: 
  х1 = [-1, 2]; х2 = [-1, 10]; 
Система ограничений задается в следующем виде: 
  х12 — х2 > 0; 2*х2  + х1 <= 1; 
Целевая функция есть: F = х12 — х1 — х2; 

Задача заключается в поиске таких значений переменных, при которых удовлетворяются все ограничения, 
и достигается максимум целевой функции. Поиск корня происходит слева направо сверху вниз в соответствии с 
рисунком 2.1. Овалы обозначают области, полученные в результате деления по фиксированной переменной. 
Прямоугольники содержат локально совместные области. Прежде чем начать поиск корня, исходная область 
подается на вход методу CP  для установления локальной совместности, в результате чего происходит умень-
шение пространства поиска более чем в 2 раза. Суженая область подвергается первому делению по переменной 
х2. Применение метода CP для подобластей и вычисление интервального расширения целевой функции приво-
дит к отсечению крайней правой ветки из-за невозможности достижения локальной совместности. Далее, поиск 
корня происходит вдоль крайней левой ветки, ввиду наибольшего значения верхней границы интервального 
расширения целевой функции. После полной обработки левой ветки происходит возврат на центральную ветвь. 
К этому моменту, значение интервального рекорда равно 3. Верхняя граница интервального расширения целе-
вой функции оказывается меньше текущего значения интервального рекорда, следовательно, поиск корня 
вдоль центральной ветки не имеет смысла. Итак, в результате найдено два корня с максимальным значением 
целевой функции равным 3. Рисунок 2.1 свидетельствует, что благодаря применению техники метода IBBM 
пространство поиска составило меньше трети от возможного. Из примера 2.1 видно, что в ряде случаев удается 
избежать полного перебора за счет отсечения несовместных областей и областей, на которых интервальное 
значение целевой функции больше интервального рекорда. Для задач больших размерностей и с большим чис-
лом ограничений данное свойство алгоритма может существенно облегчить поиск экстремума.  
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 IBBM(X, D, C, F): Maximum 
 best =I — infinity; 

D = CP(X, D, C); 
Queue = {D}; 
Pick domain D from Queue 

 
 
 
 Split any Dx ∈ D into D1, D2, D3 
 D1 = CP(X, D1, C); 

D2 = CP(X, D2, C); 
D3 = CP(X, D3, C); 
Fmax = max{F(D1), F(D2), F(D3)}; 
D = {Di | F(Di) = Fmax, i = 1, 2, 3}; 
Put domain Dj (i ≠ j, j = 1, 2, 3) into Queue; 
If (F(D) <I best) then 

 
 
 
 
 
 
 Pick next domain; 
 End If; 

If (Is empty(X)) then  
 If (F(D) >I best) then 
 best =I F(D); 
 End If; 
 End If; 
 End; 
 End;  

Return best; 
End. 

 
 
 Таблица 2.1 
 
 

3 Анализ интервального метода ветвей и границ. 

Теперь дадим качественную оценку методу IBBM. Прежде всего, опишем класс задач, покрываемый методом 
IBBM. Этот класс составляют задачи целочисленной, вещественной, и смешанной глобальной оптимизации с 
ограничениями. Система ограничений есть произвольная система алгебраических уравнений. Целевая функция 
выражается в виде допустимой комбинации параметров, целочисленных и вещественных переменных. Кроме 
того, в уравнениях системы и целевой функции могут присутствовать интервальные параметры. Теперь остано-
вимся на свойствах данного алгоритма: 

• глобальность (найденное решение является глобальным экстремумом) 
• полнота (все глобальные решения содержатся среди найденных) 
• существование субоптимума (в любой момент времени существует приближение к глобальному экс-

тремуму) 
• универсальность 
Все эти свойства, несомненно, являются положительными сторонами алгоритма IBBM. Большой диапазон 

задач, которые могут быть решены при помощи данного алгоритма, ставит вопрос об эффективности их реше-
ния. Наивно ожидать, что все задачи будут решаться одинаково хорошо. Эффективность решения может суще-
ственно зависеть от вида ограничений и целевой функции, хотя некоторые теоретические оценки все же можно 
сделать. Из свойств интервальной арифметики следует, что в случае однократного вхождения каждой перемен-
ной в целевую функцию получаем точную нижнюю и верхнюю оценки множества значений целевой функции. 
Например,  в случае линейной целевой функции мы не будем иметь эффекта расширения ее интервального зна-
чения. Точность оценки изменения значений целевой функции увеличивает возможность отсечения областей, 
выходящих за границы интервального рекорда. Не последнюю роль играет структура системы ограничений. В 
случае, когда система ограничений сильно нелинейная, интервальный метод распространения ограничений су-
щественно сужает допустимые области изменения значений переменных, что значительно сокращает простран-
ство поиска экстремума. Напротив, сложно ожидать хороших результатов, когда переменные многократно вхо-
дят в целевую функцию, а ограничения линейны. Наихудший случай работы алгоритма — это полный перебор. 
Поэтому наихудшее время работы алгоритма может быть оценено как T = O(en) , где n — мощность множества 
переменных. Память, необходимая в этом случае оценивается как V = O(n2*d), где n — мощность множества 
переменных, d — максимальная мощность областей значения переменных. Дать более точную оценку эффек-
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тивности алгоритма весьма затруднительно, что подчеркивает важность проведения практических эксперимен-
тов. 

Как и в любом алгоритме поиска, очень важным моментом оказывается порядок переменных, по которым 
ведется поиск. Без дополнительных алгоритмов анализа структуры задачи наиболее успешной стратегией ока-
зывается динамический выбор последовательности переменных поиска. В случае целочисленных переменных 
правомерно ожидать, что дерево поиска окажется минимальным при выборе самой узкой переменной для поис-
ка. Например, пусть переменная х1 имеет ширину 2, а переменная х2 имеет ширину 3. В случае поиска по  пе-
ременной х1, а затем по переменной х2, количество узлов в дереве поиска при полном переборе составит 8, а 
при противоположном порядке переменных 9. С вещественными переменными дело обстоит иначе. Выбор са-
мой широкой переменной для поиска увеличивает шансы сильного сжатия области поиска с помощью алгорит-
ма CP. 

Кроме выбора последовательности переменных для поиска, существенную роль играет способ деления 
множества допустимых значений переменной. Принимая во внимание исследования других авторов в этой об-
ласти (см. [5], [11]), был выбран метод трисекции. Деление не на две, а на три части оказывается более эффек-
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тивным за счет уменьшения вероятности, что произойдет пересечение множества значений целевой функции на 
всех трех областях. Если в области с большим значением целевой функции будет найдено решение, то область 
с меньшим значением может быть исключена из дальнейшего рассмотрения без обработки. Также, в результате 
деления на большее количество частей повышается точность интервальной оценки целевой функции, что имеет 
положительный эффект в работе алгоритма. 

Ряд изученных работ [6], [7] посвящены построению критерия выбора области для дальнейшего поиска из 
множества доступных областей. Несомненно, «хороший» критерий помогает существенно ускорить работу ме-
тода. Ввиду использования интервальной математики для оценки множества значений изменения целевой 
функции, поиск корня ведется в области с наибольшим значением верхней границы целевой функции. Данный 
критерий позволяет ускорить нахождение «хороших» интервальных рекордов, что помогает при дальнейшем 
поиске. 

Интересным моментом в работе алгоритма является способ хранения текущих экстремумов. Все найден-
ные экстремумы хранятся в обычном линейном списке. При нахождении новой области, которая удовлетворяет 
всем ограничениям, необходимо либо добавить ее в список, либо заменить весь список областью, либо отбро-
сить ее.  

 
CP + Bisect IBB 

Name 
Time Roots Time Roots 

Группа 1 
Reg_Bag_500_5 57.6 1 0.7 1 

Reg_Bag_1000_15 3074.3 1 5.6 1 
Reg_Bag_50_50 218.6 1 8.5 1 
Reg_Bag_50_800 > 1 day 0 233.8 1 

1Rand_Bag_20_400
00 1024.2 1 0.17 1 

2Rand_Bag_20_400
00 3136.2 1 0.15 1 

3Rand_Bag_20_400
00 > 2 hours 0 0.41 1 

1Rand_Bag_50_200
00 > 15 hours 0 8.5 1 

2Rand_Bag_50_200
00 > 15 hours 0 3.7 1 

3Rand_Bag_50_200
00 > 15 hours 0 0.8 1 

Группа 2 
1Rand_Com_5 2329.8 1 0.12 1 
2Rand_Com_5 2087.3 1 0.14 1 
3Rand_Com_5 2152.2 1 0.12 1 
1Rand_Com_7 > 15 hours 0 12.3 1 
2Rand_Com_7 > 15 hours 0 11.9 1 
3Rand_Com_7 > 15 hours 0 8.6 1 

1Rand_Com_10 > 1 day 0 2343.7 1 
2Rand_Com_10 > 1 day 0 1402.6 1 
3Rand_Com_10 > 1day 0 2408.9 1 

Группа 3 
Golomb_5 0.1 1 0.09 4 
Golomb_6 1.7 1 2 8 

Таблица 3.1 

Если интервальное значение целевой функции на области строго меньше наибольшего значения целевой 
функции из списка, то происходит отбрасывание данной области. Иначе происходит добавление области в спи-
сок и отбрасывание всех областей с меньшими значениями целевой функции. Введем дополнительный интер-
вал, нижняя граница которого определяется как максимум нижних границ значений целевой функции из спи-
ска, верхняя как максимум верхних границ. Введение такого интервала позволяет отказаться от сравнения зна-
чения целевой функции на области со всеми значениями из списка. Достаточно лишь сравнения нового значе-
ния с введенным интервалом и однократной фильтрацией списка в конце работы алгоритма. Такой подход хра-
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нения множества текущих экстремумов в отличие от предлагаемых в литературе приводит к существенному 
сокращению числа машинных операций на этапе обновления этого множества. 

Разработанный метод является частью мощного вычислительного инструмента SibCalc. При помощи данного 
метода были решены некоторые сложные практические задачи. В таблице 3.1 проводится сравнительный анализ 
метода IBB c существующим методом оптимизации универсального решателя SibCalc. Таблица разбита на три 
группы по типам решаемых задач. Первая группа — задачи о ранце для различных весов, ценностей и количества 
предметов. Вторая группа — задачи коммивояжера для различного числа городов и расстояний между ними. Тре-
тья группа — задача Голомба размерности 5 и 6. Результаты решения задач первой и второй группы показыва-
ют существенное преимущество метода IBB по сравнению с методом оптимизации решателя CP+Bisection. 
Группа номер три отражает свойство полноты множества найденных решений. Результаты сравнения двух вы-
шеупомянутых методов и метода IBBM приводятся в таблице 3.2. Двадцать тестовых задач вошли в таблицу и 
образовали две группы. Первая группа задач одинаково хорошо решена всеми тремя методами. Вторая группа 
задач показывает эффективность применения стратегии трисекции и используемого критерия выбора области 
для деления. Результаты решения задачи H72 свидетельствуют об увеличении времени выполнения одной ите-
рации. Несмотря на это обстоятельство, метод IBBM за одно и тоже время сумел сильнее приблизиться к опти-
мальному решению, чем метод IBB, что свидетельствует об оптимальности пути поиска экстремума. 

 
CP + Bisection IBB IBBM Name 

Time Iterations Roots Time Iterations Roots Time Iterations Roots 
Группа 1 

Eq1 0.02 368 1 0.01 3 1 0.04 31 1 
Flaudas3 0.01 418 1 0.03 3 1 0.02 7 1 

H104 0.01 Inconsistent 0.01 Inconsistent 0.01 Inconsistent 
H77 0.1 Inconsistent 0.1 Inconsistent 0.1 Inconsistent 
H78 0.05 2259 1 0.05 16 6 0.05 15 6 

Hock7 0.02 189 1 0.01 2 2 0.01 4 2 
Ineq1 0.03 944 1 0.2 58 1 0.23 70 1 

Группа 2 
Flaudas4 545.0 36077810 1 0.02 5 1 0.02 6 1 

H93 > 2000 --- 12.85 Inconsistent 10.4 Inconsistent 
H76 > 2000 --- 0.1 21 1 0.1 28 1 
H79 0.6 50234 1 1.35 546 1 0.3 71 1 
H110 > 2000 --- 63.87 660 1 5.1 42 1 
H13 8.5 753597 1 102.76 16701 2 20.34 2327 2 
H73 > 2000 --- 15.42 3011 1 8.28 1103 1 

Combag > 2000 --- 252.3 11747 1 261.1 13648 1 
O32 979.0 572036397 1 40.9 7561 20 5.7 570 20 
H100 > 2000 --- 89.14 21619 1 75.27 12515 1 
H106 > 2000 --- > 2000 --- 39.11 Inconsistent 
H111 > 2000 --- 631.4 6747 1 8.4 74 1 

Possible global minimum = 212, Time limit = 180 sec H72 > 2000 --- 180 62517 5 (7143) 180 44653 75 (673) 
Таблица 3.2 

Заключение 

В данной работе был представлен интервальный метод нахождения глобального экстремума для оптимизаци-
онной задачи удовлетворения ограничений. Данный метод является универсальным, и может быть использован 
для нахождения глобального экстремума для целочисленных, вещественных, и смешанных задач оптимизации. 
Применение интервальных операций при машинных вычислениях позволяет гарантировать нахождение всех 
глобальных оптимумов. Отсутствие решений по завершению работы метода гарантирует невозможность удов-
летворения ограничений, и как следствие, отсутствие глобального оптимума. Ограничение времени работы ме-
тода позволяет находить приближение к глобальному оптимуму. Оптимальность такого приближения может 
быть оценена при помощи интервальной техники. 

Результаты сравнения интервального метода ветвей и границ с внутренним методом оптимизации универ-
сального решателя SibCalc свидетельствуют об эффективности комбинирования классических методов поиска 
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экстремума с интервальными техниками. Применение метода распространения ограничений в процессе поиска 
решений позволяет сузить области поиска и уточнить интервальную оценку множества значений целевой 
функции. Метод, как часть системы SibCalc, может быть использован при решении широкого круга оптимиза-
ционных задач, возникающих в практической деятельности. 

Предполагается ряд дальнейших работ по развития алгоритма таких, как применение дополнительных кри-
териев отсечения областей, особенно в случае вещественных переменных, повышение точности внешней оцен-
ки для множества допустимых значений целевой функции, привлечения стратегий поиска локального экстре-
мума для увеличения эффективности нахождения рекордов. 
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Аннотация. Данная работа посвящена исследованию решений нелинейных систем уравнений с использова-
нием интервальных методов. Разработанные вычислительные алгоритмы эффективны для решения нелиней-
ных систем средних размерностей и применимы  для случая так называемых ползущих решений. Предлагает-
ся  подход, основанный на сочетании интервальных методов  и методов распространения ограничений  для 
задач с интервальными типами данных. 

 
Необходимость решения систем алгебраических уравнений с недоопределенностью возникает практически 

в любой задаче моделирования или проведения инженерных расчетов. Данная работа посвящена численному 
исследованию решений нелинейных систем уравнений и разработке различных интервальных вычислительных 
методов нахождения решений нелинейных систем  небольших и средних размерностей, применимых  для слу-
чая так называемых ползущих решений [8]. 

В первой части доклада приводятся определения решений, получаемых численными методами, вводится 
определение ε - решения и  описываются условия, когда ε - решение является окрестностью точного решения. 
Далее проводится анализ существующих интервальных методов, позволяющих гарантированно находить все 
ε - решения нелинейных систем уравнений. Так, интервальный метод Ньютона [6] позволяет гарантированно 
находить ε - решения  и имеет квадратичную скорость сходимости в случае, если корень отделен и производ-
ная на рассматриваемом интервале отлична от нуля. Интервальные методы Хансена [2, 3] и Кравчика [5] спо-
собны отделить изолированные решения,  так как они используют расширенную интервальную арифметику. 

Метод Кравчика является модификацией интервального метода Ньютона, в котором вычисление обратной 
интервальной матрицы заменяется ее оценкой. В исходной формулировке метод недостаточно вычислительно 
эффективен и его улучшением является алгоритм Хансена-Сенгупты [4], позволяющий сравнительно быстро 
найти решение на небольшом начальном интервале или определить его отсутствие. В случае большого началь-
ного интервала этот алгоритм может не сойтись к решению. Позднее появляются различные улучшения и мо-
дификации вышеупомянутых алгоритмов [7, 9] связанные в основном с более точным оцениванием обратной 
интервальной матрицы.  

Другими подходами к решению систем нелинейных уравнений являются методы распространения ограни-
чений (CP) [1], активно развиваемые в области искусственного интеллекта. Методы CP применимы для произ-
вольных систем уравнений и неравенств, то есть в систему могут одновременно входить линейные и нелиней-
ные уравнения, различные неравенства и логические выражения, причем число уравнений может быть не равно 
числу неизвестных. Как плата за универсальность, время нахождения решения может оказаться значительным. 
В вычислительном плане метод CP может быть проинтерпретирован как недетерминированный итерационный 
процесс, управление которым осуществляется по данным, простейшим частным случаем которого можно рас-
сматривать интервальный метод Зейделя .  

Метод CP решает внешнюю интервальную задачу, т.е. находит многомерный брус,  содержащий все реше-
ния системы уравнений. Для локализации отдельных решений применяется  бисекция в сочетании с методом 
CP. В соответствии с алгоритмом выбирается переменная, по которой начинается поиск решения и направление 
поиска по этой переменной – слева или справа. Выбором последовательности переменных в поиске можно 
управлять. По умолчанию выбирается переменная, имеющая наименьшую ширину интервала. После того как 
интервал по выбранной переменной поделен пополам или в другой пропорции, вся система запускается на счет 
сначала на левом подынтервале, если выбрано левое направление поиска, и на правом – в случае правого на-
правления, т.е. направление поиска определяет очередность просмотра подынтервалов.  

Если система на одном из подынтервалов совместна, то происходит его следующее деление. Если же сис-
тема на обоих подынтервалах несовместна, то они не содержат решения, и в дальнейшем весь объединенный 
интервал не рассматривается. Процесс деления по выбранной переменной происходит до тех пор, пока ширина 
интервала по этой переменной ни станет меньше заданной точности ε. Далее просматриваются интервалы всех 
остальных переменных. Если среди них есть интервалы с шириной больше ε, то разбиение повторяется по од-
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ной из этих переменных. Корень считается найденным, если максимальная ширина интервалов по всем  пере-
менным не превышает заданную точность и ему соответствует вся  найденная ε-окрестность.  

От выбора последовательности переменных, по которым осуществляется бисекция, существенно зависит 
расчетное время нахождения решения. В данной работе рассматривается стратегия выбора последовательности 
переменных, которая обеспечивает разумный компромисс между скоростью вычислений и сложностью алго-
ритма выбора. Данная стратегия основана на анализе системы на связность и оценке скорости распространения 
ограничений по переменным системы. Для оценки скорости распространения ограничений используется ско-
рость изменения интервального решения по отдельным переменным. Вычислительные эксперименты демонст-
рируют достаточно высокую эффективность выбранного алгоритма. Зачастую вышеописанный алгоритм по 
качеству решения и скорости его нахождения превосходит аналоги интервальных методов Ньютона. 

Отдельно рассматривается поиск решения для систем нелинейных уравнений малой размерности. Решение 
таких систем уравнений часто встречается в геометрическом моделировании (различные задачи на плоскости, 
задачи пересечения параметрических кривых в пространстве). Из всех алгоритмов практический интерес пред-
ставляют те, в которых требуется минимальное время для нахождения всех решений уравнений. Для случая 
кратных решений характерно то, что условие малости невязки выполняется в брусе, длина ребра которого мо-
жет быть много больше ε . Такие ситуации называются ползущим решением. Проблема оптимального нахож-
дения этого бруса является важной задачей, особенно в вычислительных системах реального времени. Предло-
женный алгоритм поиска позволяет с высокой степенью эффективности гарантированно находить все области, 
в которых невязка мала.  

Идея алгоритма состоит в следующем. Начальная область решения оценивается с помощью метода CP.  С 
грубой точностью, порядка одной десятой максимальной ширины интервалов искомых переменных, запускает-
ся алгоритм бисекции в сочетании с методом CP. Это позволит быстро отсечь некоторые брусы, не содержащие 
решения В каждой полученной области решения ищутся не последовательно, а находятся первые решения по 
разным направлениям, которые составляют брус. Для этого бруса анализируется интервальное значения яко-
биана системы. Если якобиан знакопостоянен на всем брусе, то это значит, что отображение взаимно однознач-
но и в этом брусе возможен только один корень, который находится любым интервальным методом, например 
методом Кравчика. В другом случае, когда интервальное значение якобиана содержит нуль, для рассматривае-
мого бруса оценивается интегральная мера невязки по квадратурной формуле Гаусса. Если интегральная мера 
невязки не превышает заданной точности, то весь брус является решением, в противном случае проводится до-
полнительная его бисекция. 

Разработанные вычислительные алгоритмы позволяют эффективно решать произвольные системы уравне-
ний с ограничениями и интервальными данными, что позволяет использовать предложенную методику для ре-
шения прикладных задач. 
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Аннотация. В статье описывается применение кооперативного подхода к решению задач математического 
моделирования имеющих сложную формулировку. Предлагаются разработанная технология для построения 
кооперативных решателей и программная среда обеспечивающая их создание. После описания архитектуры 
среды и ее текущей реализации приволятся примеры построения действующих кооперативных решателей 
эффективных при решении конкретного класса задач. 

Введение 

В настоящее время для решения прикладных вычислительных задач все чаще применяются решатели, основан-
ные на интервальных методах распространения ограничений. Применение этих методов позволяет упрощать 
формулировки задач, решать задачи в нестандартных постановках, с неточными данными, объединять пере-
менные разных типов и т.д. Однако эти методы все же не являются универсальными и существуют классы за-
дач, для которых эти методы либо неприменимы вообще, либо имеют низкую эффективность (например, сис-
темы линейных алгебраических уравнений). Вместе с тем, объединение методов распространения ограничений 
со специализированными методами позволяет значительно увеличить эффективность и мощность каждого из 
методов. Поэтому построение кооперативных решателей, объединяющих различные методы и использующих 
современные вычислительные технологии (параллельность, дистрибутивность и т.д.), является очень перспек-
тивным и важным направлением в решении сложных вычислительных проблем.  

Существует достаточно большое количество работ в области построения кооперативных решателей [6], [7]. 
Большинство из них либо рассматривают, какие методы следует использовать при построении кооперативных 
решателей, либо описывают некоторый конкретный кооперативный решатель [1], [9]. На наш взгляд, многие из 
уже созданных решателей и архитектур имеют весьма ограниченные возможности для их расширения другими 
методами либо используют очень жесткую схему вычислений. Поэтому в нашей работе основной целью 
является не разработка некоторого кооперативного решателя, а создание среды для разработки семейства 
кооперативных решателей и средств их построения. Эти средства не только не противоречат уже разработан-
ным методологическим подходам, а предоставляют удобную и универсальную базу для их реализации. На базе 
этого подхода были созданы прототипы кооперативных решателей, которые показывают высокую перспектив-
ность данной разработки. 

Статья организована следующим образом: во второй части даются основные определения и описываются 
принципы построения кооперативных решателей являющиеся базой разработанной технологии. В третьей 
части рассматривается програмная среда для построения кооперативных решателей: ее архитектура, возможно-
сти и описывается технология построения кооперативных решателей. В четвертой части приводятся примеры 
готовых кооперативных решателей. В заключении описываются некоторые реализационные моменты и направ-
ления дальнейших работ. 

1 Оcновные определения и принципы построения кооперативных решателей 

Для того, чтобы перейти к формальному определению понятий, связанных с кооперативными решателями, нам 
необходимо ввести ряд дополнительных определений, включая понятие модели, метода, кооперативности и т.д. 
Так как наше определение модели основано на терминологии задач удовлетворения ограничений, то необходи-
мо также ввести основные определения, используемые в этой области искусственного интеллекта [10], [2]. 
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1.1 Задачи удовлетворения ограничений 

Ограничение — это предикат С(x1,…,xn), на некотором множестве переменных, принимающих значения из 
заданных областей определения. При этом переменные, входящие в предикат, могут быть разных типов. 

Таким образом, ограничения описывают множества допустимых значений переменных, и дают некоторую 
частичную информацию об интересующих нас переменных. 

Задача удовлетворения ограничений — это тройка P=(X, D, C), где  
X={x1, ... , xn} - набор переменных,  
D={D1, ... , Dn} - области определения переменных,  
C={C1, ... , Cm} - множество ограничений на этих переменных.  
В качестве областей Di используются множества целых чисел или других объектов, а также вещественные 

интервалы. В последнем случае значениями переменной являются подынтервалы исходного интервала и для 
работы с ними используются алгоритмы интервального анализа. 

Вектор (a1, ..., an)∈D называется решением задачи удовлетворения ограничений, если для всех огра-
ничений Сj(xj1, ..., xjk)∈C значения Сj(aj1, ..., ajk) истинны (в этом случае также говорят, что кортеж 
(aj1, ..., ajk) удовлетворяет ограничению Сj). Если такого вектора не существует, то решение задачи счи-
тается равным пустому множеству, а задача удовлетворения ограничений называется несовместной.  

1.2 Модели и методы 

Математическую модель мы отождествляем с понятием задачи удовлетворения ограничений, а ее решением 
называем построение по входной модели одной или нескольких новых моделей, которые удовлетворяют неко-
торым, заранее определенным требованиям. Такими требованиями могут быть, например, получение множества 
значений переменных D' в виде интервалов с заданной максимальной шириной и удовлетворяющих ограниче-
ниям C исходной модели; разделение входной модели на линейную и нелинейную части и т.д. Таким образом, 
решение модели есть преобразование 

M -> (M1, M2, ... , Mn). 
При этом, если соответствующая модели задача удовлетворения ограничений несовместна, то результи-

рующие модели также считаются несовместными, т.е. их решением являются пустые множества. 
Решение модели может производиться с помощью метода или решателя. Метод есть наименьшая недели-

мая сущность, обладающая свойством получения по данной модели одной или нескольких других моделей. Ме-
тод может работать только с входной моделью. Обобщением метода является решатель, который для выполне-
ния преобразований может использовать один или несколько методов и других решателей. В простейшем слу-
чае решатель может просто вызывать один метод. Если решатель использует более одного метода, то он назы-
вается кооперативным решателем. В дальнейшем мы не будем делать различий между методом и решателем, 
рассматривая и тот и другой как некоторый преобразователь MS, на вход которого подается исходная модель и 
на выходе получается одна или несколько новых, то есть 

MS(M) = (M1, M2, ... , Mn) 
Метод представляет собой сложный объект, который включает в себя непосредственно вычислительный 

алгоритм, каналы обмена данными (определяемые ниже), механизмы управления работой вычислительного 
алгоритма, а также ряд других компонент. 

1.3 Кооперативность 

Под кооперативным взаимодействием мы понимаем совместное решение частей (в общем случае пересе-
кающихся) исходной задачи различными методами, где каждый из методов предоставляет результаты своих 
вычислений другим методам. 

Кооперативное взаимодействие методов определяется схемой вычислений - некоторым ориентированным 
графом, узлами которого являются методы, а дугами - связывающие их информационные потоки. Схема вы-
числений полностью определяет ход решения задачи. Она содержит информацию о наборе используемых мето-
дов, порядке их запуска, способе и направлении обмена данными между методами. Фактически, схема вычис-
лений описывает, откуда берется входная информация, как она преобразуется, и что должно получиться на вы-
ходе. Задание вычислительной схемы определяет вид кооперативного взаимодействия методов. 

Передача данных между методами осуществляется посредством каналов. Каналом мы назовем некоторую 
сущность, имеющую один или несколько входов и выходов и способную получать данные на входах и переда-
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вать их на выходы. Каналы могут инкапсулировать некоторый сетевой транспортный протокол, что автомати-
чески позволяет переносить решатель на распределенную архитектуру. Использование такой компоненты по-
зволяет естественным образом осуществлять коммуникацию с методом: прием/передачу данных задачи и 
управляющих команд. 

Из приведенных выше определений видно, что возможности кооперативного решателя напрямую свя-
заны с возможностями составляющих его методов. Кроме того, с реализационной точки зрения, эффективность 
работы решателя зависит от средств, используемых для коммуникации методов, - позволяют ли данные средст-
ва проводить распределенные или параллельные вычисления, какова скорость передачи данных и т.д. 

При разработке средств для построения кооперативных решателей большое значение имеет способ описа-
ния вычислительной схемы, лежащей в основе создаваемого решателя. Для этих целей существуют два подхо-
да: 

– Использование специальных языковых средств, синтаксис которых удобно и интуитивно понятно 
отражает как конфигурацию кооперативного взаимодействия методов, так и стратегию ее измене-
ния в ходе решения задачи [8]. 

– Использование графических средств описания вычислительной схемы [5], [4]. 
Кроме описательных средств, для разработки кооперативных решателей очень важной является возмож-

ность пополнения набора используемых при построении решателя методов. Здесь можно выделить следующие 
два подхода: 

– Дополнение набора используемых методов некоторыми уже существующими приложениями. При 
этом подходе должен быть создан механизм встраивания ранее разработанных вычислительных 
библиотек и/или вычислительных приложений. На данный момент существует большое количест-
во готовых и очень эффективных в своих областях применения вычислительных библиотек и при-
ложений, которые можно использовать для построения кооперативных решателей. Для обеспече-
ния данного подхода, механизмы взаимодействия методов должны поддерживать работу встроен-
ных приложений в различных операционных системах. 

– Реализация нового метода на основе методов, имеющихся в библиотеке кооперативного решателя. 
При этом подходе используется некоторый внутренний язык реализации методов, при помощи ко-
торого можно либо реализовать метод "с нуля", либо использовать уже имеющиеся методы для 
создания нового. 

Из всего вышесказанного следует, что средства для построения кооперативных решателей должны обеспе-
чивать следующие возможности: 

– возможность взаимодействия методов при решении задачи, 
– интуитивно понятного описания вычислительной схемы, 
– распараллеливания/распределения вычислений, 
– контроля процесса вычислений, 
– динамического изменения вычислительной схемы, 
– пополнения библиотеки используемых методов, 
– использования в вычислениях гетерогенных кластеров. 

2 Среда для построения кооперативных решателей 

Здесь мы опишем результат, полученный в ходе разработки нашего подхода к кооперативному решению 
сложных вычислительных задач. Этим результатом является создание библиотеки средств, объединяющей 
вычислительные компоненты и средства построения кооперативных решателей, которые удовлетворяют всем 
перечисленным в предыдущем разделе требованиям. Данная среда позволяет достаточно легко строить коопе-
ративные решатели для конкретных классов задач или моделей.  

2.1 Компоненты среды 

В основе созданной нами среды лежат следующие основные части:  
– Вычислительное ядро 
– Модуль описания математической модели 
– Модуль создания и исполнения кооперативных решателей 

Вычислительное ядро среды представляет собой библиотеку методов и приложений, используемых для 
решения задач, языка описания моделей и средств перевода с этого языка в некоторые структуры, обеспечи-
вающие решение задачи требуемыми методами. Все методы, встроенные в библиотеку, имеют общий интер-
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фейс, что обеспечивает общий механизм организации их взаимодействия и запуска.  
В настоящее время вычислительное ядро представлено решателем SibCalc [3]. Библиотека методов SibCalc 

включает в себя:  
– алгоритмы распространения ограничений над конечными областями (АС-4, АС-5)4 
– алгоритмы распространения ограничений над непрерывными областями (интервальный АС-3); 
– интервальный метод Ньютона; 
– методы решения систем интервальных алгебраических линейных уравнений; 
– линейного программирования (интервальное расширение метода внутренних точек); 
– большой набор методов поиска над непрерывными и конечными областями; 
– автоматическое дифференцирование; 
– ряд специализированных методов различных назначений. 

Модуль описания математической модели предоставляет возможность описания математической моде-
ли в форме, максимально приближенной к общепринятой математической нотации. При помощи специального 
механизма данное декларативное представление модели трансформируется в универсальное внутреннее пред-
ставление (UIR – Universal Internal Representation) задачи, которое используется всеми методами, участвующи-
ми в расчетах в качестве входных и выходных данных. 

Модуль создания и исполнения кооперативных решателей предоставляет следующие средства: 
– Единый интерфейс, который должен быть реализован методом, участвующем в кооперативном 

взаимодействии. Методы, реализующие данный интерфейс, составляют библиотеку методов сис-
темы. 

– Языковые средства реализации новых методов - как с нуля, так и на основе имеющихся в библио-
теке. 

– Каналы, посредством которых производится взаимодействие методов и управление ими. 
– Механизм, позволяющий задавать схему взаимодействия методов. Такая схема представляет собой 

декларативное описание кооперативного решателя и может рассматриваться как новый метод для 
использования наряду с другими методами при построении нового кооперативного решателя. 
Данный механизм позволяет создавать иерархические кооперативные решатели. 

– Механизм, позволяющий распределять методы на гетерогенном вычислительном кластере, произ-
водить запуск кооперативного решателя и осуществлять контроль за вычислениями. В ходе работы 
кооперативного решателя набор участвующих методов и направления действующих информаци-
онных потоков могут динамически изменяться, что позволяет интерактивно влиять на процесс вы-
числения. В отличие от декларативного описания схемы вычислений, данный механизм представ-
ляет процедурное описание схемы поведения кооперативного решателя. 

Общая схема взаимодействия компонент представлена на следующем рисунке: 

 

2.2 Технология построения кооперативных решателей 

После рассмотрения основных компонент среды, рассмотрим общую схему построения кооперативного реша-
теля. 

При возникновении практической необходимости в расчете некоторой математической модели, поль-
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зователь среды сначала формулирует ее на высокоуровневом специализированном языке.  
Далее разрабатывается стратегия расчета полученной математической модели, включающая в себя сле-

дующие этапы: 
– декомпозиция математической модели на составные части, которые могут быть решены отдель-

ными методами библиотеки и/или другими приложениями. 
– поиск наиболее эффективных вычислительных средств, способных решать каждую из полученных 

частей задачи. 
– схематичная разработка кооперативного взаимодействия вычислительных средств (создание вы-

числительной схемы кооперативного взаимодействия). 
После того, как стратегия решения задачи выбрана, выбирается набор методов, которые будут использова-

ны для кооперативного решения задачи. При этом, для каждого вычислительного средства, необходимого для 
решения задачи и не входящего в текущую библиотеку методов среды, реализуется единый интерфейс методов 
библиотеки. На основе выбранных методов и разработанной схемы их кооперативного взаимодействия при по-
мощи механизмов, предоставляемыx модулем создания и исполнения кооперативных решателей, конструиру-
ется решатель. Общая схема данного этапа  представлена на следующем рисунке: 

Следующим этапом является отладка кооперативного решателя. На этом этапе совершенствуется вы-
бранная стратегия расчета математической модели с целью достижения максимальной эффективности при ее 
решении. 

Затем производится отторжение готового решателя и его дальнейшее самостоятельное использование. 

 

 

3 Примеры кооперативных решателей 

В данном разделе мы проиллюстрируем общую схему создания кооперативного решателя на конкретных дей-
ствующих примерах.  

3.1 Комбинирование методов для решения нелинейной задачи с большими линейными подсистемами 

Рассмотрим пример решателя, производящего расчет нелинейных математических моделей с большими линей-
ными подсистемами. 

На встроенном языке математического моделирования сформулируем задачу отыскания всех решений 
линейной системы, лежащих в брусе, ограниченным шаром заданного радиуса:  
    const int N, M; 
    real A[N,M], b[N], x[M]; 
    A*x = b; 
    sum i in <1..M> {x[i]*x[i]} < R^2; 
Данная модель параметризуется размерами линейной задачи и радиусом шара. Хорошо работающий на 

нелинейных задачах метод интервального распространения ограничений (СР) имеет на моделях данного типа 
крайне низкую эффективность. Это служит поводом к созданию кооперативного взаимодействия 
специализированного метода для решения линейных систем – интервального метода Гаусса (Interval 
Gauss), с методом СР. Вычислительная схема такого взаимодействия может быть представлена следующим 
образом: 
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Вышеприведенное схематическое представления решателя имеет следующий аналог описания на внутреннем 
языке системы (в качестве которого используется скриптовый язык Python [11]): 

 
    from scf.methods import IGauss, CP 
 
    gauss = IGauss() 
    cp = CP() 
    gauss.output.connect(cp.input) 
 
Инициализация решателя исходными данными, запуск и получение результата производится следующим 

образом: 
  
    model = Model("example_1.uir"); 
     
    gauss.input(model) 
    gauss.run() 
    cp.run() 
     
    print "Solution:", cp.output() 
Это пример простейшего последовательного кооперативного взаимодействия, называемого sequential 

evaluation. В нижеследующей таблице приведены времена расчета тестовых задач различной размерности 
при помощи одного метода CP и его кооперативного взаимодействия с методом  Interval Gauss.  

 
Размерность CP CP+Interval Gauss

10x10 2.04 0.012 
20x20 17.39 0.320 
50x50 1240.64 3.2 

3.2 Решатель, реализующий последовательную кооперативность с изменяющейся точностью вычис-
лений 

Здесь мы ищем глобальный оптимум вещественной функции, параметры которой связаны набором 
дополнительных ограничений выраженных равенствами и неравенствами:  

     /* minimize objf */ 
     real x1, x2, x3, x4, objf; 
 
     objf = x1^2 + 2.*x2^2 + 3.*x3^2 + 4.*x4^2; 
     x1^2 + 3.*x2^2 - 4.*x3*x4 - 1. = 0.; 
 
     x4 = max(x4, 1.e-4); 
     sqrt(5.*abs(x1/x4)) + sin(x2) - 1. = 0.; 
 
     (x1 - x2 - x3 + x4)^2 - 1.=0; 
     x2*x3 + (x1 - sin(x4))^2 - 3.=0; 
 
     -5 <= x1; x1 <= 3; 
     -3 <= x2; x2 <= 3; 
     -5 <= x3; x3 <= 4; 
     -6 <= x4; x4 <= 2; 
 
Мы ищем минимум функции objf при помощи разделения области ее значений слева направо и 

применяя метод CP на соответствующих областях определения. Данный алгоритм реализуется методом Bi-
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sect. Нам необходимо найти значение минимума с точностью 10^-10. Если сразу решать задачу с требуемой 
точностью, используя только бисекцию, то ее решение находится за 36 секунд. Но если решать задачу с 
постепенным увеличением точности и последующей бисекцией, так как показано на следующей 
вычислительной схеме: 

 
то для ее решения требуется всего 2.6 секунды.  

Приведенная выше вычислительная схемы соответствует следующему методу, описанному на внутреннем 
языке: 

 
    from scf.methods import Scheme, Bisect 
 
    class AccuracyChain(Scheme): 
 
        def __init__(self, acc, target, *args): 
            self.accuracy = acc 
            self.target = target 
            Scheme.__init__(*args) 
     
        def staff(self): 
            accuracy = 0.1 
            channel = self.input 
            while accuracy >= self.accuracy: 
                bisect = Bisect() 
                bisect.target(self.target, Bisect.MIN|Bisect.LEFT) 
                bisect.accuracy(accuracy) 
                channel.connect(bisect.input) 
                channel = bisect.output 
                self.append(bisect) 
                accuracy *= 0.1 
            channel.connect(self.output) 
 

Данное описание демонстрирует создание кооперативного решателя, допускающего дальнейшее 
переиспользование. Создание экземпляра решателя, его инициализация, запуск и получение результата 
производится следующим образом: 

    from scf.methods import AccuracyChain    
 
    model = Model("example_2.uir") 
    chain = AccuracyChain(1e-10, "objf") 
    chain.input(model) 
    chain.run() 
    print "Solution:", chain.output() 

5 Заключение 

В статье была представлена разработанная нами среда для построения кооперативных решателей. Эта среда 
функционирует на различных платформах и используется нами для создания прототипов кооперативных 
решателей различного назначения. Другим применением рассматриваемой среды является исследование 
эффективности применения получаемых решателей для решения практических задач, имеющих сложную 
математическую формулировку. 

При разработке среды был использован Python - многофункциональный, развивающийся скриптовый язык 
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[11]. Мощь скриптовых языков при переиспользовании готовых компонент позволяет легко встраивать в сис-
тему новые вычислительные библиотеки. Так, при встраивании решателя SibCalc в качестве вычислительного 
ядра, для всей библиотеки решателя был реализован Python интерфейс, что обеспечило возможность ее исполь-
зования. Подобным образом среду можно расширить другими приложениями. 

В процессе реализации коммуникационных каналов было испытано много различных средств: CORBA, 
RPC, MPI, XML-RPC, ACE, имеющих как преимущества, так и недостатки [12], [13], [14]. В конечном итоге, 
используя стандартные средства, предоставляемые системой Python, мы реализовали собственную, не завися-
щую от платформы высокопроизводительную библиотеку. 

Конечным результатом работы системы является набор скриптов Python, которые при помощи программ 
типа py2exe трансформируются в исполняемые модули, не требующие инсталяции Python environment на вы-
числительных станциях пользователя. 

Данная работа не является законченным продуктом, и мы продолжаем работу над ней. В частности, мы за-
нимаемся повышением вычислительной эффективности создаваемых решателей, повышением удобства работы 
пользователя со средой и с конечными решателями. В рамках этих разработок мы планируем следующие дей-
ствия по развитию среды. 

1. Создание средств отладки работы вычислительной схемы. 
2. Дальнейшая разработка визуального представления вычислительной схемы. 
3. Разработка механизма идентификации методов для создания интеллектуальных построителей вы-

числительных схем. 
4. Пополнение библиотеки методов и поиск наиболее эффективных их комбинаций. 
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Обсуждаются общие положения, лежащие на основе сравнения эффективности   интервального  решения  
систем   нелинейных уравнений. Выделяются параметры, определяющие особенности каждой  системы  
уравнений;  кратко  рассмотрены  некоторые интервальные методы  решения систем нелинейных уравнений 
и критерии сравнения.  Даются рекомендации, касающихся выбора метода решения основных типов проблем. 

Введение   

Построению и исследованию интервальных методов решения систем нелинейных алгебраических уравнений 
вида  f(x) = 0  посвящено большое число работ(см., например,[1]–[3]  и приведенную в них библиографию). 
Среди работ последних лет отметим  исследований [4]–[7]. К сожалению, в настоящее время для решения таких 
систем нет такой же общей теории, какой является теория интервальных методов для решения систем линей-
ных алгебраических уравнений. Эквивалентность задач решения системы нелинейных уравнений и безуслов-
ной оптимизации некоторых функционалов позволяет использовать для решения нелинейных систем большую 
группу методов численной оптимизации. Все это создает значительные трудности как при выборе алгоритма 
для решения конкретной системы нелинейных уравнений, так и при разработке и исследованию новых методов. 

Создание программных средств для интервального решения систем нелинейных уравнений предполагает 
разработку комплекса программ, реализующих различные интервальные алгоритмы. В связи с этим возникает 
необходимость систематизации имеющихся методов, оценки их эффективности на классах задач и разработки 
способов описания алгоритмов с единой точки зрения.  

В данной работе делается попытка обсудить общие положения, которые могут, лежат на основе сравнения 
по эффективности   интервального  решения  систем   нелинейных уравнений. Выделяются параметры, опреде-
ляющие особенности  каждой  системы  уравнений; кратко  рассмотрены  некоторые  интервальные методы  
решения систем нелинейных уравнений  и критерии сравнения. В данном докладе  мы ограничимся лишь  рас-
смотрением интервальных методов  типа Ньютона и методов Кравчука. Тщательное сравнение этих методов с 
другими интервальными методами могут стать предметом отдельной большой работы.    

Общие положения  

В последнее время опубликован ряд работ, посвященных разработке и реализации интервальных методов ре-
шения систем нелинейных алгебраических уравнений. Однако, в большинстве работ при описании нового чис-
ленного метода в лучшем случае проводится сравнение эффективности программ решения рассматриваемой 
задачи на двух–трёх примерах (иногда простейших, иногда весьма специального вида) с одним из традицион-
ных методов. С другой стороны, основные результаты этих исследований, вообще говоря, не применимы к 
ЭВМ используемых в странах СНГ, поскольку компьютеры разного типа различаются по точности представле-
ния чисел, скорости, различной структуры команд и, кроме того, быстрота решения задачи в существенной ме-
ре зависит от применяемого языка программирования  и типа транслятора с этого языка. 

Имеется ещё три очевидные причины, по которым необходимо проводить тестирования методов. Прежде 
всего, перед решением практической задачи надо быть твердо быть уверенным, что в программе отсутствуют 
ошибки. Другая причина заключается в определении степени надёжности программы, т.е. в её способности да-
вать верные(или хотя бы разумные) результаты при правильно заданных параметрах решения и информацию о 
невозможности решения в противном случае. Третья причина — определения степени эффективности про-
граммы для задач данного класса. Причем, когда говорится о таких свойствах программ как надёжность и эф-
фективность, то подразумевается обычно решение различных типов задач с несколькими значениями заданной 
точности. 

В основе сравнения по эффективности решения систем нелинейных алгебраических уравнений лежат сле-
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дующие  три «составные части»: а) задачи, подлежащие сравнению (вид конкретных систем и начальные пара-
метры); б) тестируемые методы (информация о методе решения и реализующем его алгоритме) и в) критерии 
сравнения эффективности. Все эти составные части являются важными, а именно они определяют результат 
исследования и от них зависят о целесообразности применения алгоритма (и реализующей его программы) к 
решению практических задач. 

Необходимо также отметить, что существуют определённая «дистанция» между понятием «метод реше-
ния» и его реализаций в виде программы. Это различие существует потому, что каждый метод допускает много 
различных способов своей программной реализация, зависящей от языка программирования, квалификации 
программиста и т.п. Поэтому сравнение различных методов решения происходит не в «чистом виде», а опосре-
дованное через используемые программы, некоторые из них могут быть далеки от совершенство. 

Параметры задачи 

Перед рассмотрением типов решаемых задач следует выделить параметры, которые в достаточно полной мере 
определяют специфические особенности каждой системы уравнений и предъявляют определенные требования 
к методу решения. В общем виде можно записать так (р  — от английского слово «Problem» ): 

 
),,( )0( XFXFp ∂∂=  

 
 

 
Первые два параметра определяют как бы математическую часть задачи:  — вид интер-

вального  расширения  левой часты системы;

),....,,( 21 nFFFF =
)0(X  — начальный интервальный вектор из области определения 

f;  наконец последний параметр — X
F
∂

∂   также является важной характеристикой задачи (интервальная мат-

рица-Якобиан), поскольку он определяет степень сложности задачи, кроме того, многие алгоритмы требуют 
вычислений  X

F
∂

∂    в ряде интервальных значениях. 

При описании тестовых примеров  необходимо указывать причины рассмотрения именно этих примеров. 
Нам кажется, что должны быть подвергнуты тестированию следующие типы задач : одна из модельных систем, 
характерных для определенной области науки и техники, одна из относительно «трудных» задач (реальный 
пример из практики), а также тестируемые ранее задачи другими авторами. Нами в данной работе рассмотрены 
20 модельных систем нелинейных алгебраических уравнений, взятых из различных областей науки и техники, 
которые для различных значений  решаются различными методами. 0X

Некоторые интервальные методы решения систем нелинейных алгебраических урав-
нений  

Интервальный аналог метода типа Ньютона был предложен Р. Муром. Идея метода заключается в следующем.  
Рассмотрим задачу нахождения решения системы 

   

                     nixxxf ni ,1,0),...,,( 21 ==        (1) 
 

О функциях   предположим, что они непрерывно дифференцируемо при , причем  if ),...,,( 21 nAAAAx =∈

j
i

x
f
∂

∂  обладают монотонные по включению интервальными расширениями   ,  определенными  при 

. Через  обозначим матрицу с элементами    . 

)(xFij

Ax∈ )(XJ )(xFij

Предложенный Р.Муром интервальный аналог метода Ньютона  для системы  (1) определяется равенством 
 
     (2), nkXXNX kkk ,...,1,0,)()1( =∩=+
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где оператор  ,   )(()()()( kkkk XmfXBXmXN ⋅−= )....,,( ,21 nffff = , а матрица   содержит все об-

ратные к матрицам из  . Если 

)( )(kXB

)( )(kXJ ),...,,( 21 nξξξξ =  удовлетворяет системы (1), то из включение    
следует, что       тем самим   . Таким образом, если  

kX∈ξ

)( )(kXN∈ξ )1( +∈ лXξ )0(X   такой, что , то  

 при всех  k. 

)0(X∈ξ
)(kX∈ξ

В дальнейшем, другими учеными, были исследованы  различные модификаций интервального аналога ме-
тода Ньютона. Кроме того, в работах Р. Мура и его учеников показано, как применить интервальные методы 
для проверки существование и единственность решение нелинейных систем в заданной области пространства 

nR , а также для проверки сходимости соответствующих итерационных процессов. 
Среди других методов следует особо выделить интервальный метод Р. Кравчука  [8]. Рассмотрим операто-

ра  K предложенный Р.Кравчуком и задаваемый равенством               
 

             (3), ),))((()(),,( ' xXXyFexyfxyxXK −−+−=

     
,AX ⊂ ).()(,,, ')( nnnnn RIXFRyRfx ×× ∈∈∈  На практике в качестве   часто берут  а  

  или  . Отметим, что в отличие от интервального метода Ньютона 
метод Кравчука не требует обращения интервальных матриц. 

)(kx ),( )(kXm
1)0(')( )))((( −≈ XFmy k 1)(')( )))((( −≈ kk XFmy

Р. Кравчук определяет последовательность интервалов  )(kX     равенством 
 

,),,( )()()()()1( kkkkk XyxXKX I=+  

где  . Тогда   при всех  k=1,2,…. )()( kk Xx ∈ )(kX∈ξ
 В последние годы Р. Кравчуком и другими авторами были предложены и исследованы различные мо-

дификации оператора Кравчука. Например, в работах  [9 ]-[12] , были предложены следующие операторы (ис-
пользованные  обозначения авторами были приняты нами): 

 
                      ))(()()()( EradXXrxGXaxXK +−= (( ,                        (4) 
 
                     )))()(()(()()()( xGXaEXqxGXaxXN ((( +−= ,              (5) 
 
                      ))()()]((),([)( xGXaXqeXqexXNV (( +−−=               (6) 
 

Далее, если L(X) —  интервальная матрица Липшица положительно — определена, то оптимальный опера-
тор - O(X) определяется равенством 

 
                      )]()(),()([)( 11 xgXlxxgXlxXO −−

−
−−=                     (7), 

где приняты следующие обозначения:  ,],[ )(nIRxxX ∈=   ,2/)()( xxXmidx +==(  

2/)()( xxXrad −=  ,     ,   1))(()( −= XmidLXa )()()( XradLXaXr ⋅=  

)())(()( 1 XrXreXq ⋅−= −  ,  ],[ eeE −=  , e — единичная матрица, )()(:)](),([)( nn IRIRDxgxgxG →∈= . 

Все эти операторы  дают   последовательности вложенных интервалов  содержа-
щих решения системы (1). 

......,)2()1()0( ⊇⊇⊇ XXX

В данной версии работы из большего количества различных методов и алгоритмов выбраны  шесть алго-
ритмов, которые дали наиболее удовлетворительные результаты. 

Критерии сравнения   

Чем больше критериев сравнения, тем труднее сделать выводы — какой метод (или программа) лучше для ре-
шения задач данного типа. Вид задачи и её интервальное расширение определяет очень многое, однако и алго-
ритм решения и его программная реализация играют не последнюю роль. Нам кажется, что основными крите-
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риями сравнения по эффективности работы различных интервальных алгоритмов решения систем   нелинейных 
уравнений следует считать: число вычислений правых частей и время счета, количество итераций, полуширина 
и середина получаемых интервальных решений. Мы не включили параметр количества вычислений   

1)( −∂∂ XF   в число основных критериев эффективности потому, что для вычисления этого параметра суще-
ствуют и разными  авторами реализуются различные способы обращения матриц(которые, кстати, также нуж-
даются в отдельном тестирования на различных задачах в диапазоне заданной точности). Кроме того, в некото-
рых методах нет необходимости вычислять      1)( −∂∂ XF  , а в тех алгоритмах, где нужно — число необхо-
димых вычислений сильно зависит как от метода решения, так и от самой задачи; тогда как время обращения    

1)( −∂∂ XF   входит в суммарное время решения.  
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Интервально-аффинная арифметика с управляемой точностью 
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Аннотация.  Работа посвящена интервально-аффинной арифметике с управляемой точностью – новому спо-
собу построения  внешних оценок областей значений функций. Рассмотрены проблемы классического подхо-
да и способы их преодоления. Показаны преимущества нового способа оценивания и сложности, которые при 
этом возникают. Предложен метод управления точностью получаемых оценок.  Приводятся результаты вы-
числительных экспериментов 

 
 
Основной областью применения классической интервальной арифметики [1] является внешнее оценива-

ние областей значений функций при известных интервалах изменения аргументов. Любой алгоритм, исполь-
зующий на каком-либо этапе интервальную арифметику, за редким исключением, эксплуатирует ее именно в 
этих целях. В этом смысле интервальная арифметика обладает рядом достоинств и недостатков. 

Достоинства интервальной арифметики: 
1. Простота реализации и использования. 

2. Интервальные операции могут быть реализованы эффективно и выполняться  

             лишь немного медленнее, чем соответствующие вещественные операции. 

3. Возможность применять для широкого класса задач. 

4. Гарантированность получаемых результатов. 

Главным недостатком применения интервальной арифметики для задач оценивания является малая точ-
ность поставляемых ей оценок. Часто оценки оказываются малоинформативными и практически бесполезными. 
Это препятствует широкому распространению интервального подхода на практике. 

С целью повышения качества оценок был разработан ряд методов. Значительная часть этих методов осно-
вана на анализе функций и на нижнем уровне, так или иначе, использует интервальную арифметику. Такие ме-
тоды мы назовем интервально-аналитическими. К методам этого типа можно отнести: среднезначную форму, 
разложения в ряд Тейлора, технику наклонов (slopes), интерполяционные формы и т.д. [1, 2, 3] 

Все без исключения интервально-аналитические методы не дают гарантии повышения точности оценок. 
Для широких входных интервалов они обычно дают даже худшие оценки, чем простые интервальные расшире-
ния. Достоинство интервально-аналитических методов – более высокий порядок сходимости приближенных 
оценок к точным  при стремлении ширин входных интервалов к нулю. Это подразумевают некоторую процеду-
ру дробления области изменения аргументов, что сопряжено со значительными вычислительными затратами 
даже для задач сравнительно небольшой размерности, порядка нескольких десятков или сотен. 

Другая проблема связана с анализом функций заданных алгоритмически, таких как метод Гаусса для ре-
шения систем линейных уравнений. В этом случае применение интервально-аналитического подхода сопряже-
но со значительными трудностями, часто непреодолимыми. Надо заметить, что наклоны (slopes) в принципе 
могут быть использованы для решения подобного рода задач, если для расчета функции наклона g(x, y) исполь-
зовать процедуру, описанную, например, в [3]. В этом случае стоит ожидать некоторое повышение точности 
оценок. 

Альтернативой интервально-аналитическому подходу является использование арифметик другого вида. 
Самые известные из них – обобщенная арифметика Хансена [4] и аффинная арифметика [5]. Их действие бази-
руется на хранении большего количества информации о величине, чем это делает интервальная арифметика. 
Это дает возможность получать более точные оценки на каждом шаге алгоритма. Повышение точности оценок 
достигается ценой увеличения времени выполнения операций. Тем самым повышается сложность основанных 
на таких арифметиках алгоритмов. Например, метод Гаусса, основанный на интервальной арифметике, имеет 
сложность O(n3). Тот же метод, основанный на арифметике Хансена или на аффинной арифметике в ее ориги-
нальной реализации, имеет сложность O(n5). 

В данной работе мы представляем арифметику нового вида – интервально-аффинную арифметику с 
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управляемой точностью. Рассмотрены основания для построения такой арифметики. Показано, что интерваль-
но-аффинная арифметика всегда точнее, чем интервальная. Приводится метод управления точностью оценок, 
поставляемых этой моделью, что дает возможность изменять сложность алгоритмов. Рассмотрены нюансы реа-
лизации арифметики на языке программирования C++. В конце работы приводятся результаты вычислительных 
экспериментов с интервально-аффинной арифметикой.  
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Аннотация. В данной статье рассматривается вопрос о возможности эффективного вычисления на ЭВМ су-
боптимальных решений задач линейной оптимизации, гарантированно удовлетворяющих условиям допусти-
мости; вводится класс задач, для которых проблема поиска таких решений является в некотором смысле кор-
ректной — класс так называемых устойчиво допустимых задач линейной оптимизации. Представляется но-
вый алгоритм поиска субоптимального гарантированно допустимого решения задачи линейной оптимизации, 
основанный на методе внутренних точек (Interior Point) и использующий технику малого возмущения решае-
мой задачи. Указывается способ построения с помощью такого алгоритма субоптимальной внешней и суб-
максимальной внутренней интервальных оценок множества субоптимальных решений задачи линейной оп-
тимизации. 

Введение 

Данная работа выполнялась в рамках экспериментальной системы — расширяемого вычислительного сервера, 
основанного на математическом аппарате программирования в ограничениях (рабочее название Solver). Про-
граммирование в ограничениях — это универсальный подход к решению систем ограничений, позволяющий 
работать с вычислительными моделями, содержащими переменные различных типов, связанные разнородными 
ограничениями (см. [5]). Помимо универсальности, такой подход имеет еще два важных преимущества: гаран-
тированность вычислений и возможность работы с недоопределенными данными. Во время работы методов 
программирования в ограничениях происходит постепенное уточнение информации об области возможных 
значений переменных модели, - такой подход позволяет работать с недоопределенными данными. В системе 
Solver информация об области возможных значений вещественных переменных модели представляется в виде 
внешней интервальной оценки, то есть интервала, который содержит все возможные значения переменной. Из-
вестно, что алгоритмы программирования в ограничениях имеют экспоненциальную сложность вычислений, 
поэтому применение программирования в ограничениях оправдано для решения сложных систем алгебраиче-
ских уравнений, содержащих трансцендентные функции, или сложных смешанных задач, анализ которых за-
труднен, но не слишком адекватно для решения хорошо изученных в вычислительной математике задач. К та-
ким задачам относятся, например, системы линейных уравнений и задачи линейной оптимизации (также назы-
ваемых задачами линейного программирования, далее ЗЛП), для которых существуют специальные полиноми-
альные методы решения. Мы будем исследовать вопрос о возможности получения гарантированных интер-
вальных оценок на оптимальное значение целевой функции и множество решений ЗЛП c помощью полиноми-
альных алгоритмов. 

В данной статье будем рассматривать задачи оптимизации — как классические, так и интервальные. Клас-
сическими постановками задач линейной оптимизации являются общая, каноническая и стандартная задачи 
линейной оптимизации 
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Заметим, что эти постановки эквивалентны друг другу - задачу любого из трех видов можно преобразовать 
к любому другому виду. 

Определение. Означивание переменных ЗЛП называется допустимым решением, если оно удовлетворяет всем 
ограничениям ЗЛП. 
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Определение. Означивание переменных задачи линейной минимизации (максимизации) называется оптималь-
ным решением, если 

1) Оно является допустимым решением. 
2) Значение целевой функции на нем не больше (не меньше), чем на любом другом допустимом 

решении. Такое значение называется оптимальным значением целевой функции (далее ОЗЦФ). 
Рассмотрим следующий пример. 

Пример 1. . Все коэффициенты в модели — представимые в ЭВМ целые, однако опти-

мальное решение 
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Известно, что можно гарантировать существование у ЗЛП допустимого решения, если ЗЛП имеет так на-
зываемое “ε -допустимое решение с достаточно малым параметром ε ” (см. [3]), однако оценка такого “доста-
точно малого ε ” включает в себя неизвестные априори величины, вычисление которых затруднено, потому 
качественный анализ существования допустимого решения ЗЛП на практике не проводится. Таким образом, 
получение точного оптимального (или хотя бы точного допустимого) решения произвольной ЗЛП на ЭВМ, 
равно как и гарантирование его существования, либо невозможно, либо сложно в вычислительном плане. 
Возникают следующие вопросы: 

1) Для какого класса задач линейной оптимизации существуют методы, позволяющие численно 
получать машинно-представимые оптимальные решения? 

2) Каким образом можно ослабить условия оптимальности решения так, чтобы класс задач, для 
которых численный поиск машинно-представимых решений такого вида имел бы смысл, был 
достаточно широк? 

Сначала мы займемся исследованием второго вопроса, изучив свойства множеств субоптимальных (“близ-
ких к оптимальным”) решений задач линейного программирования. 

Субоптимальные решения 

Сформулируем условия субоптимальности решения ЗЛП: 
1) Решение должно быть допустимым — то есть удовлетворять всем ограничениям ЗЛП. 

2) Решение должно быть близко к оптимальному. Характеристики оптимальности могут быть 
разными, так, мы будем считать решение x  субминимальным (субмаксимальным) с параметром ε  в 
абсолютном смысле, если для любого допустимого решения  выполняется  

(выполняется ) (2.1); субминимальным (субмаксимальным) с параметром 

y ε−≥ xcyc TT **
ε+≤ xcyc TT ** ε  в 

относительном смысле, если для любого допустимого решения  выполняется 

 (соответственно выполняется 

) (2.2). Мы не будем далее рассматривать субоптимальные 
решения в относительном смысле для задач с нулевым ОЗЦФ. 

y
))*(*1(*)*(* xcsignxcyc TTT ε−≥
))*(*1(*)*(* xcsignxcyc TTT ε+≤

Так как условия субоптимальности решения (2.1), (2.2) при 0=ε  совпадают с условиями оптимальности, 
множество всех оптимальных решений (далее МОР) является частным случаем множества всех субоптималь-
ных решений (далее МСР). Кроме того, МСР задачи (1о) совпадает с множеством всех допустимых решений 
(далее МДР) той же самой задачи с одним дополнительным ограничением  (2.3), где  - константа, 
зависящая от 

lxcT ≤* l
ε  и типа субоптимальности; из этого следует выпуклость МСР. Раз все оптимальные решения 

являются субоптимальными, то МСР ЗЛП содержит МОР и содержится в МДР. Легко видеть, что МСР с пара-
метром 1ε  содержит любое МСР с параметром 2ε  при 120 εε ≤≤ . Все перечисленные выше качественные 
свойства МСР не зависят от типа оптимальности (максимальность или минимальность) и типа субоптимально-
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сти (абсолютная или отрицательная). 
Теперь мы докажем четыре предложения об общих свойствах МСР и МДР (предложения 1 и 2), МСР и 

МОР (предложения 3 и 4). 

Предложение 1. Для любого типа субоптимальности, и для любого значения параметра субоптимальности 
0>ε , мощность МСР совпадает с мощностью МДР. 

Доказательство. Как известно, МДР может иметь мощность континуума, 1 или 0. Если допустимое решение 
единственно, то оно оптимально, а значит, и субоптимально. Если допустимых решений нет, то, так как любое 
субоптимальное решение допустимо, нет и субоптимальных решений. Докажем, что континуальность МДР 
ЗЛП влечет континуальность МОР той же самой ЗЛП для любого значения параметра субоптимальности, 
большего 0. Действительно, рассмотрим отрезок, соединяющий некоторое оптимальное решение с некоторым 
другим допустимым решением - по свойству выпуклости МДР, отрезок между ними целиком состоит из допус-
тимых решений, а в силу линейности целевой функции, целый интервал ненулевой длины состоит из решений, 
удовлетворяющих условию субоптимальности. 

В то же время мощность МОР (то есть МСР с параметром 0=ε ) не всегда равна мощности МДР. 

Предложение 2. МСР ЗЛП в абсолютной мере с параметром субоптимальности 0>ε  имеет внутреннюю точ-
ку тогда и только тогда, когда МДР той же ЗЛП имеет внутреннюю точку. 

Доказательство. Достаточность. Пусть в МДР содержится некоторый шар X . Пусть  — некоторое опти-
мальное решение. Тогда множество 

y
}|*)1(*{ Xxyx ∈−+ γγ  имеет внутреннюю точку для любого ]1,0(∈γ , и 

состоит полностью из субоптимальных решений для всех достаточно малых γ . Необходимость очевидна, так 
как любое МСР содержится в МДР. 

Аналогичный факт имеет место и для МСР в относительной мере для значения параметра субоптимально-
сти 0>ε  при условии неравенства ОЗЦФ нулю. Заметим, что существование внутренней точки у МДР и МСР 
не влечет существование внутренней точки у МОР. 

Предложение 3. МСР ЗЛП является ограниченным тогда и только тогда, когда МОР той же ЗЛП является огра-
ниченным. 

Доказательство. Как уже было замечено, МОР и МСР ЗЛП (1о) являются МДР ЗЛП, полученными из ЗЛП (1о) 
добавлениями ограничений вида  (для МОР) и  (для МСР). Ограниченность МДР задачи с 

добавленным ограничением эквивалентна ограниченности ЗЦФ всех задач вида  и  (для 

МОР) и  и  (для МСР). Если мы рассмотрим пары задач для МОР и МСР, отличающиеся 

лишь коэффициентом правой части в добавленном ограничении, то заметим, что двойственные к ним задачи 
будут отличаться только одной координатой вектора целевой функции, следовательно, МДР таких задач совпа-
дают. Так как непустота МДР двойственной задачи определяет ограниченность ЗЦФ прямой задачи, мы полу-
чаем эквивалентность ограниченности МОР и МСР. 
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Очевидно, что МСР и МДР ЗЛП могут не являться одновременно ограниченными.  

Определение. Внешней (внутренней) интервальной оценкой множества в nR  называют содержащий его (со-
держащийся в нем) n-мерный брус  с гранями, параллельными координатным плоскостям (см. [4]). ],[ rl xx

Определение. Наименьшей внешней (наибольшей внутренней) интервальной оценкой называют такую оценку, 
что любая другая оценка содержит ее (содержится в ней). Такие оценки называют еще оптимальными. 

Определение. Минимальной внешней (максимальной внутренней) интервальной оценкой называют такую 
оценку, что никакая другая оценка не содержится в ней (не содержит ее). 

Предложение 4. Оптимальные внешние интервальные оценки ограниченного непустого МСР ЗЛП непрерывно 
зависят от параметра субоптимальности ε . 
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Доказательство. Оптимальная интервальная внешняя оценка МСР ЗЛП по координате  имеет границы, рав-

ные ОЗЦФ ЗЛП  и , полученных из исходной ЗЛП добавлением одного ограничения и 

изменением целевой функции, при этом l  является величиной, непрерывно зависящей от 
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ε . Для определенно-
сти рассмотрим ЗЛП для определения нижней границы. Ее МДР есть МСР исходной задачи. Двойственной к 

ней будет ЗЛП , МДР которой никак не зависит от параметра 
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**max wlybT
ε . ОЗЦФ этой двойствен-

ной ЗЛП (равный искомой нижней границе внешней оценки по координате i ) будет непрерывно зависеть от l , 
а значит, и от ε , что и доказывает предложение. 

Устойчиво допустимые задачи линейного программирования. 

Теперь мы вернемся к первому поставленному во введении вопросу, — для какого класса задач линейной оп-
тимизации возможен поиск оптимальных, и для какого — субоптимальных решений. Вспомним, что МДР, 
МОР и МСР ЗЛП являются выпуклыми множествами, и что имеет место следующее предложение. 

Предложение. Выпуклое множество в евклидовом пространстве имеет внутреннюю точку тогда и только тогда, 
когда оно не содержится ни в какой гиперплоскости пространства. 

Если множество содержится в некоторой гиперплоскости, то вряд ли оно содержит машинно-
представимые элементы. Действительно, практическая вероятность того, что гиперплоскость в евклидовом 
пространстве имеет общие точки с некоторым фиксированным конечным множеством точек, крайне мала (она 
равна нулю, например, для случая равномерного распределения всех коэффициентов уравнения гиперплоскости 
в произвольных конечных интервалах ненулевой длины). Таким образом, можно считать поиск машинно-
представимых элементов выпуклых множеств, не имеющих внутренних точек, некорректным. В то же время, 
если некоторое выпуклое множество имеет внутреннюю точку, то, в силу возможности аппроксимации любого 
вектора из  векторами из множества nR },;

2
{ Znkk

n ∈ , на ЭВМ с достаточно большой бинарной разрядной 

сеткой можно представить некоторые элементы такого выпуклого множества. Итак, мы будем считать пробле-
му представления элементов выпуклых множеств на ЭВМ корректной для выпуклых множеств, имеющих 
внутреннюю точку. 

Как уже было замечено, из существования внутренней точки у МДР следует существование внутренней 
точки у МСР, но не следует существование внутренней точки у МОР. Потому нам придется ввести два класса 
“хороших” ЗЛП. 

Определение. ЗЛП называется устойчиво допустимой, если у нее существует допустимое решение, целая окре-
стность которого состоит из допустимых решений (то есть множество допустимых решений имеет внутреннюю 
точку). 

Определение. ЗЛП называется устойчиво оптимизируемой, если у нее существует оптимальное решение, целая 
окрестность которого состоит из оптимальных решений. 

Как уже было доказано, МДР и МСР одновременно имеют или не имеют внутренние точки, следовательно, 
устойчиво допустимые задачи являются также и “устойчиво субоптимизируемыми”. К сожалению, рассматри-
ваемые на практике задачи не являются устойчиво оптимизируемыми. 

Предложение. Если вектор целевой функции не равен нулю, задача не является устойчиво оптимизируемой. 

Доказательство. Пусть существует устойчиво оптимизируемая задача с ненулевым целевым вектором. Возь-
мем ее оптимальное решение x , целая окрестность которого состоит из оптимальных решений. Легко видеть, 
что значение целевой функции на x  будет отличаться от значения целевой функции на другом оптимальном 
решении, полученным малым сдвигом из x  по ненулевой координате целевого вектора, что противоречит ус-
ловию оптимальности одного из этих решений. 

Итак, класс устойчиво оптимизируемых задач является, в практическом смысле этого слова, вырожден-
ным, что же касается класса устойчиво допустимых задач, то в него входят некоторые практически важные за-
дачи ЗЛП. 
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Пример 2. 
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        (3.1) 

Задача оптимизации выпуска продукции. Предприятие занимается выпуском продукции  типов, произ-
водящейся из сырья  типов, на выпуск единицы продукции типа требуется  единиц сырья типа . Запа-

сы сырья типа i  равны . Выпуск единицы продукции типа 

m
n j jia , i

ib j  приносит прибыль . Надо максимизировать 

прибыль от выпуска продукции. Легко видеть, что если все коэффициенты  строго положительны, задача 

является устойчиво допустимой. Если же какие-то коэффициенты  равны нулю, то после удаления ограниче-
ний, их содержащих, и множества переменных 

jc

ib

ib
{ }0,0,| , =>∃ ijij baix  задача становиться устойчиво допусти-

мой. 

Пример 3. 
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       (3.2) 

Задача об оптимальном транспортном плане. Есть  городов, на каждом есть склад объема  и магазин, 

нуждающийся в  типах товаров. На хранение единицы товара типа  требуется пространство . Необхо-

димо составить генеральный план перевозок  из складов в магазины так, чтобы обеспечить наличие в ма-

газине 

n is
m k kv

kjix ,,

j  товара типа  в количестве не менее , и не превысить объема склада . Эта задача является 

разрешимой при , устойчиво допустимой при . 
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Пример 4. 
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Задача о минимальном инвестировании. Есть  видов ценных бумаг, цена одной бумаги вида n j  равна , 

а доход от нее за период времени  равен . Необходимо минимизировать общую цену покупаемых 

бумаг так, чтобы обеспечить покрытие трат  за периоды времени 

jv
]1,[ +tt jtd ,

tp ]1,[ +tt . Эта задача всегда является устой-
чиво допустимой. 

Естественной формой записи устойчиво допустимой ЗЛП является запись без равенств. Действительно, ес-
ли в задаче есть хотя бы одно ограничение-равенство, то множество ее допустимых решений содержится в ги-
перплоскости, которая задается этим равенством, откуда следует, что задача не является устойчиво допусти-
мой. Потому следует, если это возможно, формулировать ЗЛП в стандартном виде, не вводя дополнительные 
переменные для приведения ее к каноническому виду. 
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Получение гарантированных интервальных оценок. 

Рассмотрим проблему поиска гарантированно субоптимального решения  устойчиво допустимых задач линей-
ной оптимизации. Для решения ЗЛП применим метод Interior Point. Методом используется возмущенная 

система Карош-Кунн-Такера ЗЛП в стандартной постановке  (4), последователь-

ное решение с 
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0→μ  ее ньютоновских приближений позволяет решить прямую и двойственную задачу за по-
линомиальное время (см. [1], [2]). Теоретически, последовательные приближения лежат строго внутри МДР, но 
фактически они быстро прижимаются к его границе, не позволяя верифицировать их допустимость прямым 
счетом с направленными округлениями. Предлагается решать равномерно возмущенную задачу 
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 (5), где 0,0 →→ με . Заметим, что малое возмущение такого рода устойчиво 

допустимых задач дает устойчиво допустимые задачи. Такое возмущение позволит верифицировать допусти-
мость промежуточных решений прямым счетом с направленными округлениями. 
Кроме поиска гарантированного субоптимального решения (под гарантированным субоптимальным решением 
мы будем понимать субоптимальное решение, допустимость которого можно верифицировать на ЭВМ с помо-
щью вычислений с направленными округлениями), представляет интерес оценка параметра субоптимальности 
такого решения. Из теории двойственности ясно, что гарантированной внешней интервальной оценкой (далее 
ГВИО) ОЗЦФ задачи линейной минимизации (максимизации) может служить любой интервал (соот-

ветственно, ), где 

],[ xcyb TT

],[ ybxc TT x  — произвольное допустимое решение прямой, а y  - произвольное допустимое 
решение двойственной задачи. Получив такой интервал можно с легкостью оценить сверху величину параметра 
субоптимальности как в абсолютном, так и в относительном (если оценочный интервал не содержит нуля) 
смысле. В процессе работы метода, последовательно решающего возмущенные задачи с 0→ε , мы будем, 
таким образом, получать на каждом шаге все более точные ГВИО ОЗЦФ (алгоритмы получения интервальных 
оценок такого рода называются последовательно гарантирующими — см. [6]). 
При успешном интервальном оценивании ОЗЦФ далее можно проводить интервальное внешнее оценивание 
МСР (а значит - МОР), решая задачи покоординатной оптимизации 
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Полученная таким образом внешняя оценка МСР будет субоптимальной с известной ГВИО на меру субоп-
тимальности по каждой координате и по каждой границе, а значит — субоптимальной внешней оценкой МОР. 
Заметим, что при условии несовпадения  с ОЗЦФ задачи (1о), эти задачи будут устойчиво допустимыми то-
гда и только тогда, когда будет устойчиво допустимой исходная задача (1о). В любом случае, можно в качестве 

 вместо полученной гарантированной верхней оценки целевой функции задачи (1о) подставить в задачи по-
координатной оптимизации увеличенное на малое 

+l

+l
0>ε  ее значение, гарантируя тем самым сохранение ус-

тойчивой допустимости. 
Для получения интервальных внутренних оценок МСР можно использовать алгоритм улучшения внутренней 
интервальной оценки, начиная с гарантированно субоптимального решения (которое является точечной внут-
ренней интервальной оценкой МСР). Имея внутреннюю интервальную оценку , мы можем ],[ 111
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Если последовательно по каждой координате таким образом улучшать внутреннюю оценку, полагая 
1=iα , мы получим субмаксимальную внутреннюю интервальную оценку (если не принимать в расчет ошиб-

ки округлений, то она является максимальной). Временные затраты получения внутренней оценки равны 
, что позволяет считать ее вычисление эффективным. )*( 2 mnO

Таким образом, мы получаем численный, корректно реализуемый на ЭВМ способ построения гарантиро-
ванных субоптимальных решений и гарантированных субоптимальных внешних и субмаксимальных внутрен-
них интервальных оценок множества всех субоптимальных решений устойчиво допустимой задачи линейной 
оптимизации. 

Интервальные данные в задачах линейной оптимизации. 

Входные данные ЗЛП — это матрица ограничений, вектор правой части и вектор коэффициентов целевой 

функции. Рассмотрим задачу  (6.1), возникающую из задачи (1о) при интервализации 

матрицы ограничений и вектора правой части. Легко видеть, что в силу условия неотрицательности перемен-
ных, возникающие линейные интервальные ограничения эквивалентны линейным скалярным ограничениям: 
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Таким образом, ЗЛП (1о) с интервальной матрицей ограничений и вектором правой части эквивалентна 
обычной ЗЛП вида (1с). Если на переменные модели не накладывать условия неотрицательности, то задача с 

интервальными коэффициентами в ограничениях  (6.5) в общем случае уже не будет 

иметь эквивалентной ЗЛП. Действительно, в общем случае множество решений интервальной системы линей-
ных уравнений, которое является множеством допустимых решений такой интервальной задачи, не является 
выпуклым, можно утверждать лишь выпуклость его пересечения с каждым из пространственных ортантов (см. 
[4]). Таким образом, невозможно применить к (6.5) впрямую методы линейного программирования. Одним из 
способов решения (6.5) может быть решение исходной задачи в каждом из ортантов, то есть решение задачи 
вида (6.1), и выбор среди полученных решений оптимального, однако такой подход очевидно неэффективен в 
силу экспоненциального роста временных затрат с увеличением числа переменных. 
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Интервальность коэффициентов целевой функции приводит к задаче:  (6.6). Легко 

видеть, что все свойства допустимых решений и их множеств (например, выпуклость) задачи (1о) справедливы 
и для задачи (6.6). Тем не менее, МОР такой задачи может быть невыпуклым. 
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Пример 5. . Множеством всех допустимых решений является множество 

, легко видеть, что оно не является выпуклым, то же касается и МСР 
с достаточно малым параметром субоптимальности. Следовательно, не существует задачи вида (1о), эквива-
лентной данной. 
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Экспериментальные результаты 

Сравнение проводилось с демо-версией специализированного оптимизационного пакета OPL Studio, исполь-
зующего решатель ILOG CPLEX. К сожалению, из-за встроенного в нее лимита на число переменных и ограни-
чений задачи не удалось сравнить производительность систем на достаточно больших задачах. Тем не менее, 
результаты позволяют говорить о достаточно высокой эффективности реализованного в Solver метода Interior 
Point. 
 

Задача Число 
переменных 

Число 
ограничений 

OPL Studio 
CPLEX 

Solver Interior 
Point Method 

Trans256 256 16 0.04 0.04 
Gas 300 40 0.28 0.22 
Trans4096 4096 64 X 3.62 
Bonds 2500 20 X 6.95 

 
X — решения не найдено. 
Кроме того, в результате работы Solver мы имеем ГВИО ОЗЦФ, гарантию допустимости полученного решения 
и гарантию того, что оно отличается от оптимального не более чем на ширину ГВИО ОЗЦФ. 



 Ершов А.Г.    Гарантированно субоптимальные решения задач линейной оптимизации 127

 
Задача Гарантированная интервальная оценка оптимального значения 
Trans256 [410.64898,410.64915] 
Gas [-4634621.786,-4634621.751] 
Trans4096 [32367.361, 32367.367] 
Bonds [15365.3033,15365.3038] 

 
Задачи Trans256, Trans4096 — это задачи (3.2) с данными разных объемов, задача Gas — это задача о планиро-
вании производства (3.1), задача Bonds — задача о минимальном инвестировании (3.3). 
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Линейный критерий для задачи оптимизации  
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Мы предлагаем новый критерий для сравнения решений в дискретных задачах оптимизации. В этой работе 
рассматривается задача о минимальном остовном дереве ([1], [2]) на графах с весами ребер, изменяющимися в 
заданных интервалах. 

Пусть дан граф ( )EVG ,=  с множеством вершин  V  и множеством ребер E . Каждому ребру Eei ∈  со-

поставлен вес , который может меняться в интервале ic [ ]iii CCC ,= , ii Cc ∈ . Пусть , ,  ос-
товное дерево графа . Вещественным весом остовного дерева 

( )xEVx ,= EEx ⊂

G x  является сумма весов  ребер ic xi Ee ∈ : 
, где . ( ) ∑= iccxf , ( )Ncccc ,...,, 21=

Задача о минимальном остовном дереве состоит в нахождении остовного  дерева, имеющего минимальный 
вес. 

Пусть вектор , где  и , (Cc∈ ( )NCCCC ,...,, 21= iC Ni ,1= ), являются интервалами. Интервальным весом 
остовного дерева x  является сумма интервальных весов  ребер iC xi Ee ∈ :  ( ) ( ) ( )[ ]xfxfCCxf i 21   ,, == ∑ . 

В случае интервальных весов становится трудно сравнивать различные деревья в соответствии с их весами. 
Допустимое остовное дерево называется сильным, если оно минимально для всех реализаций параметров, 

изменяющихся в заданных интервалах ( Cc∈∀ ). Допустимое остовное дерево называется слабым, если оно 
минимально для некоторой реализации параметров, изменяющихся в заданных интервалах ( ). Cc∈∃

Все слабые решения образуют множество слабых деревьев W .  Мы принимаем это множество в качестве 
решения интервальной задачи об остовных деревьях [2]. 

Для принятия решения мы должны найти оценку качества слабого решения. Мы вводим понятие вероятно-
сти оптимальности для слабых решений. Такой вещественный критерий позволяет нам сравнивать решения и 
соответственно оценивать их качество. 

Для каждого слабого решения имеется реализация, при которой это решение является оптимальным. Но 
интуитивно ясно, что для одного решения таких реализации будет «много», а для других «недостаточно», то 
есть одни решения более вероятны, чем другие. 

Введем понятие вероятности оптимальности слабого решения. Интервальный вектор  можно рассматри-
вать как набор всех реализации параметров. Очевидно, что .  

C
N

N RCCCC ⊆×××= ...21

Обозначим через  множество реализаций, при которых слабое решение  является оптимальным, kQ kx

lk ,1= . Очевидно, что  . CQ
l

k
k =

=
U

1

Обозначим через kQ~  множество внутренних точек множества . Справедлива следующая теорема. kQ

Теорема. Если все веса ребер являются строгими интервалами, то есть 0>− ii CC , то множества  и  

могут  пересекаться только по границе для любых двух 
mQ kQ

km ≠ ,  то есть ∅=km QQ ~~
I . 

Введем меру ( )•μ  на множестве подмножеств множества . Тогда вероятность оптимальности слабого 

решения  есть 

Q

kx ( ) ( )
( )C
Q

xP k
k μ

μ
= .  

Таким образом, каждому слабому решению соответствует некоторое число, который может отражать 
качество этого решения. Чем больше вероятность оптимальности данного решения, тем оно более предпочти-
тельно. 
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Как находить вероятность оптимальности слабых решений? 
Авторами написана программа IntGraph, которая позволяет получать вероятности оптимальности решения 

с помощью имитационного моделирования параметров задачи. Программа IntGraph реализована на языке C [5] 
и имеет графический интерфейс для представления результатов. При моделировании процесса программа гене-
рирует веса ребер графа как случайные равномерно распределенные числа и находит оптимальные решения, 
которые по определению являются слабыми. Для каждого слабого решения подсчитывается число реализаций, 
при которых данное решение и находиттся оценка вероятности оптимальности слабого решения.  

Такой подход может применяться к другим проблемам оптимизации на графах. 
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Инвестиционный риск связан с тем, что в силу действия социально-экономических факторов, имеющих 
случайный и неопределенный характер, эффект от проекта может оказаться меньше ожидаемого или даже убы-
точным. Высокая степень случайности и неопределенности социально-экономических явлений связана с 
динамичностью обстановки, массовым характером производства, активной реакцией экономических субъектов, 
психологическими эффектами в закономерностях потребления , установлении рыночных цен с учетом ожида-
ний будущей ситуации и так далее. 

Это приводит к тому, что в большинстве задач прогноза экономических явлений текущие и будущие  па-
раметры имеют принципиальную неопределенность. Для их описания наиболее адекватным математическим 
аппаратом является интервальный анализ.  Риск проекта связан с тем, что рыночные цены на планируемый к 
выпуску товар и цены необходимых производственных ресурсов могут меняться в неблагоприятном 
направлении на периоде проекта, может изменяться  темп инфляции и т.д. Поэтому возникает следующий 
подход к оценке инвестиционного риска. На основе интервальных  экспертных оценок для исходных данных 
задачи требуется оценить интервал для эффекта, который позволит дать количественную оценку  
инвестиционного риска. 

В данной работе используется классическая интервальная арифметика  [1]. Для интервалов A=[a_; ⎯a], 
B=[b_; ⎯b]  вводятся арифметические операции сложения, вычитания, умножения и деления. 

(1)    A+B=[a_ + b_; ⎯a +⎯b]; A-B=[a_ -⎯b ; ⎯a - b_]; A/B=[ a_; ⎯a]*[1/⎯b; 1/b_]; 
(2)    A*B=[min{ a_ b_;a_⎯b; ⎯ab_;⎯a⎯b}; max{ a_ b_;a_⎯b; ⎯ab_;⎯a⎯b}]. 

Эффект от проекта, рассчитанного на  n лет, измеряется чистой приведенной стоимостью, которая для про-
стейшего случая инвестиций, сводящихся к первоначальным капитальным вложениям S, имеет вид [2]: 

(3)     NPV= -S. 1
1

1
)]1)...(1()1()[( 0

−

=
+++∑ k

k
n

k
k iiiCF

Здесь - прогнозные уровни  инфляции для соответствующего года проекта, -реальная ставка доходности. 
Денежный поток от производственной деятельности равен чистой прибыли плюс амортизация : 

ki 0i
аморС

(4)    , аморki
i

ikkkналk CCdPPQiCF +−−−= ∑ ])()[1(

где -ставка налога на прибыль, -количество  i-го ресурса ,необходимого для производства единицы 
товара. 

налi id

Будем считать, что на основе экспертных оценок инфляции и маркетинговых исследований установлены 
интервалы для изменения следующих параметров в каждом k-м году проекта: — объем производства това-

ра, — цена товара,  — цена i-го производственного ресурса, входящего в состав переменных затрат,  
— постоянные затраты, прогнозные уровни инфляции и др 

kQ

kP ikP kC

Интервал  возможного изменения для эффекта от проекта с номером j может быть получен путем 
подстановки в NPV (3),(4) вместо значений параметров проекта соответствующих им интервалов и выполнения 
на компьютере соответствующих интервальных арифметических операций по (1),(2). Это означает, что при 
неблагоприятном развитии экономической ситуации инвестиции в данный  проект могут принести убытки . 
В качестве измерителя риска проекта предлагается использовать эту  величину максимальной суммы  воз-
можных убытков для данного проекта: 

];[ jj BA−

jA

 (5)    ..jj A=ϕ   
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Далее рассматривается задача о выборе структуры  портфеля делимых проектов[3]. Понятие делимого 

проекта подразумевает, что вместо исходного проекта может быть реализована его некоторая доля . При 
этом все производственные мощности, объемы выпуска продукции и затраты пропорционально уменьшаются 
(соответствующим образом переписывается бизнес-план и технико-экономическое обоснование проекта). В 
силу очевидных линейных свойств  чистой приведенной стоимости, эффект от доли проекта равен доле 
эффекта исходного проекта. Под понимается доля исходного j-го проекта, которая принимается к 
финансированию. Требуется максимизировать критерий чистой приведенной стоимости портфеля 

,при  ограничениях на заданный капитал портфеля  и заданных  требуемых инвестициях  
исходных проектов: 

jx

jx

jx

портNPV портV jV

(6) .10;max; ** ≤≤≤= ∑∑ → jпортjjjj xVxVxNPVNPV
jj

порт  

В данной работе эта формулировка задачи [3] расширена на случай интервальной неопределенности ис-
ходных данных, а так же  учета риска портфеля проектов. 

Вводятся критерии: -среднего интервального эффекта проекта и -среднего интервального эффекта 
портфеля проектов: 

kf f

(7)      ;2/)(;2/)( ABfABf jjj −=−= .; ** jjjj xBBxAA
jj

∑∑ ==  

Наряду с риском jϕ  проекта (5), вводится риск портфеля делимых проектов, равный сумме максимальных 
убытков по портфелю проектов при неблагоприятном развитии экономической ситуации: 

(8)       .A=ϕ  

Требуется выбрать структуру  портфеля делимых проектов так, чтобы максимизировать  f —
среднеинтервальный эффект портфеля при риске портфеля 

jx
ϕ ,  не превышающем заданный инвестором уро-

вень 0ϕ , при  ограничениях на заданный капитал портфеля : портV

(9)    max;)(*2/1 * →−= ∑ jjj xABf
j

;0≥−= ∑0 jjxAF
j

ϕ

;0)1(;0;0* ≥−≥≥−=Ψ ∑ jjjjпорт xxxVV
j

 

Предлагаемая  экономико-математическая модель (9) для задачи о выборе структуры портфеля делимых 
проектов с учетом риска портфеля относится к хорошо исследованному классу задач линейного программиро-
вания. С учетом взаимосвязи между чистой приведенной стоимостью и индексом доходности проекта [3],  на-
ходим  интервалы  возможного изменения для  индекса доходности  проекта: ];[ jj DC

(10)       ;1)/()( += jjj VNPVPI ;0/1 ≥−= jjj VAC       ;0/1 ≥+= jjj VBD  

Переходя от искомых переменных долей проектов   к переменным  капиталов , вложенных в 
проекты, получаем  экономико-математическую модель для задачи о выборе структуры портфеля делимых 
проектов с учетом риска портфеля в виде: 

jx jj Vxt j *=

(11)   max;)(*2/1 * →+=+ ∑ jjjпорт tСDVf
j

;0/ ≥−= ∑0 jjj VtAF
j

ϕ  

;0)(;0;0 ≥−≥≥−=Ψ ∑ jjjjпорт tVttV
j

 

Вводя соответствующие множители Лагранжа, получаем функцию Лагранжа: 

(12) )(*)( *** ∑∑ −++Ψ    + ++=
jj

jjjjjкаприскпорт tVtFVfL αλλλ ; 

Условия оптимальности Куна-Такера [4], которые являются необходимыми, а в силу выпуклости задачи (11) и 
достаточными  условиями оптимальности портфеля, сводятся к следующему. Если ограничения на риск 
портфеля и капитал портфеля являются критическими, то должны существовать положительные множители 
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Лагранжа каприск    λλ , , такие, что: 
1) для проектов , включенных в портфель в полном объеме, )1( =jx ;капjh λ>  

2) для проектов ,вообще не включенных в портфель,   )0( =jx ;капjh λ<  

3) для проекта , включенного в портфель в частичном объеме (если такой найдется), )10( << jx ;капjh λ=  
где введена характеристическая функция, зависящая от индекса доходности и риска проекта: 

(13) ./*2/)( jjрискjj VACDh j λ−+=  

Фигурирующие здесь величины имеют следующий экономический смысл:  
2/)( jj CD +  — это среднеинтервальный индекс доходности проекта, который показывает во сколько раз в сред-

нем возрастает вложенный в проект капитал; 
)/( jj VA  — это  доля инвестиций проекта, находящаяся под риском потери; 

рискλ  — множитель Лагранжа, зависящий от риска портфеля. 
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В статистике интервальных данных элементы выборки —  не числа, а интервалы. Это приводит к алгоритмам 
и выводам, принципиально отличающимся от классических. Доклад посвящен основным идеям и подходам 
асимптотической статистики интервальных данных. Приведены некоторые результаты, связанные с осново-
полагающими в рассматриваемой области прикладной математической статистики понятиями нотны и ра-
ционального объема выборки. Кратко рассмотрен ряд задач оценивания характеристик и параметров распре-
деления, проверки гипотез, регрессионного, кластерного и дискриминантного анализов. 

 
Перспективная и быстро развивающаяся область статистических исследований последних лет —  матема-

тическая статистика интервальных данных. Речь идет о развитии методов прикладной математической стати-
стики в ситуации, когда статистические данные —  не числа, а интервалы, в частности, порожденные наложе-
нием ошибок измерения на значения случайных величин. Полученные результаты отражены, в частности, в 
выступлениях на проведенной в "Заводской лаборатории" дискуссии [1] и в докладах международной конфе-
ренции ИНТЕРВАЛ-92 [2]. Приведем основные идеи весьма перспективного для вероятностно-статистических 
методов и моделей принятия решений асимптотического направления в статистике интервальных данных. 

В настоящее время признается необходимым изучение устойчивости (робастности) оценок параметров к 
малым отклонениям исходных данных и предпосылок модели. Однако популярная среди теоретиков модель 
засорения (Тьюки-Хьюбера) представляется не вполне адекватной. Эта модель нацелена на изучение влияния 
больших "выбросов". Поскольку любые реальные измерения лежат в некотором фиксированном диапазоне, а 
именно, заданном в техническом паспорте средства измерения, то зачастую выбросы не могут быть слишком 
большими. Поэтому представляются полезными иные, более общие схемы устойчивости, в частности, введен-
ные в [3], в которых, например, учитываются отклонения распределений результатов наблюдений от предпо-
ложений модели. 

В одной из таких схем изучается влияние интервальности исходных данных на статистические выводы. 
Необходимость такого изучения стала очевидной следующим образом. В государственных стандартах СССР по 
прикладной статистике в обязательном порядке давалось справочное приложение "Примеры применения пра-
вил стандарта". При разработке ГОСТ 11.011-83 [4] были переданы для анализа реальные данные о наработке 
резцов до предельного состояния (в часах). Оказалось, что все эти данные представляли собой либо целые чис-
ла, либо полуцелые (т.е. после умножения на 2 становящиеся целыми). Ясно, что исходная длительность нара-
боток искажена. Необходимо учесть в статистических процедурах наличие такого искажения исходных данных. 
Как это сделать? 

Первое, что приходит в голову —  модель группировки данных, согласно которой для истинного значения 
Х проводится замена на ближайшее число из множества {0,5n, n=1,2,3,...}. Однако эту модель целесообразно 
подвергнуть сомнению, а также рассмотреть иные модели. Так, возможно, что Х надо приводить к ближайшему 
сверху элементу указанного множества —  если проверка качества поставленных на испытание резцов прово-
дилась раз в полчаса. Другой вариант: если расстояния от Х до двух ближайших элементов множества {0,5n, 
n=1,2,3,...} примерно равны, то естественно ввести рандомизацию при выборе заменяющего числа, и т.д.   

Целесообразно построить новую математико-статистическую модель, согласно которой результаты на-
блюдений —  не числа, а интервалы. Например, если в таблице приведено значение 53,5, то это значит, что 
реальное значение —  какое-то число от 53,0 до 54,0, т.е. какое-то число в интервале [53,5 –  0,5; 53,5 + 0,5], где 
0,5 —  максимально возможная погрешность. Принимая эту модель, мы попадаем в новую научную область —  
статистику интервальных данных [5,6]. Статистика интервальных данных идейно связана с интервальной мате-
матикой, в которой в роли чисел выступают интервалы (см., например, монографию [7]).   

По мнению ряда специалистов, статистика интервальных данных является  частью интервальной матема-
тики. Впрочем, есть точка зрения, согласно которой такое включение нецелесообразно, поскольку статистика 
интервальных данных использует несколько иные подходы к алгоритмам анализа реальных данных, чем сло-
жившиеся в интервальной математике (подробнее см. ниже).  

В настоящей главе развиваем асимптотические методы статистического анализа интервальных данных при 
больших объемах выборок и малых погрешностях измерений. В отличие от классической математической ста-
тистики, сначала устремляется к бесконечности объем выборки и только потом —  уменьшаются до нуля по-
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грешности. В частности, еще в начале 1980-х годов с помощью такой асимптотики были сформулированы пра-
вила выбора метода оценивания в ГОСТ 11.011-83 [4]. 

Разработана [8] общая схема исследования, включающая расчет нотны (максимально возможного отклоне-
ния статистики, вызванного интервальностью исходных данных) и рационального объема выборки (превыше-
ние которого не дает существенного повышения точности оценивания). Она применена к оцениванию матема-
тического ожидания и дисперсии [1], медианы и коэффициента вариации [9], параметров гамма-распределения 
[4, 10] и характеристик аддитивных статистик [8], при проверке гипотез о параметрах нормального распределе-
ния, в т.ч. с помощью критерия Стьюдента, а также гипотезы однородности с помощью критерия Смирнова [9]. 
Изучено асимптотическое поведение оценок метода моментов и оценок максимального правдоподобия (а также 
более общих —  оценок минимального контраста), проведено асимптотическое сравнение этих методов в слу-
чае интервальных данных, найдены общие условия, при которых, в отличие от классической математической 
статистики, метод моментов дает более точные оценки, чем метод максимального правдоподобия [11].  

Разработаны подходы к рассмотрению интервальных данных в основных постановках регрессионного, 
дискриминантного и кластерного анализов [12]. В частности, изучено влияние погрешностей измерений и на-
блюдений на свойства алгоритмов регрессионного анализа, разработаны способы расчета нотн и рациональных 
объемов выборок, введены и исследованы новые понятия многомерных и асимптотических нотн, доказаны со-
ответствующие предельные теоремы [12,13]. Начата разработка интервального дискриминантного анализа, в 
частности, рассмотрено влияние интервальности данных на показатель качества классификации [12,14]. Основ-
ные идеи и результаты рассматриваемого направления в статистике интервальных данных приведены в публи-
кациях обзорного характера [5,6]. 

Как показала, в частности, международная конференция ИНТЕРВАЛ-92, в области асимптотической мате-
матической статистики интервальных данных мы имеем мировой приоритет. По нашему мнению, со временем 
во все виды статистического программного обеспечения должны быть включены алгоритмы интервальной ста-
тистики, "параллельные" обычно используемым алгоритмам прикладной математической статистики. Это по-
зволит в явном виде учесть наличие погрешностей у результатов наблюдений, сблизить позиции метрологов и 
статистиков. 

Многие из утверждений статистики интервальных данных весьма отличаются от аналогов из классической 
математической статистики. В частности, не существует состоятельных оценок; средний квадрат ошибки оцен-
ки, как правило, асимптотически равен сумме дисперсии оценки, рассчитанной согласно классической теории, 
и некоторого положительного числа (равного квадрату т.н. нотны —  максимально возможного отклонения 
значения статистики из-за погрешностей исходных данных) —  в результате метод моментов оказывается ино-
гда точнее метода максимального правдоподобия [11]; нецелесообразно увеличивать объем выборки сверх не-
которого предела (называемого рациональным объемом выборки) —  вопреки классической теории, согласно 
которой чем больше объем выборки, тем точнее выводы.  

В стандарт [4] был включен раздел 5, посвященный выбору метода оценивания при неизвестных парамет-
рах формы и масштаба и известном параметре сдвига и основанный на концепциях статистики интервальных 
данных. Теоретическое обоснование этого раздела стандарта опубликовано лишь через 5 лет в статье [10]. 

Следует отметить, что хотя в 1982 г. при разработке стандарта [4] были сформулированы основные идеи 
статистики интервальных данных, однако из-за недостатка времени они не были полностью реализованы в 
ГОСТ 11.011-83, и этот стандарт написан в основном в классической манере. Развитие идей статистики интер-
вальных данных продолжается уже в течение 20 лет, и еще много чего надо сделать! Большое значение стати-
стики интервальных данных для современной прикладной статистики обосновано  в [15,16]. 

Ведущая научная школа в области статистики интервальных данных —  это школа проф. А.П. Вощинина, 
активно работающая с конца 70-х годов. Полученные результаты отражены в ряде монографий (см., в частно-
сти, [17,18,19]), статей [1, 20, 21], докладов, в частности, в трудах [2] Международной конференции 
ИНТЕРВАЛ-92, диссертаций [22,23]. В частности, изучены проблемы регрессионного анализа, планирования 
эксперимента, сравнения альтернатив и принятия решений в условиях интервальной неопределенности. Рас-
сматриваемое ниже направление отличается нацеленностью на асимптотические результаты, полученные при 
больших объемах выборок и малых погрешностях измерений, поэтому оно и названо асимптотической стати-
стикой интервальных данных. 

Сформулируем основные идеи асимптотической математической статистики интервальных данных.  
Пусть существо реального явления описывается выборкой x1 , x2 , ..., xn . В вероятностной теории матема-

тической статистики, из которой мы исходим (см. терминологическую статью [24]), выборка —  это набор не-
зависимых в совокупности одинаково распределенных случайных величин. Однако беспристрастный и тща-
тельный анализ подавляющего большинства реальных задач показывает, что статистику известна отнюдь не 
выборка x1 , x2 , ..., xn , а величины 

yj =  xj + ε j  ,  j = 1, 2, ... , n ,  
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где −nεεε ,...,, 21  некоторые погрешности измерений, наблюдений, анализов, опытов, исследований (напри-
мер, инструментальные ошибки).  

Одна из причин появления погрешностей —  запись результатов наблюдений с конечным числом значащих 
цифр. Дело в том, что для случайных величин с непрерывными функциями распределения событие, состоящее 
в попадании хотя бы одного элемента выборки в множество рациональных чисел, согласно правилам теории 
вероятностей имеет вероятность 0, а такими событиями в теории вероятностей принято пренебрегать. Поэтому 
при рассуждениях о выборках из нормального, логарифмически нормального, экспоненциального, равномерно-
го, гамма —  распределений, распределения Вейбулла-Гнеденко и др. приходится принимать, что эти распреде-
ления имеют элементы исходной выборки x1 , x2 , ..., xn, в то время как статистической обработке доступны 
лишь искаженные значения yj =  xj + ε j.  

Введем обозначения 
x = (x1 , x2 , ..., xn ), y = (y1 , y2 , ..., yn ), ....21 nεεεε +++=   

Пусть статистические выводы основываются на статистике  используемой для оценивания 
параметров и характеристик распределения, проверки гипотез и решения иных статистических задач. Принци-
пиально важная для статистики интервальных данных идея такова: СТАТИСТИК ЗНАЕТ ТОЛЬКО f(y), НО НЕ 
f(x).  

,: 1RRf n →

Очевидно, в статистических выводах необходимо отразить различие между f(y) и f(x). Одним из двух ос-
новных понятий статистики интервальных данных является понятие нотны. 

Определение. Величину максимально возможного (по абсолютной величине) отклонения, вызванного по-
грешностями наблюдений ε , известного статистику значения f(y) от истинного значения f(x), т.е.  

Nf(x) = sup | f(y) —  f(x) | , 

где супремум берется по множеству возможных значений вектора погрешностей ε  (см. ниже), будем называть 
НОТНОЙ . 

Если функция f имеет частные производные второго порядка, а ограничения на погрешности имеют вид 

,,...,2,1,|| nii =Δ≤ε   (1) 

причем мало, то приращение функции f с точностью до бесконечно малых более высокого порядка описыва-
ется главным линейным членом, т.е. 
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Чтобы получить асимптотическое (при 0→Δ ) выражение для нотны, достаточно найти максимум и ми-
нимум линейной функции (главного линейного члена) на кубе, заданном неравенствами (1). Легко видеть, что 
максимум достигается, если положить  
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а минимум, отличающийся от максимума только знаком, достигается при . Следовательно, нотна с 
точностью до бесконечно малых более высокого порядка имеет вид  
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Это выражение назовем асимптотической нотной. 
Условие (1) означает, что исходные данные представляются статистику в виде интервалов 

 (отсюда и название этого научного направления). Ограничения на погрешности могут 
задаваться разными способами —  кроме абсолютных ошибок используются относительные или иные показа-
тели различия между x и y. 

niyy ii ,...,2,1],;[ =Δ+Δ−

Если задана не предельная абсолютная погрешность Δ , а предельная относительная погрешность δ , т.е. 
ограничения на погрешности вошедших в выборку результатов измерений имеют вид  

,,...,2,1|,||| nixii =≤ δε  
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то аналогичным образом получаем, что нотна с точностью до бесконечно малых более высокого порядка, т.е. 
асимптотическая нотна, имеет вид 
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ni i
if x

xfxxN
1

.|))(|()( δ  

При практическом использовании рассматриваемой концепции необходимо провести тотальную замену 
символов x на символы y. В каждом конкретном случае удается показать, что в силу малости погрешностей 
разность  является бесконечно малой более высокого порядка сравнительно с  или . )()( xNyN ff − )(xN f )(yN f

Основные результаты в вероятностной модели. В классической вероятностной модели элементы исход-
ной выборки x1, x , ..., xn  рассматриваются как независимые одинаково распределенные случайные величины. 
Как правило, существует некоторая константа C > 0 такая, что в смысле сходимости по вероятности 

.)(lim Δ=
∞→

CxN fn
  (2) 

Соотношение (2) доказывается отдельно для каждой конкретной задачи. 
 При использовании классических эконометрических методов в большинстве случаев используемая ста-

тистика f(x) является асимптотически нормальной. Это означает, что существуют константы а и  такие, что 2σ
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где  функция стандартного нормального распределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 
1. При этом обычно оказывается, что  
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а потому в классической эконометрике средний квадрат ошибки статистической оценки равен 
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с точностью до членов более высокого порядка.  
В статистике интервальных данных ситуация совсем иная —  обычно можно доказать, что средний квадрат 

ошибки равен 
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Из соотношения (3) можно сделать ряд важных следствий. Прежде всего отметим, что правая часть 
этого равенства, в отличие от правой части соответствующего классического равенства, не стремится к 0 при 
безграничном возрастании объема выборки. Она остается больше некоторого положительного числа, а именно, 
квадрата нотны. Следовательно, статистика f(x) не является  состоятельной оценкой параметра a. Более того, 
состоятельных оценок вообще не существует. 

Пусть доверительным интервалом для параметра a, соответствующим заданной доверительной вероятно-
сти γ , в классической математической  статистике является  интервал )).();(( γγ nn dc  В статистике интервальных 
данных аналогичный доверительный интервал является более широким. Он имеет вид 

Таким образом, его длина увеличивается на две нотны. Следовательно, при 
увеличении объема выборки длина доверительного интервала не может стать меньше, чем  (см. формулу 
(2)). 

)).()();()(( yNdyNc fnfn +− γγ
ΔC2

В статистике интервальных данных методы оценивания параметров имеют другие свойства по сравнению с 
классической математической статистикой. Так, при больших объемах выборок метод моментов может быть 
заметно лучше, чем метод максимального правдоподобия (т.е. иметь меньший средний квадрат ошибки —  см. 
формулу (3)), в то время как в классической математической статистике второй из названных методов всегда не 
хуже первого. 

Рациональный объем выборки. Анализ формулы (3) показывает, что в отличие от классической матема-
тической статистики нецелесообразно безгранично увеличивать объем выборки, поскольку средний квадрат 
ошибки остается всегда большим квадрата нотны. Поэтому представляется полезным ввести понятие "рацио-
нального объема выборки" nrat, при достижении которого продолжать наблюдения нецелесообразно. 
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Как установить "рациональный объем выборки"? Можно воспользоваться идеей "принципа уравнивания 
погрешностей", выдвинутой в монографии [3]. Речь идет о том, что вклад погрешностей различной природы в 
общую погрешность должен быть примерно одинаков. Этот принцип дает возможность выбирать необходимую 
точность оценивания тех или иных характеристик в тех случаях, когда это зависит от исследователя. В стати-
стике интервальных данных в соответствии с "принципом уравнивания погрешностей" предлагается определять 
рациональный объем выборки nrat из условия равенства двух величин —  метрологической составляющей, свя-
занной с нотной, и статистической составляющей —  в среднем квадрате ошибки (3), т.е. из условия 
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Для практического использования выражения для рационального объема выборки неизвестные теоретиче-
ские характеристики необходимо заменить их оценками. Это делается в каждой конкретной задаче по-своему. 

Исследовательскую программу в области статистики интервальных данных можно "в двух словах" сфор-
мулировать так: для любого алгоритма анализа данных (алгоритма прикладной статистики) необходимо вычис-
лить нотну и рациональный объем выборки. Или иные величины из того же понятийного ряда, возникающие в 
многомерном случае, при наличии нескольких выборок и при иных обобщениях описываемой здесь простей-
шей схемы. Затем проследить влияние погрешностей исходных данных на точность оценивания, доверительные 
интервалы, значения статистик критериев при проверке гипотез, уровни значимости и другие характеристики 
статистических выводов. Очевидно, классическая математическая статистика является частью статистики ин-
тервальных данных, выделяемой условием Δ = 0. 

Рассмотренные выше соображения оказались полезными для решения чисто экономических проблем, в ча-
стности, в инвестиционном менеджменте [25]. Основные идеи статистики интервальных данных включены в 
учебник по эконометрике [26]. Подробное изложение статистики интервальных данных содержится в учебнике 
по теории принятия решений [27].  
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Интервальная  природа  числа  в  физике  как  следствие 
минимизации  погрешности  измерения 

Л.С. Терехов 
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644099, г. Омск, ул. Певцова, 13, ОФ ИМ СО РАН 

terekhov@iitam.omsk.net.ru 

В экспериментах по радиоволновому зондированию ионосферного слоя плазмы, проводимых одновременно с 
Земли и со спутника, наблюдается  явление,  не находящее приемлемого объяснения [1]. Поиск причины рас-
хождения эксперимента и теории приводит к необходимости ввести дополнение к известной, ставшей уже 
канонической, форме соотношения неопределённостей [2]. В настоящем сообщении  предложено обобщение 
соотношения неопределённостей  в случае, не нагруженном ионосферной спецификой, а также -  следствия  
такого обобщения. Минимизация погрешности  измерений, допускаемая  формой обобщённого соотношения 
неопределённостей,  оказывается достижимой при  условии локального квантования его сомножителей. В от-
личие от следствий известных форм соотношения неопределённостей  основной полученный результат   со-
стоит в том, что:  1) минимум функции, представляющей локальную погрешность  измерений, достигается 
лишь в том случае, если её аргумент есть  интервал определённой ненулевой длины; 2) число, представляю-
щее погрешность измерения, не может быть точным даже потенциально.  

 Введение 

Известны эквивалентность квантовомеханических  и соответствующих форм соотношения неопределённостей 
(СН) классической  физики, которые  использовались  ещё задолго до  создания квантовой механики. Часто 
используемая форма СН классической физики в переменных время t - частота f   имеет  вид 

 
      1≈Δ∗Δ tf .       (1) 
 
В волновых задачах, в которых удаётся располагать характеристиками сигнала, более точные оценки  

можно получить на основе так   называемого  радиолокационного СН:  
 
     μα/1≈Δ∗Δ tf ,      (2) 
         

где α -  определяется формой сигнала (для простых сигналов α ~ 1); μ -отношение сигнал/шум сигнала по мощ-
ности. Наличие величины  μ указывает на случайную природу сомножителей Δf и Δt в (2). Оценка случайной 
погрешности измерения частоты, обозначаемой далее Δfr(μ,Δt-1) на практике используется, согласно (2), в виде: 

 
       μαμ ttf r Δ∗≈ΔΔ − /1),( 1                       (3) 
 
В начале развития теории СН сомножителям  Δf и Δt  придавался смысл  как неопределённостям измеряе-

мых величин, позже - как среднеквадратическим отклонениям (как, например, в форме (2)). Однако СН  может 
быть также получено на основе  прямого и обратного преобразований Фурье, применимых и к  детерминиро-
ванным функциям. При этом сомножители  Δf и Δt находятся как области интегрирования из условия локализа-
ции в них преобладающей доли энергии сигнала. В итоге СН  можно рассматривать  как отвечающее сомножи-
телям и случайной,  и детерминированной природы.  

Область применимости СН в его канонических формах (1) и (2), в явлениях классической физики во вни-
мание не принимаемая, ограничивается взаимной независимостью входящих в него величин.  Так, оценки по-
грешности Δτ времени распространения сигнала в среде могут оказываться неверными, если среда (например, 
ионосферный слой плазмы) обладает заметной частотной дисперсией: τ = τ(f), dτ/df  ≠ 0. В настоящей работе, не 
осложнённой ионосферной спецификой [2], рассматривается обобщение СН на примере  зависимости частоты  
от времени: f = f(t), df/dt  ≠ 0. Иллюстрация необходимости учёта зависимости f(t) при построении обобщения 
СН  может быть следующая. При  измерении частоты f, зависящей от времени t,  возникает проблема: какой 
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длительности должно быть время анализа Δt (иначе - время измерения, накопления), при котором  погрешность 
измерения частоты Δf оставалась бы приемлемой,  например, Δf<< f. В случае быстрых изменений частоты, та-
ких, что за время  Δt успевает смениться  несколько характерных времён  {τi},  и  τi << Δt,    разрешение по вре-
мени теряется вследствие того,  что неверными оказываются сами оценки  погрешностей, полученные из (2).  
Искомая зависимость изменения частоты f(t), «свёрнутая» по интервалу усреднения Δt  к единственному значе-
нию – отсчёту, оказывается потерянной. Измерения в подобных экспериментах теряют смысл. Если же выбрать 
τi>>Δt,  то,  хотя оценки согласно (1) или (2) остаются верными, но теряется разрешение по частоте. Практиче-
ски, до начала измерений, устанавливают величину Δt как некоторое компромиссное значение для всего ожи-
даемого ряда {τi}, что, однако,  при большом разбросе значений  τi этого ряда, ведёт всё-таки к потере τi, за-
метно отличающихся от Δt.  И названная выше проблема, существующая из-за невыявленной взаимной зависи-
мости величин, входящих в СН (например, частоты, зависящей от времени), остаётся актуальной. 

Цель настоящего сообщения - иллюстрация  порождения чисел интервальной природы в физическом про-
цессе  измерения. 

Постановка задачи  

Приведённый выше краткий анализ  трудностей измерения частоты, зависящей от времени, свидетельствует о 
существовании общей проблемы - неполноты СН в его классической форме. Распространение оценок погреш-
ности, получаемых согласно   (2) и (3), на нестационарные явления  с зависимостью f = f(t) ведёт к дополни-
тельной и скрытой погрешности измерения частоты. Основное допущение в постановке задачи по обобщению 
СН состоит в следующем. Погрешность измерения частоты ))(,,( tftf ′ΔΔ μ ,   называемая далее полной,  полага-

ется равной линейной сумме случайного  и  систематического  ),( 1−ΔΔ tf r μ ))(,,( tftf s ′ΔΔ μ  компонентов, вхо-
дящих в полную погрешность с равными весами: 

 
     .                         (4) ))(,,(),())(,,( 1 tftftftftf sr ′ΔΔ+ΔΔ=′ΔΔ − μμμ
 
Выбор показателя степени суммируемых независимых погрешностей измерения при представлении пол-

ной погрешности в (4) не имеет принципиального значения. Поэтому  здесь  принята наиболее простая линей-
ная форма.   

В теории сеток погрешностью, аналогичной рассматриваемой случайной, является погрешность округле-
ния, а аналогом систематической погрешности является погрешность аппроксимации [3,4]. 

Первое слагаемое правой части (4) - это погрешность измерения частоты, даваемая  СН в его известных, 
ставших уже каноническими, формах (2) и (3), то есть - без учёта зависимости f(t). Второе слагаемое (4) по-
строено при ограничении вида функции f = f(t) детерминированной зависимостью и представлено как прираще-
ние Δfs в тейлоровском разложении при приращении времени Δt: 

 

    ...
!2

)()())(),(,,( 2 +Δ
′′

+Δ′=′′′ΔΔ ttfttftftftf s μ                 (5) 

 
Ограничиваясь первым слагаемым приращения в (5),  получаем выражение для полной погрешности в яв-

ном и расширенном сравнительно с (3) виде:   
 

     ttfttftf Δ′+Δ∗=′ΔΔ )()/(1))(,,( μαμ .              (6)  

Решение задачи  

В отличие от выражения для Δfr  из (3), в котором учтена зависимость величины  Δfr  от времени анализа  Δt и 
отношения μ, полная погрешность ))(,,( tftf ′ΔΔ μ   измерения частоты зависит в (6) также от производной  

 в каждый момент времени t. Минимизируя выражение для полной погрешности )( ′tf ))(,,( tftf ′ΔΔ μ  в (6) как 
функцию времени анализа Δt, находим для каждого момента времени, исключая экстремумы, оптимальное 
время анализа  Δt*: 
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μα
μ  .                             (7)  

 
Соответствующая оптимальному времени (7)   минимальная полная погрешность измерения частоты, зави-

сящей от времени, имеет вид: 
 

     )(4))(min tftf ′=ΔΔ ∗

μα
  .     (8) 

 
В численных методах известен результат по оптимизации шага и соответствующей минимизации погреш-

ности [3-5]. 
Минимизация полной погрешности ))(,,( tftf ′ΔΔ μ  приводит к «свёртыванию» расширенной формы СН 

(6). То есть, если в качестве Δf и Δt выступают соответственно Δfmin  и Δt*, то их произведение  приводит к со-
хранению канонической формы СН:  

 

    
μα

μ
)2/(

1)())(,( min =ΔΔ∗′Δ ∗∗ tftft .    (9) 

      
Возможность определения оптимального интервала при каждом отсчёте означает последовательную, по 

мере производства отсчётов, расстановку узлов, образующих одномерную сетку. Сетка в общем случае 
неравноотстоящих узлов  строится следующим образом. Поскольку алгоритм нахождения оптимальной длины 
текущего интервала известен, а минимальная погрешность одинакова  в пределах интервала, то целесообразно, 
с целью уменьшения погрешности в междоузлиях до величины, не большей  погрешности  в соседних узлах, 
каждый последующий шаг по времени приравнивать  текущему значению оптимальной длины интервала 

. Упорядочиванию интервалов и узлов сетки отвечает при переходе от текущего момента времени t)(
*

ittΔ i к 

следующему моменту ti+1 переменный шаг : )(
*

ittΔ

     .      (10) )(
*

1 iii tttt Δ+=+

Обсуждение 

Согласно принципу физики,  который  называют операционным,   в экспериментальных науках считается целе-
сообразным вводить  в научный язык только те величины,  которые могут быть определены операционно,  
кратким описанием эксперимента,  необходимого  для  измерения этих  величин. То есть, в состав физического 
понятия  «определение величины» процесс измерения должен входить неотъемлемым компонентом.  

СН в его классических формах устанавливает существование неопределённости значений двух одновре-
менно измеряемых величин, что согласуется с опытом. Но при этом из СН также следует, что  любая из  вели-
чин пары, может быть определена  с неограниченной точностью.  Можно видеть, что достижение бесконечно 
высокой  точности измерения одного из  сомножителей  СН есть следствие  допускаемой континуальности обо-
их сомножителей СН. Указанное следствие в немалой степени оказалось теоретической базой понятий «истин-
ное» и «точное» значения. Погрешность измерения, определяемая как отличие измеренного значения от точно-
го, при указанном выше допущении, противоречия не содержит. Хотя пользоваться определением, основа кото-
рого – «точное» значение – оказывается величиной неизмеряемой, оказывается затруднительно. Требования 
практики измерений привели в метрологии в настоящее время к определению погрешности измерений, в кото-
ром ненаблюдаемому «точному» значению места не оставлено. Погрешность выражается посредством величин 
измеряемых, через среднеквадратические отклонения.  

Наличие в (9) жестко детерминированных на каждой частоте сомножителей свидетельствует о существо-
вании ограничения потенциальной точности измерения даже одного из сомножителей СН. Этот результат от-
личается от классического результата, следующего из (2), имеющего континуальную форму и не накладываю-
щего предела на потенциальную точность измерений и согласуется с операционным принципом физики.  

Делается предположение, что интервальное число  более соответствует описанию явлений природы, чем 
число континуальное. 
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Abstracts of the papers of the volume 

Akhmerov R.R. Interval-affine arithmetic with controlled accuracy 
The work is devoted to developing interval-affine arithmetic with controlled accuracy, which is a new technique for 

computing outer estimates of the ranges of functions. We consider some problems inherent to the classical approach and possible 
ways to cope with them. Advantages of the new technique are presented along with the difficulties arising in the course of its 
application. Finally, we show how one can control the accuracy of the estimates obtained by the interval-affine arithmetic. The 
results of extensive computational tests are presented and discussed.  

Bozorov M.B. An interval algorithm for determining soil static pressure on multilined stiff round pipes  
in a high embankment 

We propose an interval technique for computing soil static pressure upon round single and multilined pipes in a high 
embankment. Kaucher complete interval arithmetic is used for the computation. We describe a software package designed for the 
calculation of the immersed multilined pipes by interval finite element method. The numerical results obtained for two- and 
multilined pipes are compared with known theoretical and experimental results. 

Bozorov M.B., Berdiev B.Kh. Towards the efficiency comparison of interval  algorithms solving nonlinear 
equations systems 

We discuss general concepts that underlie comparing efficiency of interval methods for the solution of nonlinear equations 
systems. Some parameters determining the characteristic features of every equations system are are drawn up, several specific 
interval methods are considered briefly as well as their comparison criteria. Finally, we formulate recommendations on how to 
choose methods for solution of the main problem types.  

Brevnov E.V. Interval approach to the solution of the interval constraint satisfaction problem 

The work considers solving global optimization problems with the help of constraint propagation methods and interval 
techniques. Separate attention is paid to integer-valued optimization problems, and we involve interval branch-and-bound 
strategy for their solution. The results of numerical experiments are presented showing the efficiency of the approach we have 
developed.  

Ershov A.G. Guaranteed suboptimal solutions for linear optimization problems 

The paper inquires into the possibility of efficient calculation, on digital computers, of suboptimal solutions to linear 
optimization problems that satisfy feasibility conditions with guarantee. We introduce a class of problems, named {\em 
conditionally correct linerar optimization problems}, for which computing such solutions is correct in a sense. Presented is a new 
algorithm for calculating a suboptimal guaranteed feasible solution of the linear optimization problem. It is based on an interior 
point method and uses ``small perturbation'' technique. We describe how to construct, with our algorithm, a subminimal outer 
and submaximal inner interval estimates of the set of all the suboptimal solutions to the linear optimization problems. 

Ivlev R.S. Exponential stability of a class of nonlinear interval dynamical systems 

The work considers a class of nonlinear interval dynamic systems, its mathematical model being defined in the state space, 
with the nonlinearity of the so-called ``sector type''. Relying on the direct Lyapunov method, we derive sufficient conditions that 
the equlibrium state at zero is exponentially stable.  

Janybekov B.S., Shary S.P.  Optimal outer estimation of the solution sets  to interval linear systems 

The paper is devoted to computing optimal (exact) interval outer estimates of AE-solution sets to interval linear 
algebraic systems Ax = b. We generalize, to a wider context, recently proposed Jansson's method that enables to find optimal 
eclosures of the solution sets in p calls of a linear programming algorithm, where p is the number of nonempty intersections of 
the solution set with separate orthants. 

Kashevarova T.P., Semenov A.L. On the solutions to systems of nonlinear equations 

The work is devoted to the solution of nonlinear systems of equations with the use of interval techniques. The numerical 
algorithms we propose are efficient for solving equations systems of moderate dimensions and can be applied to the so-called 
“creeping solutions” as well. We apply an approach based on combination of interval techniques and constraint propagation 
methods for the problem statements involving interval input data.  

 ix



Kinsht N.V., Petrunko N.N. On possibilities to describe a connection diagram of an interval electrical 
circuit 

We consider possibilities of heuristic construction of the matrices of the main cut-sets and circuits associated with the trees 
of the electrical circuit graph of a special form, that are constructed taking into account interval characteristics of the regimes and 
parameters of separate branches. 

Kleimenov A.E. Constructing cooperative solvers on the basis of constraint propagation methods 

The paper describes applying cooperative approach to the solution of mathematical modelling problems with complex 
structure. We propose both a technology for construction of the cooperative solvers and software environment facilitating this 
process. Architecture of the environment and its current implementation are presented along with specific examples of how it can 
be efficiently applied to the solution of some classes of problem.  

Kozina G.L., Kudermetov R. Linear criterion for graph optimization problems with interval parameters 

We propose a new criterion for comparing solutions in discrete optimization problems. In particular, minimal spanning tree 
problem for graphs with interval edge weights is thoroughly considered. 

Kuntashev P.A. On selecting investment project 

The problem of selecting project portfolio structure providing for the maximum effect (NPV) of the portfolio has been 
studied. The project risk connected with a money flow uncertainty is treated with the use of interval analysis methods. 

Menshikov G.G. To the problem of narrow initial enclosing of trajectory segment 

The paper deals with validated solution of initial value problem for differential equations of the form y'=f(x, y), 
y(x0)=y0. Computer solution of the problem implies finding a preliminary enclosure Y(x) for the function y(x), i.e., a strip formed 
by interval values and containing a segment of the trajectory. The latter is necessary in the step-wise solution methods, whose 
algorithms can be splitted into preliminary, refining and, possibly, testing  stages. The preliminary stage is of special importance, 
since it has to clarify whether the solution y(x) can be extended to the interval Xk or not. Our report advances several ways to 
compute narrow preliminary enclosures for the solution of differential equations.  

Nazin S.A., Polyak B.T. Interval technique in the parameter estimation problem 

The problem of paramteric estimation for a linear model under interval uncertainty is considered. We design an algorithm 
of optimal estimation taking the solution process for interval linear algebraic system as a basis.  

Noskov S.I. A point approximation of the solution set to interval system of linear algebraic equation 

For interval linear algebraic systems with nonsquare matrices, the solution set may sometimes turn out empty or badly 
shaped. We propose a procedure of chosing a single ``solution point'' that represents, in some sense, the whole solution set or 
substitutes it in case of it is empty.   

Orlov A.I. Statistics of interval data 

In the statistics of interval data, sampling elements are intervals rahter than numbers. That leads to techniques and 
conclusions which are principally different from the classical ones. Our paper gives a survey of the main ideas and approaches of 
the asymptotical statistics of interval data. We present some results related to the concepts of notna and rational sampling size, 
which are fundamental for the field of applied statistics under consideration. Also, some problems of estimation of distribution 
parameters, of hypothesis testing, of regression analysis, cluster analysis and discriminant analysis are briefly considered.  

Pertsev N.V. Construction of the attracting sets for stable solutions of differential equations  with the use 
of monotone technique and M-matrices 

In the paper, construction of attracting sets for stable equilibrium states for a class time-delay differential equations systems 
is considered. We advance a technique for constructing such regions that is based on two-sided approximation method and 
properties of nonsingular M-matrices. For a given equilibrium state x*, the attracting region is built as a multi-dimensional 
parallelepiped with the center x*. The bounds of the parallelepiped x* – z1 ? x ? x* + z2 are determined by vectors z1, z2, that can 
be computed as starting points of a special iterative process.  

Petrov E.S. A symbolic-interval heuristic for minimization under boundary constraints 

Global optimization subject to bound constraints helps answering many practical questions in chemistry, molecular biology, economics. 
Most of algorithms for the solution of global optimization problems are a combination of interval methods and exhuastive search. The 
efficiency of such algorithms is characterized by their ability to detect and eliminate sub-optimal feasible regions. This ability is 
increased by availability of a good upper bound on the global minimum. In this paper, we present a symbolic-interval algorithm for 

 x



calculation of upper bounds in bound-constrained global minimization problems and report the results of some experiments. 

Proskurin A.V., Sagalakov A.M. On spectral Orr-Sommerfeld problem 

The work deals with automation of complex spectra computations in the problem of parallel flows stability. We use 
argument principle. Apart from high reliability, the technique provides us with additional information about the problem 
features. 

Pushkov S.G., Krivoshapko S.Yu. On the state space realization problem for interval dynamic systems 

We consider state space realization problem for interval dicrete-time dynamic systems, analyzing its possible formulations 
and ways of solution. A sufficient criterion of algebraic realizability of impulse sequence of interval matrices has been stated and 
proved. Also, we propose a technique for finding algebraic realizations of either totally nonegative or totally nonpositive 
systems. A numerical example illustrates our results.  

Rogalev A.N. Problems of practical (interval) stability with  a given set of marginary deviations 

Our report describes how guaranteed estimation of the solution sets to differential equations can be applied to practical 
stability problems. The numerical values of the guaranteed bounds of the solution sets resulting from our technique takes into 
account the influence of permanent perturbations represented by multivalued functions. Knowing such bounds enables one to 
formulate and substantiate mathematically rigorous results about practical stability of specific dynamic systems. 

Semenov A.L. Constraint propagation methods: basic concepts 

The paper considers the basic notions and algorithms of constraint programming - one of the fields of artificial intelligence. 
Conceptions of consistencies for finite and continuous domains are given and some algorithms of achieving consistencies are 
presented. Brief descriptions of some systems based on the approach are given as well. 

Shary S.P. Solving interval linear systems with tied data 

The work elaborates parameter partition methods (PPS-methods) for optimal outer estimation of the solution sets to 
interval systems of equations. We consider interval linear algebraic systems whose elements are not allowed vary independently 
within the prescribed intervals, being subject to some ties (constraints). In particular, symmetric interval linear systems are 
treated more thoroughly, while the solution of some other problems — with persymmetric, skew-symmetric, Hankel and Töplitz 
matrices — is outlied briefly.  

Sokolova S.P. Immunocomputing for complex interval systems 

The work is devoted to extending the so-called immunocomputing approach for a class of complex systems with parameter 
uncertainty of the interval type. Using the notions and methods of interval analysis, we develop singular-value decomposition for 
interval matrices, learning with an expert and self-learning, classification and representation of the results in the image space. 
The paper includes examples of interval immune systems for plague monitoring and information technologies security.  

Terekhov L.S. Interval nature of number in physics as a consequence of minimizing measurement errors  

Experiments of radiowave exploration of ionospheric plasma layers conducted simultaneously from both the Earth and 
satellites demonstrate a phenomenon that cannot be explained in a satisfactory way. Searching for the reasons why the 
experiments and theory contradict to each other leads to the necessity of introducing an addendum to the well-known form of 
uncertainty (indeterminacy) principle. In the present note, we propose a generalization of the uncertainty relationship for the case 
not connected with the specific ionospheric character as well as consequences of such a generalization. Minimization of the 
measurement errors allowed by the new form of uncertainty principle turns out attainable provided that its multipliers are locally 
quantized. 

Utyubaev G.Sh. On interval methods for differential problems with data uncertainty  
in the form of convex sets 

The work consists of five mutually connected parts devoted to 1) properties of non-standard interval arithmetic, 2) general 
properties of quasilinear spaces, 3) properties of interval functions, 4) convergence of interval methods, 5) applications. We 
introduce the concepts of complete quasilinear space, midpoint and width of an element from the space, quasilinear subspace, 
inner (outer) approximation, stability, inner (outer) convergence of single-step interval methods solving initial value problems 
with interval data. An estimate of the solution produced by interval approximating method is obtained. Also, we prove a theorem 
about inner and outer convergence for dynamic systems with interval input data. An approximate method in the space of $n$-
dimensional ellipsoids is constructed for linear systems of ordinary differential equations, having the second convergence order, 
as well as a similar modified parallelotopes method.  
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