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������ 	��������� ����	� &���	���! '()* �	��
� �	�� ��
������� �
���	� '+! ,)� - ��$�� 
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����
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7. ���� �����

�� 	
�������� � �������� ����

8���	����� ����		 � ���� ������ ����� ����	�� 	��������� ���	�	�! ��� ����
"���	� ������� � ��������� ����� 	
����"��� �����	��� ��	9�� ��	���������
&�������* ���	�	� ����� ���"�����
� ������ ��	9���� 8	������	 �������	��	�
	 ������	��	� ����� ���"�����
� 	��� 	 ������ ���	�� 	������� 
������
����
�� Ǳ�	��	����� � 	��������� ����	��� 	 �������� 
	����� �������	��	� 	 ���
����	��	� ����� ��	����
� � �� ������� 
��
���

- ���� ������ ��

����	����
� �	���� �������� "��	
	��
���  ������� ����
�	�� �� ����������� ����������� Ǳ�
�� c = [c, c] = ([ck, ck])

m
k=1 ∈ IR

m : ������
��� 	��������� ������ '(;! (() 	 dij ∈ Rm : �	��������� &�������* �������!
i, j ∈ J = {1, 2, . . . , n}< IR : ����
��� �
�� ��$�
����� 	�������� '(;! (()� -�����
����	�� D ∈ Rn×nm 	 C ∈ Rnm×n ������� �	��

D =
(
dT

ij

)n
ij=1

=




dT
11 dT

12 . . . dT
1n

dT
21 dT

22 . . . dT
2n

���
���

���
dT

n1 dT
n2 . . . dT

nn


 , C = Block Diag{c, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸

n

}, c ∈ c.

��������
�� �� ������� �������� ������

Adep =
{
A ∈ R

n×n | A = DC, c ∈ c
}

&(*

��������	��� �������� � ������ ��������� ���� ��������	�� ��������	���� ����

���� c ∈ IR
m � ���������� ��������� D ∈ Rn×nm�

1�� ������
�	 	"����	� ����� 	
����"����� ����	 =	��������� ����	�� 
� 
���
"��	>! ���
��� 
���� =�	����� �	�� ���
	����� 	���������� ������� 	 ����	����
���	����>! ��	  ��� ����� �����"�������  ��	������� "���	�� 6" ��������	� (
�	��! ��� � ��$�� 
����� Adep �∈ IR

n×n � ���

	��
��� 
��
���
- ������ '?) ��
����	��#�
� "��	
	��� 	��������� ������� ��� 
�����! ����� j = 1!

di1 = di ∈ Rn! i ∈ J ! 	 �
� "���	�  ������� �������� di! ����� �����! ���� ��#� -
���"��� ������ 	��������� ������� 
� 
��"��	 ����
�����#�
� 	�� ����"��@ ��
��
(Jq)

l
q=1 : ��"�	�	� ����
��� 	���
�� J = {1, 2, . . . , n}! �� ��

Jq ⊆ J, Jq1

⋂
Jq2 = ∅ ��� q1 �= q2,

l⋃
q=1

Jq = J.

1����! ��
�� yq ∈ IR! q = 1, 2, . . . , l 	 s ∈ Rn! ����� 
����
� '?) 	���� 
����#$�� �����

�����	� 	���������� ������� 
� 
��"��	@

bdep = {b ∈ R
n | br = sryq, r = 1, 2, . . . , n, ��� yq ∈ yq ��	 r ∈ Jq}.

A���� �	����! ��� ��	������ ��� ����
�����	�  ��	������ ��� 
�����! ����� j = 1!
l = m! c = (yq)

l
q=1! 	 ������� di! i ∈ J ! 	��#� � ����
��� q�� �������� ���	�	� si ��	

i ∈ Jq! q = 1, 2, . . . , l! � �
������ �������� ���� ��#! �� ��

di = (
1

0,
2

0, . . . ,
q
si, . . . ,

m

0)T , i ∈ Jq, q = 1, 2, . . . , l.
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1�� 
�����! ����� m = n2! ������� dij ����#�
� 
�������	 ��		��� ����	�� �������
n2! �� ��

dT
11 = (

1

1,
2

0, . . . ,
n2

0 ),

dT
12 = (

1

0,
2

1, . . . ,
n2

0 ),
���

dT
1n = (

1

0,
2

0, . . . ,
n

1,
n+1

0 , . . . ,
n2

0 ),

dT
21 = (

1

0,
2

0, . . . ,
n

0,
n+1

1 , . . . ,
n2

0 ),
���

dT
nn = (

1

0,
2

0, . . . ,
n2

1 ),

	���� 	��������# ����	�� &(*! ��	�����# � ���

	��
��� 
��
��! �� �� Adep = A ∈
IR

n×n�
-����� ����	�� C, C ∈ Rnm×n �������	��������� �	��

C = Block Diag{c, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

}, C = Block Diag{c, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

}

	! 	
����"�� ��	9���	��
�	� ������		 ���

	��
��� 	��������� ��	9���	�	 '(;! (()!
��
���	� 	��������# ����	�� A ∈ IR

n×n

A = DC, &+*

��� C = [C, C] ∈ IR
nm×n� ������� ����"��� '(()! ��� 	��������� ����	�� &+* ������
�

	��������� ��������� ��� Adep! �� ��

A = �Adep; Adep ⊆ A. &,*

��������
�� �� ����� �������	� ��� ��������	��� ������� � ������ Adep �������

�� �������
� ������� P� ��� ���� ������� �������� � ��� ������� A ∈ Adep�

- �
���$�� ������ 	

����#�
� �
	�����	��
��� �
����	��
�� 	 �����	������ �����
�����
�� 	��������� ����	�� 
� 
��"��	 Adep�
������� �������
� �������	�� ������ ����
��� 
���	����� ����"�� ��
������

������� ����	� ������� n ���	�! ��� ��	�	� 	

��������� 
���
��� �  �	� ����	�
������ ��	�	�  ���� 
���
��� � ����	�� Adep � 
��
�� ��������	� +�

6" 
������	� &,* ���� "���#�	��! ��� ��� ����	� ��
������� "����	 ��
���
���� ��
����"�����
�! ���	���! ��"��������	 ������ '() ��	��	����� � 	��������
�� ����	�� A ∈ IR

n×n� B���� �� ���	� 
������ 	��������� �������� ����	�� Adep

����� ���"���
� 
�	���� ������ ������
	���	�� ����
��� &(*! ��� �������� "� 
����
������# 	"������
�� �������� �
���	��

�� Ǳ������������� ��������� ��������������

�������

- ���� ��"���� ��	 ����� �
�������! ��� 	��������� ����	�� 
� 
��"��	 Adep

����
���	�� � ���
���
��� Rn×n � �	�� �������� ����	��		 ������� �	
�� �������
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����	�� 1��  ���� �����	� 
����� �������� �
������������ ��
����	� 	 ��	�����
������	��� ��������	��

C�

����	� ����	�� Dk ∈ Rn×n! k ∈ K = {1, 2, . . . , m}! ��
������ 
����#$	�
����"��@ ij��  ����� ����	�� Dk ����������
� ����� k���  ������ ������� dij ! i, j ∈
J ! �� ��

Dk = (dijk
)n
ij=1 ∈ R

n×n,

��� dijk
: k��  ����� ������� dij! i, j ∈ J � 1�� �#���� k ∈ K 	���� Dk �= 0n×n! ��
������

� ����	��� 
����� 	 ��	  ����� ����	�� Adep � "��	
�� �� �� ck 	! 
�����������!
 ����� ck ���� ���� �� 	
��#�	�� 	" ��

�����	�! 
����� 
������
���#$	� 	"����
	� � �������� c 	 dij� 2���
��� ����	� Dk ���"��	� ����"

DK = {Dk ∈ R
n×n | Dk �= 0n×n, k ∈ K} ⊆ R

n×n.

8 	
����"���	�� ������� ����	� Dk 	��������� ����	�� 
� 
��"��	 Adep �����

���	�� � �	��

Adep = {A ∈ R
n×n | A =

m∑
k=1

Dkck, ck ∈ ck}. &.*

D����	��� ����
�����	� ���� �����	�� ��� 	��������� ����	�� A ∈ IR
n×n� Ǳ�	�

���� ��	9���	��
�	� ������		 ���

	��
��� 	��������� ��	9���	�	! 	����

A =

m∑
k=1

Dkck.

�� ����
��� DK ����	� Dk! k ∈ K! ������ �����	� ϕD 
����#$	� ����"���

��������
�� �� ����� �������	� ��� ��� ������
 Dk′ ∈ DK � Dk′′ ∈ DK� k′, k′′ ∈ K�
��!����� � ����"���� ϕD� � ����� ����
���	 Dk′ϕDDk′′� ��� �#������ �����

���� µ ∈ R� µ �= 0� ��� ����� ���� ��������

Dk′ = µDk′′. &3*

E�� �����	� ������
� �����	��  ��	������
�	! ��
������ 
���
��� ��9���
	��
�
�	! 
	�����	��
�	 	 ���"	�	��
�	 ����	��� ����"�� ������#�
�� -�������
�����	# ϕD 
������
����� ��"�	�	�

(DKq

)p
q=1

����
��� DK � ���

�! ������� 	�

���	���� ��"�	�	� (Kq)
p
q=1 ����
��� 	���
�� K = {1, 2, . . . , m}@

Kq ⊆ K, Kq1

⋂
Kq2 �= ∅, ��� q1 �= q2,

p⋃
q=1

Kq = K.

6" 
������	� &3* 	 ��������	� , �	��! ��� ���

 Kq! q ∈ {1, 2, . . . , p}! 
�����	�
����� ������ ��� 	���
��! ������� 
������
���#� ����	�� Dk 
 �������	������	
 �������	�

2���	�� Dk! �����$	�
� � �����		 ϕD! ������#� 
����#$	� 
���
����@ ��� ���
�������
! k′, k′′ ∈ K ����� ���� Dk′ϕDDk′′� ��

|Dk′|
‖Dk′‖ =

|Dk′′|
‖Dk′′‖ , &7*
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��� ‖X‖ =

√
n∑

i=1

n∑
j=1

x2
ij ��� X = (xij)

n
ij=1 ∈ Rn×n�

8������	� &7* ��������
� ��� �#��� ���� ����	�! ��	������$	� ����� ���

�
DKq � E�� ��"������ ��
���	�� ������� ���

� � 
������
��	� ����	��

Nq =
|Dkq |
‖Dkq‖

, &F*

��� Dkq ∈ DKq ���"��� ���������� 
��� ���

� G��
� 	 ����� ����	��! ��	������$	�
���

� DKq ! ���"���#�
� ����" Dkq ! kq ∈ Kq! q ∈ {1, 2, . . . , p}�

1�� ������� ���

� DKq ������ � ��

�����	� �	
�� µkq ! ������������ 
����
�
������	#

µkqNq = Dkq , kq ∈ Kq.

6" 
������	� &F* �	��! ��� |µkq | = ‖Dkq‖� %���� ��� ������� ���

� DKq ! ��	����
���

	��
��# 	��������# ��	9���	��! ���	
�	� 	�������

vq =
∑

kq∈Kq

µkqckq , q ∈ {1, 2, . . . , p}.

6
����"�� ����
���

Zp = {z ∈ R
p | zi ∈ {−1, 1}, ��� �
�� i} ,

���	
�	� ����	��

Gz =

p∑
q=1

Nq(mid vq + zqrad vq),

��� mid vq = (vq + vq)/2 	 rad vq = (vq − vq)/2 : 
����	� 	 ���	�
 	������� vq 
�������

�����

������� �� Ǳ��	 Adep % ��������	��� ������� � ������ ��������� ���� ������

���	�� ��������	���� ������� c ∈ IR
m � ���������� ��������� D ∈ R

n×nm� &����

Adep = cch {Gz} = G,

��� cch % �
������ ���������

 �!�"����	��#�� 6
����"�� 
������	� &.* ��� 	��������� ����	�� 
� 
��"��	
Adep! 	����

Adep = {A ∈ R
n×n | A =

m∑
k=1

Dkck, ck ∈ ck} =

= {A ∈ R
n×n | A =

p∑
q=1

∑
kq∈Kq

Dkqckq , ckq ∈ ckq} =

= {A ∈ R
n×n | A =

p∑
q=1

∑
kq∈Kq

µkqNqckq , ckq ∈ ckq} =

= {A ∈ R
n×n | A =

p∑
q=1

Nq

∑
kq∈Kq

µkqckq , ckq ∈ ckq} =



7? ���� �����

= {A ∈ R
n×n | A =

p∑
q=1

Nqvq, vq ∈ vq} =

= {A ∈ R
n×n | A =

p∑
q=1

Nq

(
λqvq + (1 − λq)vq

)
, 0 ≤ λq ≤ 1} =

= {A ∈ R
n×n | A =

p∑
q=1

(
λqvqNq + (1 − λq)vqNq

)
, 0 ≤ λq ≤ 1}.

-�����	�
p∑

q=1

(
λqvqNq + (1 − λq)vqNq

)
����
������� 
���� 
���� ����"��� � ���
���
���

Rn×n! ��	�����# � ������	�������
����� 
��
��� Ǳ������ �� 	����		! ��� �����
������ ��	  ��� ����
��� ����	� ������� n ����
���	�� � �	�� �������� ����	��		
������� �	
�� ����	� ���� �� ������� 6���� ��� p = 2 &
����� p = 1 ����	��*@

λ1v1N1 + (1 − λ1)v1N1 + λ2v2N2 + (1 − λ2)v2N2 =

= (λ2 + (1 − λ2)) λ1v1N1 + (λ2 + (1 − λ2)) (1 − λ1)v1N1 +

+ (λ1 + (1 − λ1)) λ2v2N2 + (λ1 + (1 − λ1)) (1 − λ2)v2N2 =

= λ1λ2v1N1 + λ1(1 − λ2)v1N1 + λ2(1 − λ1)v1N1 + (1 − λ1)(1 − λ2)v1N1 +

+λ1λ2v2N2 + λ2(1 − λ1)v2N2 + λ1(1 − λ2)v2N2 + (1 − λ1)(1 − λ2)v2N2 =

= λ1λ2(v1N1 + v2N2) + λ1(1 − λ2)(v1N1 + v2N2) +

+λ2(1 − λ1)(v1N1 + v2N2) + (1 − λ1)(1 − λ2)(v1N1 + v2N2) =

= λ̃1 ((mid v1 − rad v1)N1 + (mid v2 − rad v2)N2) +

+λ̃2 ((mid v1 − rad v1)N1 + (mid v2 + rad v2)N2) +

+λ̃3 ((mid v1 + rad v1)N1 + (mid v2 − rad v2)N2) +

+λ̃4 ((mid v1 + rad v1)N1 + (mid v2 + rad v2)N2) =

= cch {Gz},

��� λ̃i ≥ 0! i ∈ {1, 2, 3, 4}!
4∑

i=1

λ̃i = 1� 1����! ��
�� 2 < p′ < p 	

cch {Zp′} =
∑

z∈Zp′

λ̂zGz =

p′∑
q=1

(
λqvqNq + (1 − λq)vqNq

)
, 0 ≤ λq ≤ 1, λ̂z ≥ 0,

∑
z∈Zp′

λ̂z = 1.

%����! ������� �����	��� ���
��	�! ���� ����"���! ���∑
z∈Zp′

λ̂zGz +
(
λp′+1vp′+1Np′+1 + (1 − λp′+1)vp′+1Np′+1)

)
=
∑

z∈Zp′+1

λ̃zGz,

��� λ̃z ≥ 0! z ∈ Zp′+1!
∑

z∈Zp′+1
λ̃z = 1� 6" ��	������ 
������	� ��������	� �������


������ �������� %������ ����"��� �

G����	�! ��� ����
�����	� 	��������� ����	�� 
� 
��"��	 Adep � �	�� ������
��� ����	��		 ������� �	
�� ������� ����	� ����� ���� ������� 	�� 
��
�����
-���� � ��

�����	� ����	��

Cvert = Block Diag{c, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
n

}, c ∈ vert c,



���	Ǳ��������� ����������� 75

��� vert c : ����
��� �
�� ������� �������� 	���������� ������� c! 	����

Adep = {A ∈ R
n×n | A = DC, c ∈ c} =

= {A ∈ R
n×n | A = DC, c ∈ cch vert c} =

=
{
A ∈ R

n×n | A = DC, C ∈ cch {Cvert }} =

=
{
A ∈ R

n×n | A ∈ cch {DCvert }} =

= cch {DCvert }.
Ǳ�	  ���

cch {Gz} = cch {DCvert }
	

{Gz} ⊆ {DCvert }.
Ǳ�
����� 
������	� ����"����� ���	��$�
��� ����
�����	� 	��������� ����	��

� 
��"��	 Adep � �	�� �������� ����	��		 ����	� Gz! ��
������

card {Gz} = 2p ≤ 2m = card {DCvert },
��� ��� p ≤ m�

�� 	������� ��������

- �������$�� ��"���� ����"��! ��� 	��������� ����	�� 
� 
��"��	 Adep ����
���	��
� �	�� �������� �������	 G = cch {Gz} ������� �	
�� ������� ����	� &����	���
�� ���	����*� E�� ��"������ 
��
�	 "����� 	

������	� 
���
�� 	��������� ����	��

� 
��"��	 Adep � "����� 	

������	� 
���
�� ����	��� ���	�����! � �����		 ���
����� 	 ����� 
9�����	����� �������	� ��"�������� Ǳ� �����		 
 	���������	
����	���	 
� 
��"��	 ����� �����	��! ��� ����	��� ���	��� �����	����� �������
�� &�
	�����	��
�	 �
����	�*! �
�	 �#��� ����	��! ��	������$�� ����� ���	����!
�����	����� ��������� &�
	�����	��
�	 �
����	��*� ��������� ������� � 	

�������
	# �
����	��
�	 ����	���� ���	���� ��
����#�
� � ������ '(+)! � ������� ��	�����
����	������ ������	����! ����"���#$	�! ��� ��� �
����	��
�	 ����	���� ���	���
�� ���
������ �
����	��
�	 ��� �����! ���� ��� 	 ���
������ �
����	��
�	 ������
��� �������	 ����
��� ��������	
�	��
�	� ���	����! 
������
���#$	� �
���"����
�� ����	��� 	

��������� ���	�����

1�� ���� ����� 
9�����	������ �
���� ��"������ ����� ��"����! ��	����� 	"�
��
��� ��������	� 	" ����		 �������� �������	��� '(,) ��	��	����� � ��

����
�	������� 
����#�

��������
�� $� '������� ������ {Gz} ���
����� �
��������������
�� ��� ��
���� �� ���! ������ Gz′ �� ���������� � ���� �
������ ���������� ����	�
!� �� ��

∀z′ ∈ Zp : Gz′ �=
∑

z∈Zp,z �=z′
λzGz, ��� λz ≥ 0, z ∈ Zp\{z′},

∑
z∈Zp,z �=z′

λz = 1.

������� �� (�� ���������	��� ������������� ���������� �������� G ����������

� � ����� �
������ ����������� ������ Gz � ����!������ ����
 �� ������
 Gz

�
�� ���������	�� ���������
�



F; ���� �����

 �!�"����	��#�� �������	��
�� ����	��! �� ���� ������� ��
������
��� Ǳ�
��
x ∈ Rn! ����� ��� ���	"������ ����	�� G ∈ G �������	��� 9���� 	���� �	�

xT Gx = xT


∑

z∈Zp

λzGz


 x =

∑
z∈Zp

λzx
T Gzx ≥ 0, λz ≥ 0, z ∈ Zp,

∑
z∈Zp

λz = 1,

��
������ xT Gzx ≥ 0 ��� �#���� z ∈ Zp� %������ ����"��� �

������� ������	��! ��� ���� ������� �
����
� ����� 	 ��� 
����� ���	��������
���������
�	 ����	���� ���	����� H 
�����	#! �����	��� ��������	� � ������
		 �
	�����	��
��� �
����	��
�	 ����	���� ���	���� � ��$�� 
����� �
����
� �����
��� 6 ��� � ���� ���� �����	�� ��
��� 
����� ����	���� ���	����! ����� �����
��������	� ����� 
�������	����

������� �� Ǳ��	 Gz = GT
z ��� � ���� z ∈ Zp� &���� ��� ������������� ���������

�� ���������� �������� G ���������� � � ����� �
������ ����������� ������

Gz � ����!������ ����
 �� ������
 Gz �
�� ������������ �������
�

 �!�"����	��#�� �������	��
�� ����	��� 1�� ���� ����� ����"��� ��
������
��!
"����	�! ��� �#��� ����	�� G ∈ G 
	�����	��
���! �� �� G = GT ! ��
������

GT =


∑

z∈Zp

λzGz


T

=
∑
z∈Zp

λzG
T
z =

∑
z∈Zp

λzGz = G, λz ≥ 0, z ∈ Zp,
∑
z∈Zp

λz = 1.

Ǳ� ������� + ����	�� G ������
� ���	������������������ � 
	�� 
	�����	��
�	 	
�
	�����	��
��� �
����	��
�	 ����	� Gz� 8 ������ 
	�����	��
�	 ����	�� G "���#�
����! ��� 
��
����� "���	� ����	�� G ��$�
���� 	 
����� ���	�������� 8�����
�������! ����	�� G �
	�����	��
�	 �
����	��� %������ ����"��� �

I
���	� �
	�����	��
��� �
����	��
�	 ����	���� ���	���� � ��$�� 
����� ����

����#$�� ��������

������� $� Ǳ��	 �#������ ������������ ���������	��������������� �������

H = HT ∈ Rn×n ������ ��� ������
 GT
z H + HGz ��� � ���� z ∈ Zp ������������

�������
� ����� �������
� ������� G ������������ ��������

 �!�"����	��#�� D
	�����	��
�	 �
����	��� ����	�� GT
z H + HGz ����#�
� 
	��

����	��
�	�	 	! 
�����������! ���	������������������	� Ǳ� ������� , ����	���
���	���

cch {GT
z H + HGz} &?*

������
� ���	������������������� 6" ��
����	� cch {GT
z H + HGz} 	����

cch {GT
z H + HGz} =

= {GH ∈ R
n×n | GH =

∑
z∈Zp

λz(G
T
z H + HGz), λz ≥ 0, z ∈ Zp,

∑
z∈Zp

λz = 1} =

= {GH ∈ R
n×n | GH = (

∑
z∈Zp

λzGz)
T H + H

∑
z∈Zp

λzGz, λz ≥ 0, z ∈ Zp,
∑
z∈Zp

λz = 1} =

= {GH ∈ R
n×n | GH = GT H + HG, G ∈ G}.

6" ��
������ 
������	� "���#����! ��� ��� ���	"������ ����	�� G ∈ G ����	��
GH = GT H + HG ���	������� ��������� � 
	�� ���	�������� ���������
�	 &?*�
8�����������! ����	�� G ∈ G �
	�����	��
�	 �
����	��� %������ ����"��� �



���	Ǳ��������� ����������� F(

 � Ǳ�����

- ����
��� ��	���� ��

����	� 
	
���� �������	��
��� ���
�����	 ��
���� �������	�
��� ��	��	��! �������	��
��� ������ ������� 	���� �	� '(.)@



dU�

dt
= − 1

T�

U� − K�

T�

ω� +
K�

T�

ω����,

dU�

dt
= − 1

T�

U� +
1

T�

U�,

dω�

dt
= − 1

T�

ω� +
K�

T�

U�

	�	 � ������������	��� 9����

d

dt


 U�

U�

ω�


 =




− 1

T�

0 −K�

T�

1

T�

− 1

T�

0

0
K�

T�

− 1

T�




 U�

U�

ω�


+




K�

T�

0
0


ω����,

ω� =
(

0 0 1
) U�

U�

ω�


 ,

��� U�! U� : ������	� � ������ �	
��	�	����� 	 � ������ �
	�	���� ������	�

������
����< ω���� 	 ω� : ������� ��
���� 
	���� 	 � ������ �������	� 
�������

����< T�! T� 	 T� : ��
����� �����	 �
	�	���� ������������ ��
����! �
	�	�
���� ������	� 	 �������	�< K� 	 K� : �� 99	�	��� �������	 �	
��	�	����� 	
�������	��

E������ ����	��

A =




− 1

T�

0 −K�

T�

1

T�

− 1

T�

0

0
K�

T�

− 1

T�





	
���� 	��#� 
����# "��	
	��
�� �� �� ��
�����	��� ����������� C�

����	� 
���
���! ����� ��
����� �����	 T�! T� 	 T� "���� 	��������! �� �� T� ∈ T� =

[
T
�
, T �

]
!

T� ∈ T� =
[
T
�
, T �

]
	 T� ∈ T� =

[
T
�
, T �

]
! � �
������ ��������� 	"��
�� ����� %����

n = m = 3!

cT =
(

c1 c2 c3

)
=
( [

T
−1

�
, T−1

�

] [
T

−1

�
, T−1

�

] [
T

−1

�
, T−1

�

] )
,

D1 =


 −1 0 −K�

0 0 0
0 0 0


 , D2 =


 0 0 0

1 −1 0
0 0 0


 , D3 =


 0 0 0

0 0 0
0 K� −1


 .



F+ ���� �����

1����! p = m 	

Z =
{( −1 −1 −1

)T
,
(

1 −1 −1
)T

,
( −1 1 −1

)T
,
(

1 1 −1
)T

,( −1 −1 1
)T

,
(

1 −1 1
)T

,
( −1 1 1

)T
,
(

1 1 1
)T}

.

8������
����!

{Gz} =
{
T

−1

�
D1 + T

−1

�
D2 + T

−1

�
D3, T−1

�
D1 + T

−1

�
D2 + T

−1

�
D3,

T
−1

�
D1 + T−1

�
D2 + T

−1

�
D3, T−1

�
D1 + T−1

�
D2 + T

−1

�
D3,

T
−1

�
D1 + T

−1

�
D2 + T−1

�
D3, T−1

�
D1 + T

−1

�
D2 + T−1

�
D3,

T
−1

�
D1 + T−1

�
D2 + T−1

�
D3, T−1

�
D1 + T−1

�
D2 + T−1

�
D3

}
=

=




 −T

−1

�
0 −K�T

−1

�

T
−1

�
−T

−1

�
0

0 K�T
−1

�
−T

−1

�


 ,


 −T−1

�
0 −K�T

−1
�

T
−1

�
−T

−1

�
0

0 K�T
−1

�
−T

−1

�


 ,


 −T

−1

�
0 −K�T

−1

�

T−1
�

−T−1
�

0

0 K�T
−1

�
−T

−1

�


 ,


 −T−1

�
0 −K�T

−1
�

T−1
�

−T−1
�

0

0 K�T
−1

�
−T

−1

�


 ,


 −T

−1

�
0 −K�T

−1

�

T
−1

�
−T

−1

�
0

0 K�T
−1
�

−T−1
�


 ,


 −T−1

�
0 −K�T

−1
�

T
−1

�
−T

−1

�
0

0 K�T
−1
�

−T−1
�


 ,


 −T

−1

�
0 −K�T

−1

�

T−1
�

−T−1
�

0
0 K�T

−1
�

−T−1
�


 ,


 −T−1

�
0 −K�T

−1
�

T−1
�

−T−1
�

0
0 K�T

−1
�

−T−1
�




 .

1�� 
����	�

{Cvert } =

=




 T

−1

�
T

−1

�
T

−1

�
0 0 0 0 0 0

0 0 0 T
−1

�
T

−1

�
T

−1

�
0 0 0

0 0 0 0 0 0 T
−1

�
T

−1

�
T

−1

�




T

,


 T−1

�
T

−1

�
T

−1

�
0 0 0 0 0 0

0 0 0 T−1
�

T
−1

�
T

−1

�
0 0 0

0 0 0 0 0 0 T−1
�

T
−1

�
T

−1

�




T

,


 T

−1

�
T−1
�

T
−1

�
0 0 0 0 0 0

0 0 0 T
−1

�
T−1
�

T
−1

�
0 0 0

0 0 0 0 0 0 T
−1

�
T−1
�

T
−1

�




T

,


 T−1

�
T−1
�

T
−1

�
0 0 0 0 0 0

0 0 0 T−1
�

T−1
�

T
−1

�
0 0 0

0 0 0 0 0 0 T−1
�

T−1
�

T
−1

�




T

,



���	Ǳ��������� ����������� F,


 T

−1

�
T

−1

�
T−1
�

0 0 0 0 0 0

0 0 0 T
−1

�
T

−1

�
T−1
�

0 0 0

0 0 0 0 0 0 T
−1

�
T

−1

�
T−1
�




T

,


 T−1

�
T

−1

�
T−1
�

0 0 0 0 0 0

0 0 0 T−1
�

T
−1

�
T−1
�

0 0 0

0 0 0 0 0 0 T−1
�

T
−1

�
T−1
�




T

,


 T

−1

�
T−1
�

T−1
�

0 0 0 0 0 0

0 0 0 T
−1

�
T−1
�

T−1
�

0 0 0

0 0 0 0 0 0 T
−1

�
T−1
�

T−1
�




T

,


 T−1

�
T−1
�

T−1
�

0 0 0 0 0 0
0 0 0 T−1

�
T−1
�

T−1
�

0 0 0
0 0 0 0 0 0 T−1

�
T−1
�

T−1
�


T

 ,

dT
11 =

( −1 0 0
)
, dT

13 =
( −K� 0 0

)
, dT

21 =
(

0 1 0
)
, dT

22 =
(

0 −1 0
)
,

dT
32 =

(
0 0 K�

)
, dT

33 =
(

0 0 −1
)
, dT

12 = dT
23 = dT

31 =
(

0 0 0
)
.

6! �����! 	����

D =


 −1 0 0 0 0 0 −K� 0 0

0 1 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −K� 0 −1


 .

A���� ������	��! ���
D{Cvert } = {DCvert } = {Gz}.

6

������ �
	�����	��
��# �
����	��
�� ��

����	������ 
	
���� ��� 
����#$	� �	
�
���� "���	�@

T� = [0.0032, 0.004] 
; T� = [0.0016, 0.002] 
; T� = [0.0008, 0.001] 
;

K� = 2 - · 
J���; K� = 3 - · 
J���.

%����
T−1
�

∈ [250, 312.5], T−1
�

∈ [500, 625], T−1
�

∈ [1000, 1250].

2���
��� ����	� Gz ��� ���"��� �	
���� "���	� 	���� �	�

{Gz} =

=




 −250 0 −500

625 −625 0
0 3000 −1000


 ,


 −312.5 0 −625

625 −625 0
0 3000 −1000


 ,


 −250 0 −500

500 −500 0
0 3000 −1000


 ,


 −312.5 0 −625

500 −500 0
0 3000 −1000


 ,


 −250 0 −500

625 −625 0
0 3750 −1250


 ,


 −312.5 0 −625

625 −625 0
0 3750 −1250


 ,



F. ���� �����


 −250 0 −500

500 −500 0
0 3750 −1250


 ,


 −312.5 0 −625

500 −500 0
0 3750 −1250




 .

1�� 	

������	� �
	�����	��
��� �
����	��
�	 
	
���� �������	��
��� ���
�����
�	 ��
���� �������	��� ��	��	�� ��	��	� ������� .! ��� � ����
��� ����	�� H
������� ����	� ����	���� �����	� A������

GT
mH + HGm = −Q, &5*

��� Q : �������� �����	���������������� 
	�����	��
��� ����	��< Gm : �������
�	��
�	� ���� ����	���� ���	����! ������� ���	
����
� �� 9������

Gm =
1

card {Gz}
∑
z∈Zp

Gz.

1�� ��

����	������� ��	���� 	����

Gm =


 −281.25 0 −562.5

562.5 −562.5 0
0 3375 −1125


 .

1�� �	
����� ����	��

Q =


 20 −4 −4

−4 50 −4
−4 −4 7


 ,

&������ �	�������� �	��� ���� 
������
���� ∆1 = 20 > 0, ∆2 = 984 > 0, ∆3 =
5640 > 0* ����	� �����	� &5* 	���� �	�

H =


 0.07009524 0.01726984 −0.02260317

0.01726984 0.16863492 0.02069841
−0.02260317 0.02069841 0.01441270




	 ������
� 
	�����	��
��� �����	���������������� ����	��� &������ �	�������
�� �	��� ���� 
������
���� ∆1 = 0.07009524 > 0, ∆2 = 0.01152226 > 0, ∆3 =
0.00003372 > 0*�

1�� ������ �	
����� ����	�� H ����
��� ����	� GT
z H + HGz 	���� �	�

{GT
z H + HGz} =

=




 −13.46031746 22.47619048 6.14285714

22.47619048 −86.60317460 0.96825397
6.14285714 0.96825397 −6.22222222


 ,


 −22.22222222 21.39682540 −1.20634921

21.39682540 −86.60317460 −1.19047619
−1.20634921 −1.19047619 −0.57142857


 ,


 −17.77777778 3.55555556 3.55555556

3.55555556 −44.44444444 3.55555556
3.55555556 3.55555556 −6.22222222


 ,
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 −26.53968254 2.47619048 −3.79365079

2.47619048 −44.44444444 1.39682540
−3.79365079 1.39682540 −0.57142857


 ,


 −13.46031746 5.52380952 11.79365079

5.52380952 −55.55555556 6.60317460
11.79365079 6.60317460 −13.42857143


 ,


 −22.22222222 4.44444444 4.44444444

4.44444444 −55.55555556 4.44444444
4.44444444 4.44444444 −7.77777778


 ,


 −17.77777778 −13.39682540 9.20634921

−13.39682540 −13.39682540 9.19047619
9.20634921 9.19047619 −13.42857143


 ,


 −26.53968254 −14.47619048 1.85714286

−14.47619048 −13.39682540 7.03174603
1.85714286 7.03174603 −7.77777778
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��� {GT
z H + HGz} ����#�
� �
	�����	��
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λ1 = −92.9641653 λ2 = −12.8511248 λ3 = −0.4704241

λ1 = −93.0724164 λ2 = −15.9062018 λ3 = −0.4182073

λ1 = −45.1550120 λ2 = −18.5639641 λ3 = −4.7254683

λ1 = −44.8628846 λ2 = −26.6882061 λ3 = −0.0044649

λ1 = −56.9046334 λ2 = −25.2209562 λ3 = −0.3188549

λ1 = −56.4437650 λ2 = −23.2049551 λ3 = −5.9068354

λ1 = −36.4693516 λ2 = −6.3197987 λ3 = −1.8140244

λ1 = −36.8824086 λ2 = −10.4287075 λ3 = −0.4031696 .
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A = DC,

���

C =
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0
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0

0
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0

0
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T
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0

0 0
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T
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, T−1
�

]
0 0

[
T
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� , T−1
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]
0 0

[
T
−1
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, T−1
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]
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A =


 [−312.5,−250] 0 [−625,−500]

[500, 625] [−625,−500] 0
0 [3000, 3750] [−1250,−1000]


 .

Ǳ�	  ��� ����	��

A′ =


 −250 0 −625

625 −500 0
0 3750 −1000


 ∈ A, A′ �∈ Adep

	���� 
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����� �	
��! �����

λ1 = −1764.6883713, λ2,3 = 7.34418565± j949.139853202, j =
√−1,

�� �� ����	�� A′ ��
����	��K
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