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	������ ���� �������	���������� ���	 
����� ������ ������!������
"#�$%� �������	 ���� ���	�
� "&�'%� ����	���� ������ ���������( ")% � ���

� �����( ������ �������	������� ����������� ��	���� �����	�
���� ��	���(��( ���
����� � �������	������ ���������� � �� 	���(���� ���	������ � ����� ���� �
������� 	���(��� ��!!�������	 ��� ��������( � �������	 ���� ��*!!���������� +�
������ �
������� ��
�	 ����� ",�-% � 	���(���� ���	������ �������� ��������	 �
��� ����	����� ������� ����������� �������������� �����	�
���� � ��	�� �������(
��	���(��( ��������

.��������� �������� �����	���� ��������	 ���� ����	���� � ������ � ���	��
������ ��
�	 ����� ���	�������

� �	
���	�� ������

/��������� ������� ������������ ��!!�������	 ��� ��������(

ẋ = f(x, u, v) 0#1

� ��������� x ∈ Rn, u ∈ Rr, v ∈ Rq ���������� ����	���� � �������	����� ����������
.����	����� ���
21 ��������� V ⊂ Rq 
������( �������	����� ��������� v �
������ � �� 
������ ��
������� t;

#
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221 !������ f : X × U × V → Rn ������ ��!!����������� � ����������� ����������
(x, u) � ��	�( ����������� X × U ����� (x̄, ū) �� ������ v ∈ V, �����

f(x̄, ū, v) = 0 0$1

������������ � v ∈ V ;
2221 ����	������ �	���� ������������������ �� t ≥ 0 !������ u(t) �� 
��������� �
U.

������ ��������� ���	������ !�
���� ��������( ������� 0#1

y(t) = Cx(t), t ≥ 0. 0&1

���� y(t) �
 Rm � ������ ���	�����( !�
���( ���������� x(t) ������� 0#1� ���������(
���������� ����	���� u(t); ������� C ��
�������� m × n ���������� � �������	�

|C − C0| ≤ ΔC, 0'1

��� C0, ΔC 3 �
������� m× n�������� � ���
��	 ���� � ����������	 ���� *	�������
��� �����	����� �������� � �	��	��� �������	�� �
������� *	������� ������� C.
4���	� � ����������� � 0'1 ��������� �*	��������

������� ��
������� �������������( �����	�
���� ������� 0#1 � ����� ���� x̄,
�	���� �	� �������� ��	 ��(5�� ����������( x̄ = 0, ū = 0 0��
 ����� ��������� ���
�
���� �� ������������� ���		�	 ��( ������ ������� ���������1�

� ������������ 
�
����

6	���� 7������ "#8%� 	������
��� ������� 0#1 � ��	�( ����������� X1×U1 ����� (x̄, ū) =
(0, 0). ��!�������� ���
��	 ��( ������ (x(t), u(t)) ������� 0#1� ����	���������( ��	��
���

(x(t), u(t)) ∈ X1 × U1, ∀t ≥ 0 0)1

� ��������������( ���������� !������������� v ∈ V. 6������������ ������� 0)1 �����
�������	��� �����

/�
	������ 9�(	��� � ����� (x̄ = 0, ū = 0) ����

ẋ = f(x(t), u(t), v) = f(0, 0, v) + f ′
x(0, 0, v)x(t) + f ′

u(0, 0, v)u(t) + o(‖x(t)‖ + ‖u(t)‖). 0,1

:��
����� A(v) = f ′
x(0, 0, v), B(v) = f ′

u(0, 0, v) � �������� ���������( �	��� �
 0,1 ��
	����

ẋ = A(v)x(t) + B(v)u(t). 0-1

+�(��� �*	�������� ������ ������ � ������� ������ ������ A(v), B(v) ���� �����
�	� ���� v ∈ V ���	��	�� �����������

Ab ≤ A(v) ≤ Ah, Bb ≤ B(v) ≤ Bh, 0;1

� ���
�����

A0 = 0, 5(Ah + Ab), B0 = 0, 5(Bh + Bb), ΔA = 0, 5(Ah − Ab), ΔB = 0, 5(Bh − Bb).
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6������������ ������ Ab, Ah, Bb, Bh ������������� ��	����� 0221� 9���� ������� 	���(���
��!!�������	 ��� ��������( � �������	 ���� ��*!!���������

ẋl(t) = Axl(t) + Bu(t), 0<1

|A − A0| ≤ ΔA, |B − B0| ≤ ΔB, 0#81

*�����	����� 0-1� 0;1 � ���	������� � ���
�������� � ������( "-%� ���� � ��	�� xl(t)
�������� ��������� 	������
������( ������� 0<1 � ��	���� �� ��������� x(t) �������(
��������

� ������ ���������� �� 	
�	�� ��������	����	� 
��


����

:��������� �� ��
�	 ����� ������ "-%� ������� �������� ��������� � �����������
��	���� ������������� �����	�
�������� ����	�����

.������� ���	�
 ������� 0&1� 0'1� 0<1� 0#81 �� ����
�� ������� t ∈ [0, T ] �	� ����������
!������������� 
������� T, ������������ ��	�� ��
�	 ���� � �������� �� ���
��	 �
��( ����
�� [(k − 1)T, kT ], k = 1, 2, 3, . . . .

6	���� "-%� ��
�� �� ����
�� [0, T ] �� ��������� [0, θ) ��������� ���	������ � [θ, T )
��������� ����	���� �������( 0<1� 0#81 � ���������� ���	������ 0&1� 0'1�

.�������� ��������� ���	������ ������� =���	������=����	���� (u(t) ≡ 0) �� ���
��
�� [0, θ) � �
��	��� � ���� � ���	�����( 0&1� 0'1 ������� ������ x̂0 ����	 ���� !��

����� ��������� x0 ������� 0#1� +��������� ������� � ��� � ��	���� �� ������ "-%� �����
������ 0&1 ������ �������� ���	������ !�
����� ��������� ��	���(��( ������� 0#1�
4� �� ����� �������������� ������ y(t) �
 0&1 ��� ��
�	 ��� ���	������ 
� !�
����
���������� xl(t) 	������
������( ������� 0<1� 0#81� 9���( ����� �
��	��� ���	 
���� 
�
������� ���	������ y(t) �	� ��������� ������ x̂0, � �	�������	 ��� � �	� ���������
�� ����
�� [θ, T ) =���������=�����������
��������� ����	���� û(t) = u(x̂0, t).

.���(��� � !����	 ���� �������� ������ ����������������� �������

ẋl,0 = A0xl,0 + B0u, 0##1

yl,0(t) = C0xl,0(t) 0#$1

� ���
�������� ����������( xl,0 � ���	�������� yl,0 � ����	����� ��� ������ �������
�	���� � ����	���� � ���	������� ���� ���	������ ��	���� ";% �	���� ������

rank(B0, A0B0, . . . , A
n−1
0 B0) = n, 0#&1

rank(C ′
0, A

′
0C

′
0, . . . , (A

′
0)

n−1C ′
0) = n. 0#'1

>	���������� ������ �
��	��� � ����	������� 0#&1� 0#'1 � �
������� ��
�	 �����
���	������ yl,0(t) ������� 0##1� 0#$1 ���������	���� ����	 ��� !�
���� ��������� xl,0(0).
� ��5�� �	���� yl,0(t) ���
������� �*����� � ���	���� � "-%� �	� �	������ ������ x̂0

���	 
��� �
������� ���	������ y(t). ?	� *���� �	����

û(t) ≡ 0 �	� t ∈ [0, θ) 0#)1
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� ��������� ���	������ 0&1 �	� t ∈ [0, θ) ���

y(t) = Cx(t) = C(xl(t) + x(t) − xl(t)). 0#,1

.������� � 0#,1 �������	 ��� ������
������ � �������( eτA′
0C ′

0, �	����

θ∫
0

eτA′
0C ′

0y(τ) dτ =

θ∫
0

eτA′
0C ′

0Cxl(τ) dτ +

θ∫
0

eτA′
0C ′

0C(x(τ) − xl(τ)) dτ. 0#-1

�������� ��� � ��	� 0<1� 0#)1

xl(t) = etAx0, t ∈ [0, θ). 0#;1

:��
�����

W =

θ∫
0

eτA′
0C ′

0CeτA dτ, W0 =

θ∫
0

eτA′
0C ′

0C0e
τA0 dτ. 0#<1

:����	�� ������ x̂0 ����	 ���� !�
����� ��������� ��� ��5���� �������

W0x̂
0 =

θ∫
0

eτA′
0C ′

0y(τ) dτ, 0$81

����� �
 0#-1�0$81

W0(x̂
0 − x0) =

θ∫
0

eτA′
0C ′

0y(τ) dτ − W0x
0 = (W − W0)x

0 +

θ∫
0

eτA′
0C ′

0C(x(τ) − xl(τ)) dτ, 0$#1

������ � ���	��������� ������

‖x̂0 − x0‖ ≤ ‖W−1
0 ‖

⎛
⎝‖ΔW‖‖x0‖ +

θ∫
0

‖eτA′
0C ′

0 (|C0| + ΔC) ‖ ‖x(τ) − xl(τ)‖ dτ

⎞
⎠ , 0$$1

ΔW =

θ∫
0

∣∣∣etA′
0C ′

0

∣∣∣ [
(|C0| + ΔC)

(
et(|A0|+ΔA) − et|A0|

)
+ ΔC

∣∣∣etA0

∣∣∣] dt.

+���������� 0$$1 ���
����� �� ��������( !��� 
���������� �������� ���	������( �����
�� x̂0 �� �������	�������( 0'1� 0#81 � �� ��	����� =�����������=���������( x(τ) � xl(τ)
�������( � 	������
������( ������� 6������������ W−1

0 � 0$81�0$$1 ������������� ��	��
���� 0#'1�

6	���� "-%� ������� �� ����
�� [θ, T ) ����	���� û(t) �	� ������� 0##1 � ����	 ���
���������� xl,0(0) = x̂0 :

û(t) = −B′
0e

(T−t)A′
0D̂−1

0 eTA0 x̂0 = −B′
0e

(T−t)A′
0D̂−1

0 eTA0W−1
0

θ∫
0

eτA′
0C ′

0y(τ) dτ, 0$&1

D̂0 =

T−θ∫
0

eτA0B0B
′
0e

τA′
0 dτ.

6������������ D̂−1
0 ������������� ��	����� 0#&1�
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� ���������� ����������  ��������	� 
�
����

@
���� �������� ������� 0#1 �� ��
��(������ ����	���� 0#)1� 0$&1� ?	� *���� ������
�� ����
�� [0, T ] =�����������=���������( x(t) = x(û(t), t) � xl(t) = xl(û(t), t) ������ 0#1�
0<1� :��
����� ����


g(x, t, v) = f(x, û(t), v) 0$'1

� �������� 	�5������� g(x, t, v) � x � ��������( ����������� X2 ����� x̄ = 0 �� ����
v ∈ V � t ∈ [0, T ] :

‖g(x1, t, v) − g(x2, t, v)‖ ≤ k‖x1 − x2‖, 0$)1

��� ��������� 7�5��� k �� 
������ �� v � t� � x1, x2− ���
��	 ��� ����� �
 X2.
@��	 
��� �������	 ��� !���� �������	���� ��5���� ������ 0#1� 0<1 �� ��
��(�

������ ����	���� 0#)1� 0$&1A

x(t) = x0+

t∫
0

f(x(τ), û(τ), v) dτ = x0+

θ∫
0

f(x(τ), 0, v) dτ+ind(t−θ)

t∫
θ

f(x(τ), û(τ), v) dτ, 0$,1

xl(t) = x0 +

t∫
0

(Axl(τ) + Bû(τ)) dτ = x0 +

θ∫
0

Axl(τ) dτ + ind(t − θ)

t∫
θ

(Axl(τ) + Bû(τ)) dτ,

0$-1
��� ������������ !������ ind(t − θ) = 1 �	� t ∈ [θ, T ] � ind(t − θ) = 0 �	� t ∈ [0, θ].

?������	�� �� ����
�� [0, θ] ����	���� û(t) � ������������� �	���� lim
t→θ−0

û(t) = 0.

9���� ���������� ��������� !������ xl(t), û(t) �� ����
�� [0, θ] ����������� >���� ���
��� �� ����
�� [0, θ] ���������� xl(t) ���������� ���������( �������( � 	���(�� 
������
�� x0, �*���� ��(����� ���������� ��	� X3 ⊂ Rn, � ������( �	� ���� x0 ∈ X3 ���	�����
�� (xl(t), û(t)) ∈ X1 ×U1 �� ���� t ∈ [0, θ]. .�	 
��� 0)1� 0,1� ��������� �������������
��
	������ !������ f(xl(t), 0, v) � ����

fi(xl(t), 0, v) = fi(0, 0, v)+
n∑

j=1

fi xj
(0, 0, v)xlj(t)+

1

2

n∑
j=1

n∑
k=1

fi xj xk
(κ, 0, v)xlj(t)xlk(t), i = 1, ..., n,

0$;1
��� κ(t) = λ(t)xl(t), 0 ≤ λ(t) ≤ 1 �	� ������� t ∈ [0, θ].

� ��	� ����	������( �������������� ������ ���
������ !������ f(·, 0, v) �	�
	����� !������������� v ∈ V � � ������ 
���������� 0#;1 ���������( �	�� � 0$;1 �����
������������ ��������� � ���� �����������( !����

Ri(t) = (x0)′Pi(t)x
0, i = 1, ..., n, 0$<1

�	� � �����������������( !����

f(xl(t), 0, v) = Axl(t) + R(t), t ∈ [0, θ]. 0&81

�������� ��� �
 0$'1�0&81 �	� t ∈ [0, θ] ��������

g(x(t), t, v) = f(x(t), û(t), v) = f(x(t), 0, v), g(xl(t), t, v) = f(xl(t), 0, v) = Axl(t) + R(t).
0&#1
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@��	 
�� 0&#1� 0&$1� ������ �� ����
�� [0, θ] ��
���� (x(t) − xl(t)). @����

‖x(t) − xl(t)‖ = ‖x0 +

t∫
0

f(x(τ), 0, v) dτ − x0 −
t∫

0

Axl(τ) dτ‖ =

= ‖
t∫

0

g(x(τ), τ, v) dτ −
t∫

0

(g(xl(τ), τ, v) − R(τ)) dτ‖ ≤ k

t∫
0

‖x(τ)− xl(τ)‖ dτ + θc1‖x0‖2. 0&$1

.������� �
������� 	���� B�		�����C�����		� "<%� �
 0&&1 �	����

‖x(t) − xl(t)‖ ≤ θc1‖x0‖2ekθ ≤ c2‖x0‖2, 0&&1

��� c1, c2 3 ��������� �� !������������ θ, k.
:�D������ 0$$1 � 0&'1� �������

‖x̂0 − x0‖ ≤ ‖W−1
0 ‖‖ΔW‖‖x0‖ + c3‖x0‖2 = c̃3‖x0‖, 0&'1

��� ��������� c̃3 
������ �� ‖ΔW‖ � ‖x0‖. 6 ���	 
������� 0&)1 �	����

‖x̂0‖ ≤ ‖x̂0 − x0‖ + ‖x0‖ ≤ (1 + c̃3)‖x0‖. 0&)1

E��	������ 0$;1 
���������� ��
	������ !������ fi(xl(t), û(t), v) �	� ���� t ∈ [θ, T ]
� ���� x0 �
 ��	�( ����������� X4 ����� x̄ = 0 :

g(xl(t), t, v) = f(xl(t), û(t), v) = Axl(t) + Bû(t) + R̃(t), 0&,1

��� � ��	� 0$&1� 0$<1

R̃i(t) = (x0)′P̃1ix
0 + (x0)′P̃2ix̂

0 + (x̂0)′P̃3ix̂
0, i = 1, ..., n. 0&-1

6������������ ����������� X4 �	����� �
 	���(��( �������������� ���
�����( d
dt
‖x(t)‖

�� ����	 ���� ��������� ‖x0‖.
6 ������ 0&,1 � �������������� ������ ���
������ f(·, ·, v) � x, u, � �������������

��( ����������� �����
‖R̃(t)‖ ≤ c4‖x0‖2, 0&;1

��� ��������� c4 �� 
������ �� ������ t ∈ [θ, T ] � v ∈ V.
:�������	 ��� �	� ���� t ∈ [0, T ] �����

‖x(τ) − xl(τ)‖ ≤ c5‖x0‖2ekT = c6‖x0‖2. 0&<1

>�� ����� �
 0&<1� �� ����
�� ������� [0, T ] ��������� ����	���� 0#)1� 0$&1 ��������
���� ������������ � x0 �	�
��� ���������( �������( 0#1 � 	������
������( 0<1 �������
������� ���� � ����� ����5���� ��
����� ���	 
������ =��	���(���=���	�����(
0&1 �� ��������� ����	���� 0#)1� 0$&1 	������
������( �������( 0<1� 0#81�

@��	 
�� ��
�	 ���� "-%� �����

‖xl(T )‖ = ‖eTAx0 +

T∫
0

e(T−τ)ABû(τ) dτ‖ ≤ ‖N‖‖x0‖+



���� �������� 	
��	��� �����	������ � � � -

+

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

e(T−τ)(|A0|+ΔA) (|B0| + ΔB)
∣∣∣B′

0e
(T−τ)A′

0

∣∣∣ dτ
∣∣∣D̂−1

0 eTA0

∣∣∣ |W−1
0 |

θ∫
0

∣∣∣eτA′
0C ′

0

∣∣∣ |x(τ) − xl(τ)| dτ

∥∥∥∥∥∥ ,

0'81
��� ������� N ��	� � ����� �� ��	�� ‖ΔA‖, ‖ΔB‖, ‖ΔC‖. .�������� 0&<1 � 0'81�
�	����

‖x(T )‖ ≤ ‖x(T ) − xl(T )‖ + ‖xl(T )‖ ≤ c6‖x0‖2 + ‖N‖‖x0‖ + c7‖x0‖2. 0'#1

+� ��������� "-%� �	� ���������� ��	�� ‖ΔA‖, ‖ΔB‖, ‖ΔC‖ ���������� ����� �	����
��	 ��� ���	� s, ���

‖N‖ ≤ s < 1. 0'$1

������� ���� ���������� 

X5 =
{
x : ‖x‖ <

1 − s

c6 + c7

}
.

9���� �
 0'#1� 0'$1 �������

‖x(T )‖ <
1 − s

c6 + c7
(c6 + c7)‖x0‖ + s‖x0‖ = ‖x0‖. 0'&1

+���������� 0'&1 �� ��	������ ���� ������	����� ��5� ����	�����( ������	��
�� �	� ����	 ��� ��������( x0 ������� 0#1� 	������ � ����( ����� ����	����� �������
�����(

x0 ∈ X = ∩5
i=1Xi. 0''1

:�������� �������( ��5� �������� �� ����
�� ������� [(k − 1)T, kT ], k = 2, 3, . . .
����������� �
 0'&1� 0''1 ���	����� ��	���� x(kT ) ∈ X, � ����������� ‖x(kT )‖ < ‖x((k−
1)T )‖, ��� �
��	��� �!����	������ �	������� ��������

�������� ����� ������	 0#1 � �
����	�
��� 
	����
���� 0&1� 0'1 �����	��
������� 021� 0221� 02221� 	 �� �
�	���	��� 0<1� 0#81 ����
����� 0#&1� 0#'1� ����	 ���	���

�� 0#)1� 0$&1 ��� ������� 0$)1� 0'$1� 0''1 ���������	�� ���	�
��� 	��������������
��	����	��� ��	������� ������� 0#1 � ����� ����� x̄ = 0.

��� �����

.���	������� �������� �����	�
���� ��	���(��� ����	����� ������ � �������	���
���� ���������� � �!����	��������� ����������� ��	���� �������������( �����	��

���� 
�������( ������� ����� 	���	 ��( ��������� > �������( ������� ���D��	�����
��� �������� ����������A ��������� V, �	������ �� ����������� 0#81� �� ��	��� ��� 
=��
����=� ������������ ��� ������ �������� ����������� 0'$1 �� ΔA, ΔB; ����������
�����	����� ������� ���	�����( 0'1� � ����� ����	 ��� ���	������ ������� �� ������
������� 0�������������1 ��������� ��	��� ��� �� �	�5��� ��	����

:������� �������� ����������� ���������� ��	� ��������� ������� 0#1 �������
������� �
������� � ������������ ������� ������� kT, k = 0, 1, 2, ...,��� ������������
�� ���������� C0 = E, ΔC = O, �	� y(kT ) = x(kT ), k = 0, 1, 2, ... . ?����� ��������
���� 5��� �����	���	 ��� ��������� �� ������� ��������	 ���� ����	���� û(t).

� ��	��� �������( ��
�	 ��� �
��	��� �������� �
�	���� �� ��������� ��������
���������� ������� �� ���	�
� �������	����� ������ � ������� �
������( �����
	������
���� ������ �	� ������ �
 ���	����� ����	����� ������ � �������	������
�����������
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