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rad Ũi = rad Ũj , i, j = 1, 2, . . . , n,

������
� ������� ������ �������� � ���������� �7� ��� ��������������� ����!
������� 
�
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�$
������ Ǳ�
�� A $ ����������� m×n!������� b $ ����������� m!������ �
���	�����

Uni(x,A,b) = min
1≤i≤m

{
radbi −

〈
midbi −

n∑
j=1

aij xj

〉 }

������
� ���������� Uni : R
n → R� Ǳ������	��
�� ����� x ���	�
��� ������

����������� �������� 
�
���� Ax = b ����
����� �������������
�� � x ������!
����� Uni�

x ∈ Ξ(A,b) ⇐⇒ Uni(x,A,b) ≥ 0,

�� �� ���	�
��� ������ Ξ(A,b) �
�� ���� ��� ���	�
��� { x ∈ R
n | Uni(x,A,b) ≥ 0 }

����������� Uni�



, ��Ǳ� �����

B��
 
% ��	������ )�	��	�& � ����� 
	�������	�� �
����� 
��� ����& �� �� �����
)
���� )����� Uni(x) ������ Uni(x,A,b)$
!���"��������� 1���� x )�
	����(
� �	�(����� ��'�	
� Ξ(A,b) ����� 
 ������ ���"
��& ����� ��������� ����
#� Ã = (ãij) ∈ A& �����& ���

Ãx ∈ b.

Ǳ���� ������	��� ���)
����	
� ����
�	�"������	��� )��
%����	
� 
 )���������	
� 
	"
�������� )����� ����
 � #�	�����	�� 9���� 2�� )�
	����(	���� )�
��� �
�

n∑
j=1

ãijxj ∈ midbi + [−radbi, radbi ], i = 1, 2, . . . , m.

L����
� ��)��� )� (−mid bi) � ���
� ������ )�����		�� ������	
�& )�
��� � 2��
��"
��	�	�� ����	�'�	
��

n∑
j=1

ãijxj − midbi ∈ [−radbi, radbi ], i = 1, 2, . . . , m,

�������& � ���� �������& ���	��
��	�

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ãijxj − midbi

∣∣∣∣∣ ≤ radbi ,


 )�2����

radbi −
∣∣∣∣∣ midbi −

n∑
j=1

ãijxj

∣∣∣∣∣ ≥ 0 �,�

��� ���� i = 1, 2, . . . , m$
����& x ∈ Ξ(A,b)& ���
 
 ������ ���
 ��� ��(���� 9
��
����		��� i ���������

���
� ãij ∈ aij & j = 1, 2, . . . , n& ��� ���%������� �)������
���
 	�����	���� � ,�$ 3� 2��
2��
����	�	� ��)��	�	
� ��� i = 1, 2, . . . , m �����
�

max
ãij∈aij ,

j=1,2,...,n

{
radbi −

∣∣∣∣∣ midbi −
n∑

j=1

ãijxj

∣∣∣∣∣
}

≥ 0. �;�

D	��� ����
��� �	���� �����
 
 ��
�����& ��� ��������		�� 
	�������	�� ���'
��	
�
����(�	
� )�� %	���� ������ ���)����� � ��� �������� %	���	
�& ������ �;� )����
�
��� i = 1, 2, . . . , m {

radbi −
〈

midbi −
n∑

j=1

aijxj

〉 }
≥ 0. �C�

L���� �%��
�� �
	
���� �� ��(�� ����	��� m �����
� �C� � ��	�& %�������& ��� �����
x )�
	����(
� �	�(����� Ξ(A,b) ������
����	� � ��� 
 �
'� � ��� ������& ���


min
1≤i≤m

{
radbi −

∣∣∣∣∣ midbi −
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
}

≥ 0,



�	� 
��  ����
����� ��������� ������� 
������ ;

��� 
 �����������$ �
Ǳ���������& ��� � )����� %	��� ���
� %	���	
� 9�	�#
�	�� UV? M���)�%	���N )�
"

	����(	���� ����
 �	�(����� Ξ(A,b)$ ���		� )�2���� �� 
�)���%��� )� ��	�'�	
� �
	��� 2)
��� M���)�%	��
�N$ �)������
��& ����� ����& ������
� �������� * ,-5

 $ P�	�#
�	�� UV? ! ���	���� � ��(��� ����	�� R
n& � ���
 � 
	�������	�� ����
#�

A 	�������� �����#� ! #��
��� �������		��& �� Uni(x,A,b) ���	�� 
 	� ��/��
"
	�	
�� 	�������
� ����	���$

0$ P�	�#
�	�� Uni(x,A,b) ����
���� ��	��	��� ����
���� 	� ���� )������	���� R
n$

7$ B��
 Uni(x,A,b) > 0& �� x ! ����� ��)����
������ �	����		���
 ?VW Ξ(A,b) �	�"
(����� ��'�	
�$

I$ Ǳ�
 	�������� ��)��	
����	�� ����	
��	
�� 	� A& b 
 x ���	� 
 �����	��5 
%
)�
	����(	���
 x ∈ ?VW Ξ(A,b) ������� Uni(x,A,b) > 0$

Ǳ�����	
� ��� �������� ���)�%	����� 9�	�#
�	��� )�%������ 
�)���%����� ��� ���

��������	
� )�
	����(	���
 ����� �	����		���
 �	�(����� ��'�	
�$ O�� 
���� ������
��(	���� )�����& ��� �����	�� �	����		�� �#�	�� �	�(����� ��'�	
� )� 	�'�� �����
��
��(�� ���� )������	� ������ ������ ����
"#�	��� t& ������� ��(
� �� �	����		���

?VW Ξ(A,b) �	�(����� ��'�	
�X

F�� �������
� ��'�
%��(�		�� ��%�������� )��������� ����� )����
����
� ��#�)�
������#

 ����
"#�	��� t � M#�	������N )������ � ��'�	
� %����
 �7�5 	����
� �����"
	
���� 	�����	�� )�
��
(�	
�& � %����& )���%���� ����
�	�	�� )��/����& )������� ��"
��
�� �6���'��� %	���	
� ���)�%	����� 9�	�#
�	��� UV?$ B��
 )�����		�� 	���� %	�"
��	
� ������ ����'� 	���& �� �� ���%��
�� �� �	����		���
 �	�(����� ��'�	
�$

A� 	� ����(���� ��)��� �� �)�
�
%�#

 �	�
���'�� ������� #�	��� 
	�������	���
��'�	
�& ��� ��� �	 ������
 �����
� %� ����
 	�'��� 
��������	
� 
& � ������ �����	�&
���	� ���%�	 � )�����	�����
 )���%��������& ��'��
� �� 
�
 
	�� )����
����
� %����
$

�� �
����� ��� ������
� ���	������ 
�����

������ %
�� �������� ����� t ∈ R
n �������	�� ���	�
��� ������ ��������!

��� �������� 
�
���� Ax = b� �� �� t ∈ Ξ(A,b)� ��

� = min
1≤i≤m

max
A∈A




radbi −
∣∣∣∣ midbi −

n∑
j=1

aijtj

∣∣∣∣
n∑

j=1

| aij|




≥ 0 �E�

� ����������� ����� U = (t + �e)� e = ([−1, 1], . . . , [−1, 1])�� 
 ������ � t �������

���	��
� �� ���	�
��� ������ Ξ(A,b)�

D���(�	
� )�� %	����
 2���������� � �E� ������
� ���	� �	�'
����	�& 	� �	� 	����
��	�� �����(�����	�� �����& � ������� ���
� �)���	���$ ���		�& ������ |midb−At |!
2�� �������	�� ���
�
	� �����	�	
� )��
%����	
� At �� �����
	� ������� )����� ����




C ��Ǳ� �����


	�������	�� �
�����$ 4	��
 ��%	���
 ��(�� ���
����
 )����� ����
 
 2�
�
 �����	�"
	
��
& �������� ���)�	�	���
 ������� ( radb−|mid b−At | )& ���%����� 	� )�
	����("
	���� ������� b ����%� At ����
 t )�� ������
�� �
	��	��� )������%���	
� A$ P���
"
����
 ��� 2�� �(� %	����� 	�� � )��������� )������9�& ��� 
�)���%������� )�
 ������
���)�%	����� 9�	�#
�	��� Uni$ 3�& �����
 ��	���		��
 � ����� ������� 2����	���
��(��� �����
 ����
#� A& ���)�	�	�� 2���� ������� ( radb− |midb − At | ) ��������
"
%��� �(� 	���� 	���� ! ���)�	� ������
����	���
 %	���	
� ���)�%	����� 9�	�#
�	���
� ���
�#
�� ������ )������ ������	��$ 8���� ���	�& �
	
��� 2�
� ��	�'�	
� )� i ����
���
�
	� M�������
 � ��%���	
��N& )���%������& 	�������� ��(	� ���
	��� �����
t ���	����	� )� ���� �����
	����& ����� �	� �� ���������� �� �	�(����� ��'�	
� 
	"
�������	�� �
����� Ax = b$
!���"��������� F��� ����� ����
#� ����� 	� �����(
� 	������ �����&

n∑
j=1

| aij| > 0,


 	����
#�����	���� � ���	��
��	� 	����
#�����	���
 ����(�	
�

min
1≤i≤m

max
A∈A

{
radbi −

∣∣∣∣ midbi −
n∑

j=1

aijtj

∣∣∣∣
}

,

������� � �
�� �������& )�
����		�� � § 7& �)�������� %	���	
� ���)�%	����� 9�	�#
"
�	��� UV? � ����� t$ .	� ������
����	� 	����
#�����	� )�
 t ∈ Ξ(A,b)$

Ǳ�
���)�� � ����	���	
� ������� �����(��	
� �������& )���)���(
� �	�����& ��� �
��������
������ 	��
 %����� �7� ����
#� A 
���� 	������ '
�
	�& �$ �$ �������� )�����
�������		��& A = A = ( aij)$ .��%	����

�A = min
1≤i≤m




radbi −
∣∣∣ midbi −

∑n
j=1 aijtj

∣∣∣∑n
j=1 | aij|


 , � Y�

)�������
� ��(��� x ∈ U � �
�� x = t + y& ��� max1≤i≤n | yi| ≤ �A$
Ǳ��������

| yi| ≤ �A ≤
radbi −

∣∣∣ midbi −
∑n

j=1 aijtj

∣∣∣∑n
j=1 | aij| ,

��� ��(���� i = 1, 2, . . . , m ��)��	����� #�)���� 	�����	���

| (Ay)i| =

∣∣∣∣
n∑

j=1

aijyj

∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

| aij| | yj| ≤ �A ·
n∑

j=1

| aij| ≤

≤ radbi −
∣∣∣∣ midbi −

n∑
j=1

aijtj

∣∣∣∣ =

= radbi − | mid bi − (At)i |.
1�� ��� Ay = Ax − At& �� )�������

(At)i − radbi + | midbi − (At)i | ≤ (Ax)i ≤ (At)i + radbi − | midbi − (At)i |



�	� 
��  ����
����� ��������� ������� 
������ E


�
& ��� ���	��
��	�&

bi − ( midbi − (At)i) + | mid bi − (At)i | ≤
≤ (Ax)i ≤ �  �

≤ bi − ( midbi − (At)i) − | midbi − (At)i |.

Ǳ�
	
��� �� �	
��	
� ��� 9���& ���

−z + |z| ≥ 0 
 − z − |z| ≤ 0

��� ������ �������		��� z& 	�����	���� �  � ������ ��� ���� i = 1, 2, . . . , m

bi ≤ (Ax)i ≤ bi,

�$ �$ Ax ∈ b$ O�� �%	����� )�
	����(	���� ����
 x �	�(����� ��'�	
� 
	�������	��
�
	��	�� �
����� Ax = b$ ����& 9������ �E� ����	���	� ��� �
���� � �& � �������

	�������	���� )�
��������� ������ � )����� ����
$

Ǳ���)���(
� ��)���& ��� � ��������
������ ����� ����
#� A �������� �����"
��		� 
	�������	�� ����
#��& 
����� 	�	������ '
�
	�& �	�(����� ��'�	
� Ξ(A,b)
	�)���� 
 t ∈ Ξ(A,b)$ S�������
� ������)	���� �����%��(	�� �
���� Ax = b � �����"
��		��
 ����
#��
 A ∈ A 
 �	����		
�
 �#�	���
 UA 
� �	�(���� ��'�	
� Ξ(A,b)$ D
�
�� ���� ���

Ξ(A,b) =
⋃

A∈A

Ξ(A,b),

��/��
	�	
� ���� 
�
 	�������� �	����		
� �#�	�� ��� �	�(���� Ξ(A,b) )�
 A ∈ A
���(� �������� �	����		�� �#�	��� ��� Ξ(A,b)$

Ǳ���� UA ! 2�� ���
�
& 
���
� 9
��
����		�� #�	�� t$ Z�	�& ��� ���
� �	����		
�
�#�	�
 ��������� 	� ��� ���� �	�(���� ��'�	
� Ξ(A,b) � A ∈ A& � �
'� ��� ���&
������� �����(�� ����� t$ 3� ��/��
	�	
� ��� ���
��� �	����		
� �#�	�� UA ⊆ Ξ(A,b)&
������� ���"���
 ��������� ��� ��		��� t& 	����
��� �����		� )�����5 2�� ��(� ���
�
� ��� (� #�	���� t& ��%��� �������� ���� ����
��� ��%����� ��/��
	����� ���
���
��
�$ 0�$ D ����	���
& ���
 ��%���� ���
��� �)���������� 9������� � Y�& �� ����

U = t + �e

���(� #��
��� ��(
� �� �	�(����� ��'�	
� Ξ(A,b) )�


� = max
A∈A

�A = max
A∈A

min
1≤i≤m




radbi −
∣∣∣ midbi −

∑n
j=1 aijtj

∣∣∣∑n
j=1 | aij|


 . � 0�

D 2��� ����(�	

 �� 
���� )���� ����� ����
��� ��	��
����	� A )� ���� 
	�������	��
����
#� A )�����& ��� �A < 0 )�
 t �∈ Ξ(A,b) 
 2�� ���
#�����	�� %	���	
� 	
��� 	�
��
��� 	� ���
�
	� 	����
#�����	��� ����
���� � 0�$

3���	�#& �� ��(�� )�������
�� � � 0� �)���#

 �%��
� �
	
���� 
 ����
����& ���
��� ��� ��%	�� 
	������ i ����
���� �� ����(�	
� � 9
���	�� ������� ������� )�



 Y ��Ǳ� �����

�t

���

���

. . . . . .

�

�

2(#� 5� 678"9(�"�(" ,07(, % #  7:(4 ."�$& 4�

�����
���"#��
� ���	�
���� � �������& � 
��		� )� ��%�
�	�� ������� ����
#�
A$ .��	������	�

� = min
1≤i≤m

max
A∈A




radbi −
∣∣∣ midbi −

∑n
j=1 aijtj

∣∣∣∑n
j=1 | aij|


 .

O�
� 
 %����'����� ����%��������� �������$ �
3���%� 	� �����
�� ����
��� ��������		���� 2���� ��%������� � 9�������& ������	"

	�� � * & I- ��� ��%����� �	����		�� �#�	�
 �(� �)��
	��'����� 	��
 ����
���� � ���!
	�
��� ������ 
	�������	�� �
	��	�� �
����� � �& ������� �)���������� ���

Ξtol(A,b) = { x ∈ R
n | (∀A ∈ A)(∃ b ∈ b)(Ax = b)} =

= { x ∈ R
n | (∀A ∈ A)(Ax ∈ b)} =

= { x ∈ R
n | Ax ⊆ b }


 
���� ��(	�� )�
��(�	
� � ����

 �������
������� �)�����	
� * ;-$ .��%�������& ���
���
 t ∈ Ξtol(A,b)& ��

� = min
1≤i≤m

min
A∈A




radbi −
∣∣∣∣ midbi −

n∑
j=1

aijtj

∣∣∣∣
n∑

j=1

| aij|




≥ 0 � 7�


 
	�������	�� ������ (t + �e) ���������� � ��)���
��� �	�(����� ��'�	
� Ξtol(A,b)$
F�� �
�
�& ���	� ���
������� ���	���� )�
 ����
#� � �)������	

 �	�(����� ��'�	
�
)�
���
� � ���	� ������ �	����		��� 2��������� ! ������ ����
���� )� A ∈ A )���"
������ �
	
���$

D ����(�	

 �E� �%��
� �
	
���� )� i ∈ {1, 2, . . . , m} 	� )����������� ����	�����& ���
��� )�
 ������	

 � #�	�����	�� %������ �������� ���
���	
� ��� ��(���� i �	����		
�



�	� 
��  ����
����� ��������� ������� 
������   

����
�����

max
(ai1,...,ain)∈(ai1,...,ain)




radbi −
∣∣∣ midbi −

∑n
j=1 aijtj

∣∣∣∑n
j=1 | aij|





�
 
� �#�	
��	
� �	
%�$
L�� �������� ����	��'
� ���������	
� ���%	��
� ���� (ai1, ai2, . . . , ain) ����%

(X1,X2, . . . ,Xn) = X

�	� %��
�
����
 �� 
	����� i& ����� ��� #������ 9�	�#
� R
n → R ! ����(�	
� �	���


9
���	�� ������ � �E� 
 � 7� ! ����� ���%	�����

Φ(x) =

R −
∣∣∣∣∣ M −

n∑
j=1

xjtj

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

| xj|
, � I�

��� R = radbi& M = midbi ! �������		�� ��	���	��$ 1��
� ����%��& )������	
� �	��"
��		�� 
	�������	�� �#�	�
 �	�(����� ��'�	
� ����� ������ 
%����	�� ����
"#�	���
����
��� � ��'�	
� �)�
�
%�#
�		�� %����


3���
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