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I. Ââåäåíèå

èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû,

èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé
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Èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû


a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

...
...

. . .
...

...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

èëè, êðàòêî,

Ax = b (1)

ñ èíòåðâàëüíîé m× n-ìàòðèöåé A = (aij)

è èíòåðâàëüíûì m-âåêòîðîì b = (bi) â ïðàâîé ÷àñòè.
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Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé


a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

...
. . .

...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

èëè, êðàòêî,

Ax = b

ñ m× n-ìàòðèöåé A = ( aij) è m-âåêòîðîì b = ( bi).

4 À. Â. Ëàêååâ, È. À. Øàðàÿ Èíòåðâàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ



Èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ax = b

� ñåìåéñòâî òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b ñ A ∈ A è b ∈ b.

Îáúåäèí¼ííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé �

Ξuni(A, b) =
{
x ∈ Rn | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)(Ax = b )

}
� ìíîæåñòâî ðåøåíèé âñåâîçìîæíûõ òî÷å÷íûõ ÑËÀÓ Ax = b,

äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà A áåð¼òñÿ èç A, à ïðàâàÿ ÷àñòü b

áåð¼òñÿ èç èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà b.
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Èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ax = b

� ñåìåéñòâî òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b ñ A ∈ A è b ∈ b.

Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé �

Ξtol (A, b) =
{
x ∈ Rn | (∀A ∈ A)(∃ b ∈ b)(Ax = b )

}
� ìíîæåñòâî ðåøåíèé âñåâîçìîæíûõ òî÷å÷íûõ ÑËÀÓ Ax = b,

äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå Ax ïðè ëþáûõ A ∈ A ïîïàäàåò

â èíòåðâàëû ïðàâûõ ÷àñòåé b.

6 À. Â. Ëàêååâ, È. À. Øàðàÿ Èíòåðâàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ



Èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ax = b

� ñåìåéñòâî òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b ñ A ∈ A è b ∈ b.

Äàëåå áûëî âûäåëåíî óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ
(àíãëèéñêèé òåðìèí � controllable solution set)

Ξctr(A, b) =
{
x ∈ Rn | (∀b ∈ b)(∃A ∈ A)(Ax = b)

}
,

êîòîðîå âîçíèêëî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ
â èíòåðâàëüíîé ïîñòàíîâêå.

Òî÷êè èç äîïóñêîâîãî è óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÷àñòî
íàçûâàþò äîïóñêîâûìè è óïðàâëÿåìûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Òî÷êè èç îáúåäèí¼ííîãî ìíîæåñòâà
ðåøåíèé íàçûâàþò èíîãäà ñëàáûìè ðåøåíèÿìè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé.
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Âñå òðè óïîìÿíóòûõ âûøå òèïà ðåøåíèé (ìíîæåñòâ ðåøåíèé) äëÿ
èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå
êîìáèíèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ ïðè èíòåðâàëüíûõ
ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû, òàê ÷òî äàëüíåéøèé ïóòü îáîáùåíèÿ ðåøåíèé
äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è ò. ï., â îáùåì, áûë
ÿñåí.
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II. Îáîáùåíèÿ

íà ìíîæåñòâà êâàíòîðíûõ AE-ðåøåíèÿ

ðåøåíèé
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Äâîéñòâåííûé õàðàêòåð èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè

Èíòåðâàëû ïàðàìåòðîâ äîïóñêàþò äâîÿêóþ òðàêòîâêó.

1 Ñ îäíîé ñòîðîíû, èíòåðåñóþùèå íàñ ñâîéñòâà, óñëîâèÿ è ò. ï.
ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé èç ðàññìàòðèâàåìîãî
èíòåðâàëà (áðóñà).

2 Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè ñâîéñòâà èëè óñëîâèÿ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ
ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ (â êðàéíåì ñëó÷àå � äëÿ îäíîãî) çíà÷åíèÿ
èç èíòåðâàëà (áðóñà è ò. ä.).
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Äâîéñòâåííûé õàðàêòåð èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè

Ïóñòü çàäàíî êàêîå-ëèáî ñâîéñòâî P(v), êîòîðîå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
èëè íå âûïîëíÿòüñÿ äëÿ v èç èíòåðâàëà ïàðàìåòðîâ.

Íàïðèìåð, P(v) ìîæåò èìåòü âèä:

¾v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ¿,

¾v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è¿

ñ ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëîâ.

Ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè:

1) ñâîéñòâî P(v) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé v ∈ v,

2) ñâîéñòâî P(v) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé v ∈ v.
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Äâîéñòâåííûé õàðàêòåð èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè

� õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ:

− â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïèøåì ¾(∀v ∈ v)P(v)¿
è ãîâîðèì îá èíòåðâàëüíîé A-íåîïðåäåë¼ííîñòè,

− âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïèøåì ¾(∃v ∈ v)P(v)¿
è ãîâîðèì îá èíòåðâàëüíîé E-íåîïðåäåë¼ííîñòè.

⇒ ïðè ðàáîòå ñ èíòåðâàëàìè è ïîñòàíîâêå èíòåðâàëüíûõ çàäà÷
íóæíî ðàçëè÷àòü ýòè òèïû èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè.
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Äâîéñòâåííûé õàðàêòåð èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè

� íà ýòîì ïóòè âîçíèêàþò ïîíÿòèÿ êâàíòîðíûõ ðåøåíèé
è AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è ò. ä.:

êîìáèíèðóåì êâàíòîðû ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè . . .

Íî ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû ðàçíîãî ñìûñëà íå ïåðåñòàíîâî÷íû:

∀u ∃v P ̸≡ ∃v ∀u P

Åñëè èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

èìååò N èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ,

òî îáùåå êîëè÷åñòâî å¼ êâàíòîðíûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ≫ 2N .
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AE-ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

Êâàíòîðíûå ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ
âûäåëÿþùèé ïðåäèêàò èìååò ÀÅ-ôîðìó, ò. å. â êîòîðîì âñå âõîæäåíèÿ
êâàíòîðà âñåîáùíîñòè �∀ � ïðåäøåñòâóþò âõîæäåíèÿì êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ �∃ �, íàçûâàþòñÿ ÀÅ-ðåøåíèÿìè.

Ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàíòîðíûõ ðåøåíèé,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ôèêñàöèåé ñïåöèàëüíîãî ïîðÿäêà ëîãè÷åñêèõ
êâàíòîðîâ â ëîãè÷åñêîé ôîðìóëå (âûäåëÿþùåì ïðåäèêàòå),
îïðåäåëÿþùåé ðåøåíèÿ.
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AE-ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

Ïóñòü m× n-êâàíòîðíàÿ ìàòðèöà A ∈ {∀,∃}m×n è m-êâàíòîðíûé
âåêòîð β ∈ {∀,∃}m çàäàþò òèïû íåîïðåäåë¼ííîñòè îòäåëüíûõ
èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ aij , bi â ìàòðèöå è ïðàâîé ÷àñòè
èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû A∀ = (a∀
ij),

A∃ = (a∃
ij) è âåêòîðû b∀ = (b∀i ), b

∃ = (b∃i ), èìåþùèå òå æå ðàçìåðû,
÷òî A è b ñîîòâåòñòâåííî, è îáðàçîâàííûå ýëåìåíòàìè:

a∀
ij :=

{
aij , åñëè Aij = ∀,
0, åñëè Aij = ∃,

b∀i :=

{
bi, åñëè βi = ∀,
0, åñëè βi = ∃,

a∃
ij :=

{
aij , åñëè Aij = ∃,
0, åñëè Aij = ∀,

b∃i :=

{
bi, åñëè βi = ∃,
0, åñëè βi = ∀.
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AE-ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

Ìíîæåñòâî ÀÅ-ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî

ΞAβ(A, b) = {x ∈ Rn |

(∀A′ ∈ A∀) (∀b′ ∈ b∀) (∃A′′ ∈ A∃) (∃b′′ ∈ b∃)(
(A′ +A′′)x = b′ + b′′

)}
.

Òåîðåìà 1

(õàðàêòåðèçàöèÿ Ñ.Ï.Øàðîãî ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé.)

Âåêòîð x ∈ Rn ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó AE-ðåøåíèé ΞAβ(A, b)
èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A∀ · x− b∀ ⊆ b∃ −A∃ · x, (2)

ãäå ¾ · ¿ � èíòåðâàëüíîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå.
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AE-ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

Ïóñòü çàäàíû äâå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû A′, A′′ è äâà èíòåðâàëüíûõ
âåêòîðà b′, b′′. Ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

(A′ +A′′)x = b′ + b′′. (3)

Îïðåäåëåíèå (ìíîæåñòâî ∀∃-ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3)).

Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) íàçîâ¼ì
ìíîæåñòâî

Ξ∀∃(A
′,A′′, b′, b′) =

{
x ∈ Rn | (∀A′ ∈ A′) (∀b′ ∈ b′))

(∃A′′ ∈ A′′) (∃b′′ ∈ b′′) (A′ +A′′)x = b′ + b′′
}
. (4)
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AE-ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

È. Ðîí çàìåòèë, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé Ξ∀∃(A
′,A′′, b′, b′′) òàêæå

âåðíà õàðàêòåðèçàöèÿ Ñ.Ï.Øàðîãî, òî åñòü ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (2)

x ∈ Ξ∀∃(A
′,A′′, b′, b′′) ⇐⇒ A′ · x− b′ ⊆ b′′ −A′′ · x, (5)

à òàêæå õàðàêòåðèçàöèÿ â âèäå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè

x ∈ Ξ∀∃(A
′,A′′, b′, b′′) ⇐⇒

∣∣(A′
c+A′′

c )x−(b′c+b′′c )
∣∣ ≤ (∆′′−∆′)·|x|+(δ′′−δ′),

(6)
ãäå

A′ = [A′
c −∆, A′

c +∆ ] , A′′ = [A′′
c −∆, A′′

c +∆ ] ,

b′ = [ b′c − δ, b′c + δ ] , b′′ = [ b′′c − δ, b′′c + δ ] .
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Ñèñòåìû ñ ìîäóëÿìè

Ïóñòü C, D � m× n-ìàòðèöû, c, d � m-ìåðíûå âåêòîðû, x ∈ Rn.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè âèäà

|Cx− c| ≤ D|x|+ d, (7)

è ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé

Ξ(C,D, c, d) =
{
x ∈ Rn |

∣∣Cx− c
∣∣ ≤ D ·|x|+ d

}
.

âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì è â
äàëüíåéøåì.
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AE-ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåìû ñ
ìîäóëÿìè

Òåîðåìà 2

Äëÿ ëþáûõ m× n-ìàòðèö C, D è m-âåêòîðîâ c, d ñóùåñòâóþò
èíòåðâàëüíàÿ m× n-ìàòðèöà Ã, èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð b̃ è
êâàíòîðíûå m× n-ìàòðèöà A è m-âåêòîð β, òàêèå ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

ΞAβ(Ã, b̃) = Ξ(C,D, c, d)

Ã = [C − |D|, C + |D| ], b̃ = [ c− |d|, c+ |d| ].

αij =

{
∃, åñëè di,j ≥ 0,

∀, åñëè di,j < 0,
βi =

{
∃, åñëè di ≥ 0,

∀, åñëè di < 0.

20 À. Â. Ëàêååâ, È. À. Øàðàÿ Èíòåðâàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ



AE-ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåìû ñ
ìîäóëÿìè

Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëüíûõ m× n-ìàòðèö A′, A′′ è èíòåðâàëüíûõ
m-âåêòîðîâ b′, b′′ ñóùåñòâóþò èíòåðâàëüíàÿ m× n-ìàòðèöà Ã,
èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð b̃ è êâàíòîðíûå m× n-ìàòðèöà A è m-âåêòîð
β, òàêèå ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ΞAβ(Ã, b̃) = Ξ∀∃(A
′,A′′, b′, b′′).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü C = mid A′ +mid A′′,
D = rad A′′ − rad A′, c = mid b′′ +mid b′′ è d = rad b′′ − rad b′.
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III. Îáîáùåíèÿ

íà ìíîæåñòâà ëþáûõ êâàíòîðíûõ ðåøåíèé
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Èíòåðâàëüíî-êâàíòîðíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû

Îáîçíà÷èì
µ = m(n+ 1)

� îáùåå êîëè÷åñòâî èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ m× n-ñèñòåìû
óðàâíåíèé , òàê ÷òî âñåãî ïàðàìåòðîâ ul â íàøåì ñëó÷àå èìååòñÿ
µ-øòóê è l = 1, µ. Åñëè

Q(A, b,A, β) = ΩµΩµ−1 · · · Ω2Ω1,

ãäå Ωl ∈ {(∃ul ∈ ul), (∀ul ∈ ul)} äëÿ âñåõ l = 1, µ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé
ýòîé ïðèñòàâêå êîðòåæ ïàðàìåòðîâ〈

uµ, uµ−1, . . . , u2, u1
〉

(8)

ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé êàíîíè÷åñêîãî êîðòåæà
⟨a11, . . . , a1n, b1, a21, . . . , a2n, b2, . . . , am1, . . . , amn, bm⟩, èç âñåõ
ýëåìåíòîâ ñîñòàâíîé m× (n+ 1)-ìàòðèöû (A b). Îòìåòèì, ÷òî êîðòåæ
(8) ìû íóìåðóåì â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ñîãëàñíî òîìó, êàê ñòîÿò
ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû â êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå.
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Èíòåðâàëüíî-êâàíòîðíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíî-êâàíòîðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé �
ýòî ìíîæåñòâî

ΞIQ(A, b,A, β) =
{
x ∈ Rn | Q(A, b,A, β)(Ax = b) = ¾èñòèíà¿

}
,

ñîñòîÿùåå èç âñåõ êâàíòîðíûõ ðåøåíèé.

*

*Íèæíèé èíäåêñ ¾IQ¿ â îáîçíà÷åíèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé � ýòî ñîêðàùåíèå

ôðàçû ¾interval quanti�er¿.
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Ðàçîáú¼ì ïðèñòàâêó Q(A, b,A, β) íà κ áëîêîâ (êîòîðûå áóäåì
íàçûâàòü AE-áëîêàìè), ò. å. ïðåäñòàâèì å¼ â âèäå

Q(A, b,A, β) = Bκ . . . B1,

ãäå Bs = Ωis · · ·Ωis−1+1 äëÿ s = 1, κ (i0 = 0, iκ = µ) òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(à) äëÿ s = 2, κ− 1, Ωis � êâàíòîð âñåîáùíîñòè ¾∀¿, Ωis−1+1 �
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ¾∃¿ è âíóòðè Bs ïðîèñõîäèò
åäèíñòâåííàÿ ñìåíà ñìûñëà êâàíòîðîâ;

(á) B1 ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (à), ëèáî ñîñòîèò òîëüêî èç
êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè;

(â) Bκ ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (à), ëèáî ñîñòîèò òîëüêî èç
êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòèìè óñëîâèÿìè (à)�(â) ðàçáèåíèå êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè Q(A, b,A, β) íà AE-áëîêè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëèì êîðòåæè A∀ = ⟨A′
1, . . . ,A

′
κ⟩, A∃ = ⟨A′′

1, . . . ,A
′′
κ⟩,

b∀ =
〈
b′1, . . . , b

′
κ

〉
, b∃ =

〈
b′′1, . . . , b

′′
κ

〉
, ãäå κ � ÷èñëî AE-áëîêîâ â

Q(A, b,A, β) è äëÿ êàæäîãî AE-áëîêà Bs äâå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû
A′

s = (a′
sij) ,A

′′
s = (a′′

sij) è äâà èíòåðâàëüíûõ âåêòîðà
b′s = (b′si) , b

′′
s = (b′′si) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè âíóòðè áëîêà Bs ïðîèñõîäèò åäèíñòâåííàÿ ñìåíà ñìûñëà
êâàíòîðîâ; òî ïîëàãàåì

a′
sij =

{
aij , åñëè aij ∈

{
uis , . . . , uis−1+1

}
&Aij = ∀,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

a′′
sij =

{
aij , åñëè aij ∈

{
uis , . . . , uis−1+1

}
&Aij = ∃,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

b′si =

{
bi, åñëè bi ∈

{
uis , . . . , uis−1+1

}
&βi = ∀,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

b′′si =

{
bi, åñëè bi ∈

{
uis , . . . , uis−1+1

}
&βi = ∃,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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Îïðåäåëåíèå

2) åñëè B1 ñîñòîèò òîëüêî èç êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè, òî ïîëàãàåì

a′
1ij =

{
aij , åñëè aij ∈ {ui1 , . . . , u1}
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

, A′′
1 = 0,

b′1i =

{
bi, åñëè bi ∈ {ui1 , . . . , u1}
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

, b′′1 = 0,

3) åñëè Bκ ñîñòîèò òîëüêî èç êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ïîëàãàåì

A′
κ = 0, a′′

κij =

{
aij , åñëè aij ∈

{
uµ, . . . , uiκ−1+1

}
,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

b′κ = 0, b′′κi =

{
bi, åñëè bi ∈

{
uµ, . . . , uiκ−1+1

}
,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàê îïðåäåëåííûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

A =

κ∑
s=1

(
A′

s +A′′
s

)
, b =

κ∑
s=1

(
b′s + b′′s

)
,

ìàòðèöû A′
1, . . . ,A

′
κ,A

′′
1, . . . ,A

′′
κ îáðàçóþò äèçúþíêòíîå ðàçáèåíèå

ìàòðèöû A, òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ i, j ñðåäè èíòåðâàëîâ
a′
1ij , . . . ,a

′
κij ,a

′′
1ij , . . . ,a

′′
κij íå áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî, à âåêòîðû

b′1, . . . , b
′
κ, b

′′
1, . . . , b

′′
κ îáðàçóþò äèçúþíêòíîå ðàçáèåíèå âåêòîðà b, òî

åñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì i ñðåäè èíòåðâàëîâ b′1i, . . . , b
′
κi, b

′′
1i, . . . , b

′′
κi íå

áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî.
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Ïóñòü çàäàíû êîðòåæè A∀ = ⟨A′
1, . . . ,A

′
κ⟩, A∃ = ⟨A′′

1, . . . ,A
′′
κ⟩,

b∀ =
〈
b′1, . . . , b

′
κ

〉
, b∃ =

〈
b′′1, . . . , b

′′
κ

〉
, ãäå κ � ÷èñëî AE-áëîêîâ.

Ðàññìîòðèì κ�áëî÷íóþ èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà(

κ∑
i=1

A′
i +

κ∑
i=1

A′′
i

)
x =

κ∑
i=1

b′i +

κ∑
i=1

b′′i , (9)

è κ�áëî÷íóþ êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó âèäà

Φκ(A∀,A∃, b∀, b∃) ≡ (∀A′
κ ∈ A′

κ)(∀b′κ ∈ b′κ)(∃A′′
κ ∈ A′′

κ)(∃b′′κ ∈ b′′κ) . . .

. . . (∀A′
1 ∈ A′

1)(∀b′1 ∈ b′1)(∃A′′
1 ∈ A′′

1)(∃b′′1 ∈ b′′1)
(10)
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Ξκ
IQ(A∀,A∃, b∀, b∃) = {x ∈ Rn |

| Φκ(A∀,A∃, b∀, b∃)(

κ∑
s=1

(A′
s +A′′

s)x =

κ∑
s=1

(b′s + b′′s)) = ¾èñòèíà¿ }.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîé ðàáîòû � ïîëó÷èòü áåñêâàíòîðíîå îïèñàíèå
èìåííî ìíîæåñòâà Ξκ

IQ(A∀,A∃, b∀, b∃).
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Åñëè a = [a, a] � èíòåðâàëüíé m-âåêòîð, òî åãî øèðèíà wid a
îïðåäåëÿåñÿ êàê

wid a = a− a.

Ëåììà

Ïóñòü a, b, c � èíòåðâàëüíû m-âåêòîðà.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) (∃c ∈ c) (a ⊆ b+ c);

2) (a ⊆ b+ c) è wid a ≤ wid b.

1) ⇒ 2).

a ⊆ b+ c ⊆ b+ c

wid a ≤ wid (b+ c) = wid b
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Òåîðåìà 3

Ïóñòü çàäàíû äâà êîðòåæà èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö

A∀ =
〈
A′

1, . . . ,A
′
κ

〉
, A∃ =

〈
A′′

1, . . . ,A
′′
κ

〉
,

è äâà êîðòåæà èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ

b∀ =
〈
b′1, . . . , b

′
κ

〉
, b∃ =

〈
b′′1, . . . , b

′′
κ

〉
,

Òîãäà x ∈ Ξκ
IQ(A∀,A∃, b∀, b∃), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

κ∑
i=1

(
A′

ix− b′i
)

⊆
κ∑

i=1

(
b′′i −A′′

i x
)
, (11)

l∑
i=1

wid
(
A′

ix− b′i
)

≤
l∑

i=1

wid
(
b′′i −A′′

i x
)
, l = 1, 2, . . . , κ− 1.

(12)
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Ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëüíîé m× n�ìàòðèöû A íà n�ìåðíûé âåêòîð x
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî

A · x = {Ax | A ∈ A}.

Òåîðåìà (Îåòòëè-Ïðàãåð, Ðîí)

Åñëè èíòåðâàëüíàÿ m× n�ìàòðèöà A ïðåäñòàâëåíà â
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì âèäå A = [Ac −∆, Ac +∆ ] . òî A · x �
m�ìåðíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð è

A · x = [Acx−∆|x|, Acx+∆|x| ]

Ïóñòü A′
i = [A′

ci −∆′
i, A

′
ci +∆′

i ] , A
′′
i = [A′′

ci −∆′′
i , A

′′
ci +∆′′

i ] ,

b′i = [ b′ci − δ′i, b
′
ci + δ′i ] , b

′′
i = [ b′′ci − δ′′i , b

′′
ci + δ′′i ] , i = 1, κ.
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Òåîðåìà 4

Ïóñòü çàäàíû äâà êîðòåæà èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö

A∀ =
〈
A′

1, . . . ,A
′
κ

〉
, A∃ =

〈
A′′

1, . . . ,A
′′
κ

〉
,

è äâà êîðòåæà èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ

b∀ =
〈
b′1, . . . , b

′
κ

〉
, b∃ =

〈
b′′1, . . . , b

′′
κ

〉
,

Òîãäà x ∈ Ξκ
IQ(A∀,A∃, b∀, b∃), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:∣∣∣∣∣
κ∑

i=1

(
(A′

ci +A′′
ci)x− (b′ci + b′′ci)

)∣∣∣∣∣+
κ∑

i=1

(
∆′

i|x|+ δ′i
)

≤
κ∑

i=1

(
∆′′

i |x|+ δ′′i
)
.

(13)
l∑

i=1

(
∆′

i|x|+ δ′i
)
≤

l∑
i=1

(
∆′′

i |x|+ δ′′i
)
, l = 1, κ− 1. (14)
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Òåîðåìà 5

Äëÿ ëþáûõ êîðòåæåé èíòåðâàëüíûõ m× n-ìàòðèö A∀ = ⟨A′
1, . . . ,A

′
κ⟩,

A∃ = ⟨A′′
1, . . . ,A

′′
κ⟩ è êîðòåæåé èíòåðâàëüíûõ m-âåêòîðîâ

b∀ =
〈
b′1, . . . , b

′
κ

〉
, b∃ =

〈
b′′1, . . . , b

′′
κ

〉
ñóùåñòâóþò èíòåðâàëüíàÿ

(κm)× n-ìàòðèöà Ã, èíòåðâàëüíûé (κm)-âåêòîð b̃ è êâàíòîðíûå
(κm)× n-ìàòðèöà A è (κm)-âåêòîð β, òàêèå ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

ΞAβ(Ã, b̃) = Ξκ
IQ(A∀,A∃, b∀, b∃).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì íåðàâåíñòâà (14), (13) â âèäå îäíîé
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè âèäà (7), ïîëàãàÿ

C =

 C1
...
Cκ

 , D =

 D1
...

Dκ

 , c =

 c1
...
cκ

 , d =

 d1
...
dκ

 ,

ãäå Cl = 0, cl = 0 ïðè l = 1, κ− 1,

Cκ =

κ∑
s=1

(
Ǎ′

s + Ǎ′′
s

)
, cκ =

κ∑
s=1

(
b̌′s + b̌′′s

)
,

Dl =

l∑
s=1

(
∆′′

s −∆′
s

)
, dl =

l∑
s=1

(
δ′′s − δ′s

)
äëÿ âñåõ l = 1, κ. Òîãäà, îïðåäåëÿÿ ìàòðèöû Ã, A è âåêòîðû b̃, β ïî
ýòèì C, c, D, d òàê æå, êàê â Ïðåäëîæåíèè 1, ïîëó÷àåì, ÷òî
ΞAβ(Ã, b̃) = Ξκ

IQ(A∀,A∃, b∀, b∃).
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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Çàêëþ÷åíèå

Ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ â êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå ∀∃-áëîêîâ ïîëó÷åí
ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ èíòåðâàëüíî-êâàíòîðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé ê íåêîòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó, â êîòîðîì êâàíòîðû
âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ.

Ýòî òàêæå ïîçâîëèëî íåñêîëüêî îáîáùèòü ïîíÿòèå
èíòåðâàëüíî-êâàíòîðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíî
áåñêâàíòîðíîå îïèñàíèå ýòèõ ìíîæåñòâ êàê â èíòåðâàëüíîé
àðèôìåòèêå � òåîðåìà 3 (÷òî îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
H. Beeck'à è Ñ.Ï. Øàðîãî, òàê è â âèäå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè � òåîðåìà 4 (÷òî îáîáùàåò ðåçóëüòàò
Îåòòëè�Ïðàãåðà äëÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé è ðåçóëüòàò
È. Ðîíà äëÿ AE-ðåøåíèé ).

Èñïîëüçóÿ áåñêâàíòîðíîå îïèñàíèå â âèäå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè, ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ ìíîæåñòâ
ðåøåíèé îáîáùåííûõ èíòåðâàëüíî-êâàíòîðíûõ óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì AE-ðåøåíèé (òåîðåìà 5).
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